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RESUME :

On développe ici I'analyse pseudodifférentielle des opérateurs agissant sur les fonctions
a valeurs complexes sur k", ou k est un corps non archimédien. Cette étude met en jeu,
pour commencer, une géné-ralisation au cas p-adique des méthodes obligatoires (calcul de
Weyl, représentation d’Heisenberg) ou souhaitables (utilisation de familles d’états cohérents
et caractérisation des classes d’opérateurs par leur action sur ces états) de I'analyse pseudo-
différentielle. On en déduit une caractérisation “a la Beals” de classes d’opérateurs, ainsi qu'un
calcul fonctionnel des opérateurs de poids un. L’absence d’opérateurs de dérivation interdit
bien str tout développement “a la Moyal” de la composition de deux symboles : mais, utilisant
la théorie des caractéres multiplicatifs de k>, on donne une formule de composition reliant
la décomposition en termes “homogenes” d'un produit fi# f, aux décompositions de cette
espece de fi et fo.
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Chapitre 1

Introduction

Le calcul pseudo-différentiel, en particulier le calcul de Weyl, est un outil fondamental dans
I’étude des opérateurs apparaissant naturellement dans les problemes d’équations aux dérivées
partielles. Cette these a pour but le développement du calcul de Weyl dans le cadre des corps
locaux non-archimédiens . Une telle étude a été initiée en 1993 par S.Haran [H] . La méthode
employée ici fait une large part a des méthodes directement issues de I'analyse harmonique
(représentation d’Heisenberg, représentation métaplectique, familles d’états cohérents). Elle
généralise ainsi les méthodes développées dans ([U1], chapitre 1) dans le cas non-archimédien.

Désignons par k un corps local non-archimédien et soit ¢ un caractere non trivial de k.
Considérons le groupe d’Heisenberg produit semi-direct de k¢ x k% par k. Au caractere v est
attachée une représentation irréductible unitaire bien définie ( la représentation d’Heisenberg)
du groupe d’Heisenberg dans I'espace L?(k?). On introduit le calcul de Weyl, qui définit une
application linéaire de L?(k? x k%) (espace des symboles) dans I'espace des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur L?(k?), par une généralisation naturelle de la formule usuelle dans le cas
archimédien. L’un des objets de ce travail est d’étendre la signification de 'opérateur Op(f)
de symbole f a des cas plus généraux que celui ot f appartient a L?(k? x k%).

Il n’existe pas, dans le cas local non-archimédien, d’opérateur de dérivation, non plus que
de fonction polynomiale a valeurs complexes : mais il est néanmoins possible, comme ’avait
remarqué S.Haran, d’introduire deux familles (I%) et (J°) d’opérateurs se substituant aux
classiques opérateurs de dérivation et de multiplication, et permettant de définir ’analogue
des espaces de Sobolev ou les images de ces derniers par la transformation de Fourier. Ceci
conduit & une définition naturelle aussi bien de l'espace S(k9) “de Schwartz” et de son dual
que des classes de symboles associées a des poids possédant des propriétés analogues a celles
du cas archimédien.

La méthode employée ici consiste & partir de la fonction ¢ € L?(k?), fonction caractéristique
de I’ensemble des points de k% & coordonnées dans I’anneau des entiers de k, que I’on a norma-
lisée convenablement, et de la famille (¢, ,,) que I'on en déduit en faisant agir la représentation
d’Heisenberg. Tout le calcul symbolique des opérateurs dans des classes de symboles a poids est
obtenu a partir d'une caractérisation des opérateurs Op(f) dans une classe donnée par une pro-
priété relative aux produits scalaires (Op(f)@y., @y ). Poussant cette méthode plus loin (sui-
vant [U-U]), on parvient a une caractérisation “a la Beals” de certaines classes d’opérateurs :
ceci permet de justifier I'existence d’un calcul fonctionnel de ces opérateurs.

Un point sur lequel 'analyse pseudo-différentielle non-archimédienne est fondamentalement
différente de I’analyse usuelle concerne la formule de composition des symboles, qui exprime
le symbole f#¢g du composé de deux opérateurs de symboles f et g. Tout comme dans le cas
archimédien, il existe une formule intégrale de composition, qui n’a rien de particulier. On sait



que dans le cas archimédien, le développement en série entiere de ’exponentielle qui intervient
dans cette intégrale conduit a la formule asymptotique “de Moyal”

f#o~ fo+ o Af0} + -

Rien d’analogue ne saurait exister dans le cas non-archimédien parce qu’il n’y a pour com-
mencer ni analogue du crochet de Poisson, ni développement en série du caractere v devant se
substituer a I'exponentielle. En revanche, dans le cas de la dimension un, on peut décomposer
tout symbole raisonnable comme superposition intégrale de termes homogenes, et décomposer
a nouveau le composé f#g d'une facon analogue : bien entendu, les “termes” obtenus ne sont
pas des polynomes! On parvient alors (théoreme 32), dans le cas non-archimédien, a une for-
mule généralisant la formule annoncée dans la section 5 de [U2], a I'occasion d’une étude sur
les formes modulaires non-holomorphes, et démontrée dans [U3].



Chapitre 2

Le calcul de Weyl p—adique.

2.1 Définitions et notations générales.

Dans toute la suite, k désigne un corps local non-archimédien, c¢’est-a-dire une extension
algébrique de degré fini soit de Q,, soit de F,((X)) pour un certain nombre premier p, de
caractéristique différente de 2. On note Oy 'anneau des entiers de k : ¢’est un anneau principal
et local, c’est-a-dire qu’il posseéde un unique idéal maximal. On appelle uniformisante de k tout
générateur de cet idéal maximal. Par exemple, lorsque k est le corps Q,, le nombre p-adique
p est une uniformisante de k. On fixe une uniformisante @ de k et on note | . | I'unique
valeur absolue de k vérifiant | @ |= (card(Oy/wO}))~!. Dans la suite, on notera parfois ¢ le
nombre entier| @ |~! . En outre, on choisit dans toute la suite un caractére additif non trivial
1 de k : rappelons que dans le cadre non archimédien, un tel caractere est nécessairement
constant dans un voisinage de zéro. Le plus grand idéal fractionnaire de Oy sur lequel
est constant se nomme le conducteur de %; il est traditionnellement noté Of, et il est égal a
’ensemble w™® Oy pour un certain n(¢) appartenant a Z. A ce conducteur on associe une
valeur absolue non-archimédienne sur k, “duale” de la valeur absolue |.|, et qui est définie
par :

| V=] w @) |

Un exemple typique est fourni par le corps £ = Q, et le caractere 1y qui est défini de la fagon
suivante :
six = Z a,p", alors ¢y(z) = exp(2mi X Z a,p").
n>-—ng —no<n<0
Il est immédiat que le conducteur de 1y est 'anneau des entiers p-adiques Z,.
Sur k%, on définit les normes suivantes :
Iyl = maz |y |, Inll" = maz | |-

Le but de ce travail est d’introduire et d’étudier un calcul symbolique des opérateurs
linéaires, éventuellement non-bornés, agissant sur I'espace L?(k%), oll, pour emprunter la ter-
minologie de la mécanique quantique, I'espace k¢ peut-étre appelé I'espace de configuration.
Il convient, pour ’analyse de Fourier, d’introduire également 1’espace dual, dit espace des im-
pulsions : si, sur l'espace de configuration, on utilise la norme | |, on sera amené a utiliser la
norme | |V sur I'espace des impulsions. Enfin, pour développer un calcul symbolique, il convient
d’introduire I'espace de phase qui est le produit de I'espace de configuration par I'espace des



impulsions. On peut I’écrire k% x k¢, étant entendu que le deuxieme exemplaire est identifié
au dual du premier au moyen de la dualité de groupes localement compacts définie par :

{ ke x k4 — CX
(y,n) — V(< y,n>),

ot 'on a posé, pour (y,n) appartenant & k% x k< :

d
<y >=Y Y

=1

On remarquera que, lorsque d est égal a 1, le conducteur Of, défini précédemment s’identifie
au dual de Pontriaguin du groupe k/Oy, par cette dualité .

On note alors dx la mesure de Haar sur k% autoduale relativement a la dualité précédente ;
elle est caractérisée par la condition vol(Of) x vol((0g)?) = 1. Comme dans la théorie ar-
chimédienne, 1’espace de phase k¢ x k¢ est muni de la forme symplectique, dont on rappelle la
définition ; pour (y,n), (v',n') appartenant a k¢ x k%, on pose :

[(ya n)v (ylv 77/)} =< y/77] > —< y777/ >
On introduit également 'analogue non archimédien du poids 1+ X||> qui jouera un role

constant dans I’analyse pseudo-différentielle non archimédienne. On le définit, pour (y,n)
appartenant a k¢ x k%, par la formule suivante :

| Ly, n |=maz (L, [12y] , [|2n]]"), (2.1)
et 'on note aussi | o |
1,y |=1,94,0

) ) b b 22

{\mv:\ Lo (22

Ce poids vérifie encore une inégalité du type “inégalité de Peetre”, i.e.
VX,V ek |1, X+YI< |1, X|x]|1LY]. (2.3)

Remarque : Le facteur 2 intervenant dans (2.1) ne joue de role que lorsque que | @ ["1=
q est divisible par 2. Dans le cas contraire, on a simplement :

maz (L, 12y|l, [120]") = maz (L, ||y, [l

L’espace usuel des fonctions-test sur k% est l'espace de Schwartz-Bruhat que I'on note
Saig(k); il est défini comme étant I'espace des fonctions & support compact et localement
constantes sur k?. La transformation de Fourier (notée F) sur Su,(k?) est donnée par la
formule suivante :

u € Sy, (Fu)(w) = [ ulw)il <y >)dy

Il est nécessaire d’introduire également la transformation de Fourier symplectique (notée
G) sur S,y (k? x k%) dont voici la définition :

¥ u € Say(k”), (Gu)(X) = |2|d/U(Y)@/)(2[Y, X]) Y (2.4)



La transformation F (resp. G), qui est un automorphisme de S,;,(k?) (resp. de Sy, (k? x
k%)), se prolonge en un automorphisme isométrique de L?(k?9) (resp. L?(k? x k%)); en outre, la
transformation de Fourier symplectique jouit de la propriété supplémentaire suivante :

g2 - [dLQ(de)'

Pour en terminer avec les définitions générales, on rappelle la définition de la représentation
unitaire irréductible projective “d’Heisenberg” 7 de k% x k¢ dans L?(k?) attachée au caractere
1. Elle est définie pour u appartenant a L?(k?) par :

(v(y.mu)(@) = ¥(< @ = 5.0 >) ulw —y)

et vérifie I'identité suivante valable pour tout couple (X, Y') appartenant a (kd X kd) X (k;d X kd) :

H(X)r(Y) = qp(%[x, Y]) 7(X +Y). (2.5)

2.2 Un autre espace S.

Pour I'étude du calcul de Weyl local, il est nécessaire d’introduire de nouvelles familles
d’opérateurs qui joueront un role analogue aux classiques opérateurs archimédiens de multi-
plication et de dérivation. Cette définition conduit a I'introduction d’un espace S de fonctions
suivant [H].

Soient a, 3 deux nombres réels positifs; on introduit sur I'espace S, (k%) les opérateurs
suivants :

( :
Y € Salg(kd), (]Vau)(f) =| l,f |V04 ug?)a

Sur Pespace S,,(k? x k%), on définit de méme I'opérateur 1 de multiplication par
| 1,X |*= [maz(1, [[22]], [ 2¢]|)]" st X = (2,€)
et Popérateur J?, conjugué par G de Popérateur 18 opérateur J? joue donc le role que jouerait

l'opérateur (1 — A)2 en analyse réelle Contrairement au cas archimédien, les opérateurs I et
JB commutent, ainsi qu’il a été remarqué par S.Haran. On le revérifiera plus loin.

Les différents opérateurs introduits ci-dessus sont essentiellement auto-adjoints sur L?(k?)
(resp. L2(k?x k%)) et on désignera par les mémes symboles leur unique extension auto-adjointe
(dont le domaine contient par définition Sy, (k?) (resp. Suy(k? x k%)). On appellera espace des
“fonctions a décroissance rapide” 'espace suivant :

S(k*) = () Dom(1*P).

a,3>0



Autrement dit, il s’agit de 1’espace des fonctions u appartenant & L?(k?) telles que I*"u
appartienne & L?(k?) pour tout couple de nombres réels positifs («, 3). L’espace vectoriel S(k?)
devient un espace de Fréchet lorsqu’on le munit de la famille de semi-normes

| u fla,s=] 1%y ||L2(kd) .

En outre, S(k?) est un espace nucléaire ce qui nous permettra d’utiliser le moment venu
I’analogue du théoreme des noyaux de Schwartz.

On note S'(k%) le dual topologique de S(k?) que I'on appellera espace des distributions
“tempérées” sur k? et, pour toute distribution tempérée T et pour toute fonction & décroissance
rapide u sur k¢, on note < T,u > la valeur de T sur u; on écrit aussi (T, u) =< T,u > (o1
u +—— u est la conjugaison complexe).

Remarque : De fagon analogue a la théorie archimédienne, toute distribution tempérée
sur k¢ est, par le théoreme de Hahn-Banach, combinaison linéaire de distributions de la forme
TPy olt u est un élément de L2(k9) et (a, 3) est un couple de réels positifs.

2.3 Caractérisation des espaces de fonctions par les fa-
milles d’états cohérents.

2.3.1 Définition des familles d’états cohérents et premiere applica-

tion.

Definition 1 On note ¢ (resp. ¢°) la fonction caractéristique de (Oy)? (resp. (O)4) multi-
pliée par (vol(O)Y) "2 (resp.(vol(O2)4)~2) et, pour tout (y,n) appartenant d k% x k%, on pose
Gy =T (y,n)¢-

La transformée de Fourier de ¢ (resp. ¢°) est ¢° (resp. ¢). La famille (¢y.)(y.n)erdxnd
s’appelle une famille d’états cohérents pour L?(k? x k%) et elle jouera un grand role dans la
suite en raison du lemme suivant, appelé quelquefois “résolution de l'identité” (dans le cas
archimédien).

Lemme 2 Pour tout couple de fonctions u,v appartenant o L*(k%), on a :

i 2aga= [ | (u6x) |2 dX,

k2d

(u,v) = [ (u, ¢x)(¢x,v)dX.

k2d

Démonstration :

Comme la seconde formule s’obtient par polarisation de la premiere, il suffit de démontrer
la premiere formule. Soit u une fonction appartenant a L?(k%); on a par définition, pour tout
point (y,n) de l'espace de phase,

(1 6ua) = [ a@i= <= §n>)o(e ~ )i

L’identité de Parseval donne alors

/ (1, ) iy = / (@) ¢z — )| da



et il suffit d’intégrer pour finir par rapport & dy, en observant que [ |¢(z) |2 dxr = 1 compte-tenu
kd
du facteur (vol(O)?) "2 apparaissant dans la définition de ¢. m
On vérifie que les fonctions ¢, , appartiennent a 'espace Sy, (k?) et un calcul simple montre
la formule suivante :

v(y777) E kd X kd? Ia”B(lsy,n :| ]-Jy |Oz| 1777 |\/5 ¢y,77~ (26)
Par conséquent, on a
199°¢y = JP I, .

Du lemme 2, vu que, pour tout u appartenant a S(k<)

11 Baga= [ 1 (0 P16,) P dy di,

kdxkd

il résulte que l'on a I*J%u = JPI%u pour tout u appartenant & S(k¢), et la continuité de
I'opérateur 1®% sur ce dernier espace est alors évidente. De plus, la formule

| 1*Pu 17200y = / | Ly 17 1, Y22 | (u, ¢y)* dy d

kdx kd

montre que, quelle que soit u appartenant & S(k?), on a

u = lim / (u, px)dxdX,

N—oo

@ N (O x(Op)h)

au sens de la convergence dans I'espace S(k?). De ce qui précede, il résulte également que les
opérateurs 1*? sont des endomorphismes continus de cet espace. On peut alors étendre par
dualité les opérateurs 1*¥ en des endomorphismes continus sur &'(k¢).

Remarque : L’identité (2.5) fournit l'identité suivante :

1

m(X)py = ¢(§[X, Y]) oyix.

Cette derniere identité et 'invariance de la fonction ¢ sous I’action des opérateurs 7(X), lorsque
X appartient & O¢ x (202)?, montrent que la fonction X — (u,dx)px est Of x (209)4—

invariante par translation. Par conséquent, l'intégrale i (u, px)pxdX est égale a
@ N (Ofx(07))
la somme finie > (u, px)dx. En particulier, U'espace Sy (k?) est dense

XewN(0¢x(09)?) / 0Lx(202)4
dans S(k%).

Lemme 3 Pour tout X appartenant a k% x k¢, opérateur w(X) s’étend en un automorphisme
continu de 'espace de Fréchet S(k?).

Démonstration :



Soit u une fonction & décroissance rapide, X = (z,&) un élément de k¢ x k¢ et (o, 3) un
couple de nombres réels positifs; en appliquant le lemme 2 ainsi que les identités (2.6) et
(2.5), on obtient :

(X [I2 p=1 177 (X |72 ey = / | (™7 (X)u, dy) |* dY
k2d

= / | (7(X)u, [Py [P dY = / [ Ly P11 Y27 (1(X)u, 6y) 1P dy diy

k2d kd x kd

= / | 1,y 1% 1,0 1Y°] (uy dy—sy—e) |> dy dn.
kdxkd

Un changement de variable, ainsi que I'inégalité (2.3)) fournit la majoration suivante qui permet
de conclure :

700 5= 1 PO [0y P10 29 (s 6y) P dy
kdxkd

=/ LX PO u?

Ensuite, on peut étendre par dualité I'opérateur 7(X) en un automorphisme continu de
S’'(k?) par la formule suivante :

VT eS kY, YueSk?), (n(X)T,u) = (T, 7(—X)u).

2.3.2 Caractérisation de I’espace S(k“) par les familles d’états cohérents.

Lemme 4 Pour toute distribution tempérée f sur k? et pour toute fonction a décroissance
rapide v sur k%, on a Uidentité suivante :

(f,u) = / (f, 6x) (6, w)dX.

k2d

Démonstration : Cette identité est une conséquence du lemme 2, de la remarque page 9,
ainsi que de l'identité (2.6) m

Rappelons que 'espace de Schwartz-Bruhat Salg(kd) est obtenu comme la limite inductive
des espaces de fonctions continues localement constantes a support dans un compact donné
de k%. On appelle distribution toute forme linéaire sur cet espace.

Proposition 5 (i) Soit f une distribution sur k%, alors [ appartient a S'(k?) si et seulement
si il existe un entier positif N tel que la fonction X —| 1,X |7 (f, ¢x) appartienne a
L2(k x k).

(ii) Soit f un élément de S'(k%), alors f appartient a L*(k?) si et seulement si la fonction
X — (f,¢x) appartient a L*(k?* x k9).

(ii1) Soit f un élément de S'(k?), alors f appartient a S (k?) si et seulement si pour tout
entier positif N la fonction X —| 1, X |V (f, ¢x) appartient ¢ L?(k% x k).



Démonstration : (i) On traite pour commencer l'implication directe. Comme f appar-
tient a S’'(k%), la remarque page9 fournit une famille de couples d’entiers positifs (ay, £1), ..., (., 3;)
et une famille de fonctions uy,..., u, appartenant a L?(k?) telle que pour tout (y,n) appartenant
a k% x k? on ait la majoration suivante :

r

'
S| < (rmaz 0 o > 11
1= 1=

< (maz || Usj ||L2(kd ) Z | 1ay |ai| 1777 |Vﬁi§ r ({Q?gfn || Us ||L2(l~cd)) | 17.%77 |N

1<i<
=1

| (fs Pyn) |=

ou N est le plus grand des entiers aq, 31, ..., a,., 5. On conclut en remarquant que la fonction
X —] 1, X |7+ est de carré intégrable.

On traite maintenant la réciproque. Soit f une distribution satisfaisant aux hypotheses
de (i) et u appartenant a S(k9); alors la fonction X — (f, ¢x)(¢x,u) est intégrable sur
k? x k?. En effet, cette affirmation découle des majorations suivantes ot I'entier N est fourni
par ’hypothese faite sur la distribution f :

/|f¢x (6, u)] dX < ( /|1X|2N\(f¢x |2dX%/11X|2N|< o) 2 dx)h

< ( / LX) (F, 6x) P dX) / Ly PY) L0 12V (s by) 2 dy dn)

kdx kd

< / LX) () P dX)( / (I, 6y) |2 dy di)t

k2d L2d
< ([ TLX T (o) PAX) 1Y
k2d

Ces majorations montrent également que la forme antilinéaire f sur espace S (k) définie par :

Vu e S(kY), (f,u) = /(f, ox)(dx,u)dX

k2d

est une distribution tempérée sur k%. La distribution f et la distribution tempérée f coincident
sur les états cohérents, donc sur l'espace Sy, (k?).

(72) On ne traite que la réciproque, puisque I'implication directe est I'objet du lemme 2. Soit
f une distribution tempérée sur k¢, satisfaisant a I’hypotheése mentionnée dans la réciproque
et u une fonction a décroissance rapide sur k%; on utilise le lemme /4] ainsi que I'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir les estimations suivantes :

G 1= ([ 100 P ad([ 1 o [ ax))

< / | (Frbx) 12 A0 | ey



La distribution tempérée f s’étend donc en une forme antilinéaire continue sur L?(k9 x k9).

(ii7) Soit N un entier positif , et u une fonction appartenant a4 S(k?). Par définition, la
fonction J¥Nu appartient & L?(k?); donc, d’apres le lemme 2, la fonction X — (IVNu, ¢x)
appartient a L2(k? x k%). Ceci ainsi que l'identité (2.6), nous fournissent les majorations
suivantes qui permettent de conclure

| Loy Y 1w, byn)l I Ly 1N L [N (u, by) 1] (0, I 0y0) [=] (T, ) |

Pour la réciproque, on utilise I'identité (2.6)), le lemme [4, ’hypothese faite sur f, I'inégalité
[ Ly 1 L [P<] 1ym [

ainsi que le point (i7) de la présente proposition pour aboutir au fait que f appartient a I’espace
S(k?) m
Corollaire 6 La transformation de Fourier F est un automorphisme continu de S(k?) ou de
S'(k%) (ce dernier étant muni de la topologie de dual faible du premier).

Démonstration : Pour S(k?), il suffit de constater que

Frnly,m)F =r(-n,y)

et d’appliquer la proposition [5 (i74). Le résultat s’étend immédiatement a S’'(k¢) par dualité.
[
2.4 Définition du calcul de Weyl p -adique

2.4.1 Définition dans le cadre L2

Pour toute fonction f appartenant & L?(k? x k%), on désigne par Op(f) et 'on appelle
opérateur de symbole f, Popérateur de L?(k%) dans L?(k?) possédant pour noyau intégral la
fonction a; sur k% x k% donnée par la formule :

(. y) /ngy V(< @ —y,n >)dn, (2.7)

ou le terme de droite doit étre considéré comme la transformée de Fourier évaluée en y — x de
la fonction

Tty
= fl=——m).
Traditionnellement, 'opérateur Op(f) est noté sous la forme symbolique suivante :

vu e L2k, (Op //f“y W<z —yn>) dydy. (28)

kd kA

Les propriétés usuelles de la transformation de Fourier (ici partielle) montrent que le noyau
ay est de carré intégrable sur k¢ x k% et que I’application

L2k x k) — L2(k4 x k%)
fr—ay
est une isométrie surjective de L?(k¢ x k?). La théorie des opérateurs de Hilbert-Schmidt nous
permet alors d’énoncer la proposition suivante :



Proposition 7 L’application qui a une fonction f appartenant o L*(k¢xk?) associe 'opérateur
Op(f) est une isométrie surjective de L*(k?x k%) sur l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt
de L*(k%).

Remarque : en particulier, si f est un symbole appartenant & L*(k? x k%), son adjoint
possede un symbole, qui n’est autre que f.

Definition 8 Soient u et v deuz fonctions appartenant a L?(k?). On appelle fonction de
Wigner du couple (u,v) le symbole de l'opérateur de rang un w — (w,v)u. On le note W (u,v).
En particulier, d’aprés la proposition précédente, la fonction de Wigner W (u,v) appartient a

L2 (k% x k%).

Proposition 9 Soient u et v deux fonctions appartenant o L*(k?) et soit f une fonction ap-
partenant a L*(k% x k%). Alors, on a l’égalité suivante :

(e = [ H2)W(w.)(2)dz 29)

En particulier, la fonction W (u,v) est définie par :

(W (u,0))(2,6) = 12 | w(z —t)o(z+ )2 < t,¢ >) dt. (2.10)

k

Démonstration : (i) Il est immédiat que I’adjoint de 'opérateur Op(W (v, u)) est Op(W (u

En particulier, cela montre que W (v, u) = W (u,v). En polarisant, le résultat de la proposition
7, on voit que :

Tr(Op(f)Op(W / H(2) W) (2)dZ = / H(2)(W (u,0))(2)dZ.

Par ailleurs, I'opérateur Op(f)Op(W (v, u))* n’est autre que I'opérateur de rang un

¢ = (¢,v)0p(f)u

dont la trace est égale a (Op(f)u,v). La formule (2.10) résulte facilement de (2.9) et de la
définition (2.8) de l'opérateur Op(f). m

La relation de covariance suivante
m(X)Op(f)m(X)™' = Op(Y — f(Y — X)), (2.11)

analogue a sa version archimédienne, est fondamentale. On peut la vérifier en réécrivant la
définition de Op(f)u sous la forme

Vue ), Op(Pu)e) =21 [GNE)rY @y (212)

k2d

7?']))'



En particulier :
m(X)Op(W (u,v))m(X) ™ = Op(Z = (W (u,v))(Z — X))

quelles que soient u et v appartenant & L?(k?) et X appartenant a k*?.
D’autre part, la définition de la fonction W (u,v) montre que

m(X)Op(W (u,v))m(X) ™" = Op(W (m(X)u, 7(X)v)).
Ces deux dernieres formules nous fournissent la relations de covariance suivante :
YV Z €k (W(n(X)u,n(X)v)(Z) = (W(u,v))(Z - X) : (2.13)

Dans la suite, nous allons étre amenés a calculer la fonction de Wigner attachée a deux
états cohérents. Pour cela, nous allons établir le lemme suivant qui nous permettra d’effectuer
simplement ce calcul :

Lemme 10 Pour toutes fonctions u,v appartenant a L?(k) et pour tous éléments X, 7 de
k< k? on a :

(W(r(X)u, 7(=X)0))(Z) = $(=2[Z, X]))(W (u, v))(Z).

Démonstration : Posons X = (z,¢) et Z = (z, ). Explicitons alors la fonction W (7(X)u, 7(—X)v)) :

W (e, € (=, ~€)0))z6) = 217 [ (< 2= £ = 5.6 hulz —t — )

P(— <z+t+g,£>)v(z+t+x)¢(2 <t,¢>)dt

=212 < z,€ >) /u(z —t—xv(z+t+2)Y(2 <t >)dt
kd
On effectue ensuite le changement de variable t — t — x. L’expression précédente s’écrit donc

2 (2 < 26> —2 < 3,6 >) /u(z C oz D2 < te ) dt
kd
= |2|d¢(2 < z,8> =2<x,6>)(W(u,v))(z,59).
| ]

On désigne par Sp(d, k) le groupe symplectique de k¢ x k? c’est-a-dire le groupe des auto-
morphismes linéaires g de k% x k¢ tel que

VX, Y €k [gX,gV] = [X,Y].
Il existe une représentation projective Met de Sp(d, k) dans L%(k%) telle que
Vg € Sp(d, k), VX €k**  Met(g)m(X)Met(g)™" = 7(9.X) (2.14)

ou ¢g.X est I'image de X sous l'action linéaire de g. Cette représentation n’est autre que
la représentation métaplectique (que 'on appelle communément représentation de Weil en
arithmétique).



Théoréme 11 Soit f un symbole appartenant a L*(k*?). Alors, on a la relation de covariance
suivante :

Vg € Sp(d, k), Vf € L*(kK*), Met(g)Op(f)Met(g)™" = Op(Z — f(g7'.2)). (2.15)

Celle-ci est bien connue en calcul de Weyl réel sous le nom de relation de Segal-Shale. Nous
appellerons donc cette relation de covariance, relation de Segal-Shale- Weil.

Démonstration : Elle découle des relations (2.12) et (2.14). m

Remarque : si g est un élément de Sp(d, k) et f un symbole, on défini le symbole f o g
par

(fog)2)=f(g.2).

La relation (2.15) combinée a la définition de la composition des symboles montre que, pour
tous symboles f; et fy et tout élément g € Sp(d, k), on a

(fiog) # (faog) = (fi#f2)oyg (2.16)

La relation (2.15) jouera un role important dans le chapitre 4.2/ pour la formule de com-
position. Par contre, seule la relation de covariance (2.11)) joue un role dans les trois premiers
chapitres. Elle a été a la base de 'utilisation des familles d’états cohérents (Px ) xcp2d-

Lemme 12 Soit u un élément de l'espace S(k?) et g un élément de Sp(d, k). Alors la fonction
Met(g)u appartient a S(k?).

Démonstration : Posons 1) = Met(g)~'¢. On a alors les égalités suivantes
(Met(g)u, x) = (u, Met(g)~'m(X))
= (u, Met(g)~'m(X)Met(g)v)
- <u7 Q/Jg.*lX)'

En utilisant la remarque (2.3.1), on constate que 'espace Su,(k?) est engendré la famille

d’états cohérents (¢x)xex2¢. Ceci ainsi que 'inégalité (2.3) et la relation (2.5) montre que
la proposition 5 reste vraie si 'on remplace la fonction ¢ par n’importe quel élément de
Saig(k?),en particulier pour la fonction . On conclu alors en appliquant cette proposition et
en remarquant que, pour tout élément g appartenant a Sp(d, k), il existe une constante C, > 0
telle que

VX ek COM LX< 1,97 X |<Cy | 1,X|.

2.4.2 Calcul de Weyl et calcul standard.

Il est aisé de vérifier que le produit tensoriel de deux fonctions a décroissance rapide sur
k? est une fonction & décroissance rapide sur k% x k?. Par ailleurs, 1’application

[ ay



(ot ay est le noyau associé & f dans la formule (2.7)) est un automorphisme continu de &’(k*?)
. On peut donc définir I'opérateur Op(f) lorsque f est une distribution tempérée sur k¢ x k¢
par :

Vu,v € S(k%), (Op(flu,v) =< a;,v@u > . (2.17)

Cette formule définit donc Op(f)u comme une distribution tempérée sur k? toutes les fois que
u € S(k%).

La méme formule montre que si f appartient a S(k%?), 'opérateur Op(f) s’étend en un
opérateur continu de &'(k%) dans S(k?).

Les espaces de fonctions & décroissance rapide sur k% sont des espaces nucléaires. Si I'on
combine ceci & lidentité S(k%)@S(k?) = S(k% x k%), on obtient I"analogue du théoreme des
noyaux de Schwartz. C’est-a-dire, tout opérateur séquentiellement continu de S(k?) dans &'(k?)
possede un noyau qui est une distribution tempérée sur £?¢. En rappellant que I’application f
— ay est un automorphisme continu de &’'(k??), on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 13 (i) L’application
Op : f = Op(f)

réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques entre S'(k% x k%) et l'espace des
opérateurs linéaires continus de S(k?) dans S'(k?), que l'on note L.(S(k?),S’'(k?)).

(i) L’application Op réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques entre S(kx
k%) et ’espace de opérateurs linéaires continus de S’ (k%) dans S(k?), que I'on note L.(S'(k%), S (k%))

Nous pouvons en déduire ’extension suivante de la proposition (9 :

Proposition 14 Pour toute distribution tempérée f sur k* x k? et toutes fonctions u,v
appartenant a S(k%), on a :

(Op(fu,v) =< f,W(u,v) >
Démonstration : Soient u, v deux fonctions appartenant & S(k?). D’apres la définition 8,

la fonction W (u,v) appartient & L?(k? x k?). On peut donc considérer I'opérateur Op(W (u, v))
qui, toujours par la définition 8, opere continiment de S'(k?) dans S(k?). La fonction de
Wigner W (u,v) appartient donc & S(k??), d’apres le théoreme 13/ (i7). Ainsi nous pouvons
considérer les applications f +— (Op(f)u,v) et f — (f,W(u,v)) qui sont continues sur
Sag (k% x k%) muni de la topologie induite par &'(k? x k?) . D’apres la proposition 9, ces
deux applications coincident sur espace S,14(k? x k%) qui est dense dans S'(k% x k?). m

Remarque : il est utile de remarquer une conséquence de la proposition 14/ et du théoreme
13 (i). Soit h une distribution tempérée sur k¢ x k? telle que < h, W (u,v) >= 0 pour tout
couple de fonctions (u,v) appartenant & S(k%). Alors h est la distribution nulle ¢

Nous allons définir dans cette partie un autre calcul symbolique qui nous sera utile dans
les chapitres 3 et 4 : nous 'appellerons calcul standard car il est 'analogue non-archimédien
du calcul standard de ’analyse réelle.

Ve LKD), (Opu(f)u)(z) = / P, &) (Fu)(©)h(< 7, >) d. (2.18)



Tout comme dans le cas archimédien, si f(z,£) = a(x)b(£), 'opérateur de symbole standard
f s’identifie & 'opérateur de convolution par la fonction F~1b suivi de I'opérateur de multi-
plication par la fonction a.

On remarquera que (Opg(f)u,v) n’est autre que la valeur de la distribution de densité f
sur la fonction

(2,€) o 0@ Ful€)i(< 2,6 >)
Vv € LKD), (Opu(f)u,v) = / / F O Fuw) (€)i(< ,€ >)o(@) dude.  (2.19)

kd kd

Ceci permet de voir que, tout comme en calcul de Weyl, les symboles standard dans S(k? x
k%) (resp.S'(k?x k?)) correspondent aux opérateurs dans L.(S'(k?), S(k%)) (resp.L.(S(k?), S'(k9))).

Soit f appartenant & S'(k% x k%). D’apres le théoreme 13, I'opérateur Op(f) posséde un
symbole standard dans &'(k% x k9); notons le Af :

Op(f) = Op,,(Af). (2.20)
Un calcul direct permet d’expliciter ce symbole sous la forme suivante :
(FuAD)0,€) = (Fi)mE+ ) (2.21)

ou F; désigne l'opérateur de transformation de Fourier partielle relativement a la premiere
variable dans k. L’opérateur A est un automorphisme de chacun des espace S(k*?), S'(k*?)
et L2(k*).

Introduisons I'espace
Cra = {u € L*(k%) tel que VN € N, Jay, I"*¥JVu € L*(kY)},

ainsi que son image FCq par la transformation de Fourier. L’espace Cpa (resp.FCa) est 'ana-
logue non-archimédien de l'espace Oy (resp.Og) de Schwartz. Soient hy et hy deux symboles
standards appartenant a S’(k?), le premier ne dépendant que de x et le second que de . Alors,
on a les inclusions suivantes :

Opst(h2)S(k?) C Cpa
Opst(h1)FCha C S'(K?),

qui permettent de définir lopérateur Opg;(hy)Opsi(hs) comme opérateur de domaine S(k?).

Remarque : le calcul standard jouera un role important dans le chapitre 4. En effet, si
hy et hy sont deux symboles standards appartenant & S'(k?), le premier ne dépendant que de
x et le second que de &, il est évident, d’apres (2.18)), que le composé Opg;(h1)Opsi(ha), de ces
deux opérateurs admet encore un symbole standard & savoir hy(z) ho(€). La formule (2.21)
permet alors d’attribuer & opérateur produit un symbole de Weyl appartenant a S’(k?). On
peut donc définir dans ce cas < hy# hy, hy > pour tout élément hs appartenant a S(k?).

Si, au lieu de ce qui précede, nous considérons des symboles h; (1< j < 2) ne dépendant

que de z — ;€ (ot 0, € k et 01 # 0), alors ce qui précede reste vrai. En effet, si g~! désigne la
)

01
01— 02
1

matrice € SL(2,k) = Sp(1, k), alors il existe un symbole f; ne dépendant,

1

01— 02



selon le cas, que de x ou que de £ tel que hj(x, &) = fi(g.(x,€)) (ol g . désigne I'action linéaire
de g sur k?). Donc, en utilisant la relation de covariance (2.16) , on obtient les égalités suivantes

hadthy = (fiog) # (faog) = (fi#f2) 0 g (2.22)
qui définissent hi#hy ©

2.4.3 Calcul de la fonction de Wigner de deux états cohérents (cf

définition ).

On a besoin d'un lemme technique qui sera utilisé a plusieurs reprises dans les démonstrations
du chapitre 1. Il est nécessaire d’introduire une nouvelle fonction qui est définie par :

(z,6) = [2|" $(22)0"(26)1 (-2 < 2,5 >), (2.23)
ol I'on renvoie & la définition 1 pour la signification de ¢ et de ¢°.

Proposition 15 Soient X, X' deux éléments de k%xk?. Alors la fonction de Wigner W (¢x, dx)
est donnée par :
1 X+ X

W(ox,ox)(Z) = w(—é[X, X' ®(Z — 5

) ¥(=[2, X - X7]).

Démonstration : Nous allons, dans un premier temps, calculer la fonction de Wigner
W (¢, ¢) en remarquant que ’état fondamental ¢ est a valeurs réelles : d’apres (2.10), on a

W (6. 6)(z<) = 2 / Oz — Oz + (2 < t,¢ >) dt.

Le support de la fonction ¢ — ¢(z — t)d(z + t) est l'intersection des ensembles (z + OF) et
(=2 + OF), qui est vide sauf si 2z € O%. Ceci nous permet d’écrire

W(6,6)(5) = 21" x 1y(22) [ oz = 060z + 0(2 < b >) de

k2d

ou e désigne la fonction indicatrice de Of. On effectue ensuite le changement de variable
t — t — z, qui transforme ’expression précédente en

21°9(=2 < 2,6 >) x 100(22) [ $(22 = 1)p()(2 < t,5 >) dt.

k

On rappelle que la fonction ¢ est, a un facteur multiplicatif pres, la fonction indicatrice de Of.
Elle est en outre paire et elle satisfait a la relation ¢2? = (vol(O})%)~2¢ ce qui nous permet de
poursuivre le calcul ; ce qui précede devient

21 6(=2 < 2,6 >) % (WOl (O H1p(22) /¢(t)¢(2 <t¢>) dt

k2d



_ 2t (=2 < 26 >)6(22) /¢(t)¢(2 <to>)dt

k
= [216(22)¢°(=2) (=2 < 2,6 >)
= 27 9(22)0°(2)1h(=2 < 2,6 >) = D(z,5).
La relation de covariance montre que

W(ox, ox)(Z) = w(—%[X —; X/’ X _2 X/])w(%[X —2 X/’ X—;X’])X

X+X  X-X X+X X -X
(e (e () (2)

On utilise la sesquilinéarité des fonctions de Wigner, puis le lemme 10, pour écrire cela sous
la forme :

(W (a(

v XYW D n (X Loz - X
= U X XD (2, X~ XYW (,0)(Z ~ X

= (X X (- (2. X - Xz - T

)

)




Chapitre 3

Calcul de Weyl et classes de symboles
définies par des poids.

3.1 Définition des espaces de symboles a poids.

Soit m : k% x k% — R une application mesurable : on dit que m est un poids s’il existe
un entier positif N et une constante C' positive tels que, quels que soient X et Y appartenant
a ke x k%, on ait :

m(X)<CmY)|1,X -Y [V (3.1)

On appelle alors symbole de poids m toute distribution tempérée f appartenant a S'(k? x k%)

(cf. début de la section ?7?) telle que, pour tout entier positif, la distribution tempérée JN f
coincide avec une fonction gy sur k¢ x k? vérifiant, pour tout X appartenant a k¢ x k¢ et
pour une certaine constante positive Cy, I'estimation suivante :

lgn (X)| < Cn m(X).

On note S(m) I'espace vectoriel des symboles de poids m.

3.2 Caractérisation par les états cohérents des opérateurs
possédant un symbole a poids.

Soit A un opérateur séquentiellement continu de S(k?) dans §'(k?). D’apres le théoreme 13
(1), cet opérateur posséde un symbole f appartenant a S’'(k? x k?). 1l est possible d’exprimer
ce symbole a l'aide des fonctions de Wigner d’états cohérents et de I’action de I'opérateur A
sur les états cohérents. Nous allons expliciter ce lien dans les lemmes suivants.

Lemme 16 Soient X, X' deux éléments de k* x k%. Alors, pour tout entier positif N, I’égalité
suivante est valable :

X+ X
7))

M (=2, X - XDNe(Z -

INZ —(—[Z2, X — X))®(Z —

X -X
2

X+ X'
2

=1, ). (3.2)



Démonstration : Rappelons (cf. début de la section ??7) que 'opérateur TM est I'opérateur

. |M et que l'opérateur JM est le conjugué de ™ par G, qui est défini

de multiplication par | 1,
en 2.4.
Posons v(Y) =< y,n > si Y = (y,n); on obtient par un calcul direct 'identité

X+ X
7))
) (p®¢°) (2Z — (X = X'))x

X+ X
5 D). (3.3)

VX, X ek G @p(—[Z,X - XND(Z -

X+ X'
2

Y(—59(22 = (X = X))(-212,

= (X - X,

1 1
D’autre part, la fonction X +—| 1, X | est (éOk)d X (§OZ)d_ invariante par translation, en

X-X 1 1
particulier, elle est constante sur 1’ensemble { 5 + §Okd X (5(’),‘;)‘1} qui est le support
de la fonction
X+ X 1
Z s (98 ¢°) (27 — (X = X))(-212, =S (= 5v(2Z — (X = X)),

Ceci démontre la formule suivante

gz = o2 - X y(—1z,x - X))
S St (6 S R

X+ X 1 ,
(527 — (X = X'))).

(0®¢%) (22 — (X = X"))p(-2[Z,
Cette derniere égalité, ainsi que la formule (3.3), nous permet de conclure. m

Lemme 17 Soient f une distribution tempérée sur k% x k%, X, X' deux éléments de k% x k°.
Alors, pour tout entier positif M, I’égalité suivante est valable :

X -X 1

|1, 5 1M (Op(fox, dxr) = ¢(—§[X, X')x
[ @) 0z - 255 w12 - X))z

Démonstration : En utilisant la proposition 9l et la proposition 15, on aboutit a 'identité
suivante valable pour toute distribution tempérée f sur k% x k% :
X+ X
2

(Op(£)ox,bx) = b(=51X.X1) [ 1(2) (2 ) (12X - XDz @)

Le lemme résulte de l'identité (3.2) si l'on observe, en outre, que l'opérateur JM est auto-
transposé. m



Lemme 18 Soit f une distribution tempérée sur k% x k. Alors I’égalité suivante est vérifiée
au sens des distributions tempérées :

X+ X

12) = [ [(a6x, 000G X XD0(2,X - XD)0(Z -

k2d 2d

) dXdX'

ou A= Op(f).

Démonstration : Soient u,v deux fonctions appartenant a S(k%). Le lemme 4/ montre
que :

() = [ (Op( b (6x0,0)iX

k2d

= [ [ 0nthox. o), o) 0 0) ax ax (3.5)

k2d 2d

D’autre part, par la définition 8 de la fonction de Wigner W (¢ x/, ¢x ), on évalue (u, ¢x)(dx/,v) :

(1, 6 ) (07, v) = / W (b, b ) (Z)W (1, v)(Z)dZ.

Le lemme [16 et la proposition 15, montre que, pour entier /N, on a

~ X -X
(PW(ox, 6x))(2) =| 1,22 ¥ 91X X)W (630 6x)(2),
ce qui nous fournit 1’égalité suivante
X-X
| W o) @W w0202 = 1,55 | w5 XX
f2d

X /W(¢X/,¢X)(Z) (JNW (u,))(Z) dZ dX dX'.

Ainsi, I'égalité (3.5) s’écrit encore

©Onpu0) = [ [Ontox o) 11555 7 w506 X ax ax
L2d |2d
x / W, dx)(Z) (JNW (u,0))(Z) dZ (3.6)

ou N est un entier positif quelconque. L’égalité (3.4) appliquée a la distribution tempérée f
montre qu’il existe deux nombres entiers N’ et M’ ainsi qu’une constante Cy pv tels que

X=Xy

X+ X o
2

|(Op(f)¢Xa¢X’)| < CN/7M’ | 17 9 )

|1

d’ou .
X-X |—N’—2d—1

/ (Op(F)éx, 6x)] | 1.

k2d [2d [2d



X W (o, 6x)(Z)] |(JV42W (w,0))(2)| dZ dX dX’

X-X . X+ X X+ X
<ovar [ [ [0 P 2 ez - 2

k2d [2d [2d

x ’(JN’”d“W(u, v))(Z)( 47 dX dX’

chCM,///u,yy?dlu,yf M B(Z = V)

k2d p2d [2d

X ‘(jN'“d“W(u,v))(Z)‘ dZ dy dy’

< CNQM///\(I)(Y”)] 11,2 |™

k2d L2d

(TN 2Ly v))(Z)( dz dy"

< CN',M'/ 11,2 M ‘(jN/”dHW(u,v))(Z)’ dZ < 4o0.

L2d

Nous pouvons alors permuter 'ordre d’intégartion dans (3.6).

(Op(f)u,v):/ (JNUF?d“W ) dZ //Op Yox, dx)
k2d k2d |2d
1, 2 1¢<—§[X XYW (o0, 6x)(2) dX dX’
W (u,v)(2) dz JN' (7 — (Op(f)ox, dxr)
<1, u\ VA Y LX X)W (6 6)(2) dX dX]
/ Wwo(2) iz | / (Op(f)bx. 6x)
L2d g2d

1, S it (DX X)) (TN (e, 63))(2) dX X!

- / W (u,v)(2) dZ / / (Op()bxs )W (67, 6x)(2) dX dX.

k2d |2d

Or la définition des fonctions de Wigner permet d’écrire 1’égalité

(Op(f)u, 1)) =<, W(U, U) >

au sens de la dualité entre S'(k??) et S(k??). La remarque page 17 ainsi que les deux dernieres
identités nous fournissent l'identité recherchée. m



Théoréme 19 (i) Soit f appartenant a S(m). Alors pour tout entier positif N, il existe une
constante C'y positive telle que, quels que soient X, X' appartenant a k% x k¢, on ait :

X+ X'

5 Y 1L,X - X |7V

| (Op(f)ox, ox) |< Cn m(

(ii) Soit A un opérateur linéaire séquentiellement continu de S(k?) dans S'(k%) (ce dernier
espace étant muni de la topologie de la convergence simple); supposons que pour tout entier
positif, il existe une constante positive Cy telle que, quels que soient X, X' appartenant a
k% x k¢, on ait lestimation suivante :

X+ X

5 V1L, X - XY

| (Agx, ¢xr) |[< Cn m(

Alors il existe un unique symbole f appartenant a S(m), tel que A = Op(f).

Démonstration : (i) On utilise 'identité fournie par le lemme [17/ : aprés changement

de variable, utilisant les majorations provenant de la définition des symboles appartenant a
S(m), on obtient :

X+ X
2

| LX = X' [V [(Op(f)ox, dox)| < Cn | m(Z+ ) |®(2)|dZ.

k

La majoration (3.1) qui est valable pour le poids m permet d’obtenir la majoration

X+ X
5 )
k

[1,X = X' 1Y Op(f)éx, 6x)| < O mil 11, 2" [9(2)| dZ.

2d

On acheve la démonstration en remarquant que I'intégrale ne porte que sur le compact compact
1 1

(§Ok)d X (5(’),‘;)51, ce qui permet de majorer la fonction Z — |1, Z|" par 1.

(17) Le théoreme [13] (i) montre que I'opérateur A possede un symbole qui est a priori une
distribution tempérée sur k% x k?. Son symbole est explicité par le lemme [18 :

X+ X

1(2) = [ [ Aox.ox)uG . XDu(2.X - X)a(z - 255 axax.

k2d [2d

Il reste a estimer cette fonction et a ”dériver sous le signe intégral”. Sous les hypotheses de la
seconde partie du théoreme 19, il est aisé de vérifier qu’au sens des distributions

752 = [ [ G XD (Aox. o)

k2d [2d

X+ X'

JNZ (2, X — X))®(Z — )) dXdX'.

Or I'égalité (3.2), ainsi que 'hypothese sur (A¢x, ¢x/), nous permet d’effectuer les majorations
suivantes valables pour tout entier positif N et pour tout Z appartenant & k¢ x k¢ :

X+ X

5 ) | 1aX _X/ |—(N+2d+1) %

IV (2) 1= Cxva [ [

k2d |2d



!
XX ax axe

!
L, 5 v gz )
2

On effectue le changement de variable Y = Z — X+TX/ et Y = X — X', majorant ce qui précede
par

Civsaans / / m(Z —Y) | LY' | |§(Y)| dYdY”

k2d 2d

< O vagsCon m(2) / / LY Y] LY 25D [8(Y)| dYdY’
k2d 2d
< C(m,N) m(Z).

Cette derniere estimation montre que f appartient bien a S(m). =

3.3 Conséquences sur la régularité des opérateurs.

Théoréme 20 Quel que soit le poids m, si f appartient a S(m), alors lopérateur Op(f)
opére continiment de S(k%) dans S(k%); si de plus m est borné, alors Op(f) se prolonge en
un opérateur borné sur L*(k?). Si enfin m est un poids tendant vers zéro a l'infini, alors pour
tout symbole [ appartenant a S(m), opérateur Op(f) est compact.

Démonstration : Les deux premieres affirmations sont une conséquence de la proposition
Si u appartient & S(k?) et f appartient & S(m), alors Op(f)u est une distribution tempérée
sur k% qu’il faut tester sur une famille d’états cohérents :

(Op(f)u, bx) = (u, Op(f)*éx) = / (1, 65 ) (67, Op(f) ox JAX'

f2d

- / (4, ) (Op(F)bcr, dx)dX'.

k2d

La combinaison de I'estimation provenant du théoreme [19/ (¢), de la preuve de la proposition
5 (ii7) et de I'égalité précédente fournit les majorations suivantes, dans lesquelles IV, est un
nombre permettant d’écrire la majoration (3.1) pour le poids m :

VNEN, VX ek

X+ X N
O 6x) 1< Cn [ M=) | () | | 1,X = X7 [ dx
k2d
X+ X’
<Oy ILX [ [ m(E) | (o) | x| 1L |Y ax’

k
X+ X’
2

goNom|1,X|—N/|1,X'|Nx|1,

f2d

[N x| (u, ox0) | dX



S C1N C’m | ]-aX |_N+Nm | (U’7¢X’) | X | 17X/ |N+Nm dX/
f2d
1
< CN Cm ’ 17X ’—N—s-Nm ( ’ (’LL, ¢X’) |2| 1,X’ ’2(N+Nm)+2d+1 dX/)Q >
2d

k

1
(/ | 1,X/ |7(2d+1) dX/)§
2d

On en déduit que pour tout entier positif M > d, il existe une constante C); tel que :
VX € k‘Qd,| (Op(flu, ox) | Cu | 1, X |_M | w ||M+2Nm+L;'1,M+2Nm+2d%.

D’ou il résulte que Op(f)u appartient & I'espace S(k?). De plus, la majoration précédente
fournit la continuité de 'opérateur Op(f) sur I'espace S(k?).

Supposons maintenant que m soit un poids borné et que u appartienne a4 S(k¢). On part
de la premiere majoration utilisée précédemment : quel que soit X appartenant a k¢ x k%, on
a ’estimation suivante

X+ X

5 )11, X — X |~@dHD) g

| (Op(f)u, éx) |< C / | (u, ) |

<C [ | (ugxr) | x |1, X — X' |7@HD gx’
de

Cette inégalité, et le fait que I'opérateur de convolution par une fonction intégrable sur k% x k¢
est un opérateur borné sur L2(k?) ( inégalité d’Young) permet de voir, utilisant aussi la
proposition 5 (ii), que

1 081 [Ba= [ 1 (Op(£yuox) P ax.

k2d

<O | (u0x) PdX = Cy || w172y
k2d

L’opérateur Op(f) se prolonge donc, par densité de S(k?) dans L?(k?), en un opérateur borné
sur L2(k9).

Le troisieme point s’établit en prouvant que l'opérateur Op(f) est une limite (au sens de la
norme d’opérateur sur £(L?(k?))) d’opérateurs de rang fini. On montre pour commencer que

Op(f)=  lim / (.. 6x)Op(f)dxdX.

N—oo, L(L2(k?))
Xew N (0fx(0g)%)

En effet, pour toutes fonctions u, v appartenant & L?(k9)

| (Op(f)u— / (4, 6x)Op(f)bxdX,v) |

Xew N (0fx(0g)%)



- / (4. 6x) (Op(f)x, )X |

X¢w*N((’)ﬁ><((’)g)d)

- / / (1, ) (Op ()b, ) (630, )AX dX' |

X¢wN(Ofx(0g)?) X'ek?

X+X/ /|- /
< Cy / m(=) [ LX = X[ (w,6x) | x| (6xr,0) | dX dX

X¢w*N(OZX(Oz)d)7X/Gk2d
< Cy / / m<X) ‘ 1,X - X' |Nm—M’ (u7¢X) | X ‘ (ng,,U) | dX dX'.
Xgw—N(0fx(0g)4) X' ek

On utilise le fait que le poids tend vers zéro a 'infini i.e. V € > 0, il existe Ny tel que VN > N,
VX ¢ @V (O x (09)1), m(X) < e. Ainsi

YN > No. | (Op(f)u— / (1, 6x)Op(f)dxdX, v) |<

Xew N (0fx(0g)%)

e Cy / / |1, X — X' |V M) (u, 0x) | X | (0x7,0) | dX dX
ngWfN(ogx(og)d) X'ek2d
<eCy / / 11, X — X' |V M) (u,6x) | x| (oxr,0) | dX dX'.

Xek2d X/ ck2d

L’inégalité d’Young montre que :

Ve > 0, il existe Ny tel que YN > Ny, Yu,v € L*(k?%),

| (Op(f)u — / (u, px)Op(f)oxdX,v) |< eC" || u || 2y || v [ 2ke) -
XewN(0fx(09)7)
Cette derniere estimation montre bien que :

Op(f)=  lim / (.. 6x)0p(f)dxdX.

N—00,L(L2(k4))
Xew N (0fx(07)%)

D’autre part, en utilisant la remarque page [10, on remarque que la fonction ¢ est invariante
sous l'action des opérateurs m(Y') lorsque Y appartient & O¢ x (20¢)4. Ceci, ainsi que I'identité
de la remarque page [10, montre que la fonction

X = (., 0x)0p(f)ox,

est O x (209)?—invariante par translation, d’ou

| Cox0pnexix - 3 (. 6x)0p(f)x.

XewN(08x(09)4) Xew=N(0x(09)4)/0x (207)4



On en déduit que pour tout entier positif N, 'opérateur i (., 6x)Op(f)oxdX
Xew N (0fx(0g)%)
est de rang fini, ce qui acheve la démonstration. m

Si f appartient a S(my), g a S(ms), le théoreme 20 affirme que les deux opérateurs Op(f)
et Op(g) agissent contintiment de S(k¢) dans S(k?); par conséquent, il en est de méme pour
l'opérateur Op(f)Op(g). Ce dernier possede donc, d’apres le théoreme 13 (i), un symbole-
distribution que 1'on note f#g.

Théoreme 21 Si f appartient a S(my), g a S(mya), alors f#g appartient a S(mims).

Démonstration : 1l suffit d’évaluer (Op(f#g)odx, dx) :
(Op(f#9)dx,dox) = (Op(9)ox, Op(f) ¢x)

- /(Op(g)gbx, oy)(Op(g)oy, px)dY.

k2d

On applique la caractérisation provenant du théoreme 19 (i) afin d’obtenir les majorations
suivantes :

X+Y )
| (Op(f#9)6x, 6x) < CnCly / m ) L x v
Y€k2d
Y + X'
ma () | LY — XM dy
X+ X
< C'X]’M(mlmg( _; ) / | 1,X/ Ve |—M+N1| 17X -Y |—N+N2 dY
YekZd
X+ X
< O (mams)( +2 ) / | LY [N X - X -y [N gy
Y€k2d
X+ X
< CXr g (mama)( ; V|1, X — X [T / 11,Y "My NN gy
Y ek2d
X+ X
< O ar(mama)( - )| 1LX — X[ / |1,y VMM gy,
Y ek2d

Soit N' un entier positif quelconque, en posant N = N’ + Ny et M = max(N + Ny — Ny +
2d + 1,2d + 1), les majorations précédentes appliquées aux deux entiers précédents montrent
qu’il existe une constante positive Cy» telle que pour tout X, X’ appartenant & k¢ x k%, on a :

X+ X

| (Op(f#9)dx, dxr) |< Cnr (myma)( ) LX =XV
Cette estimation permet de conclure en utilisant la caractérisation fournie par le théoreme 19
(17). m

L’emploi direct du théoreme 19 permet d’aborder la construction d’un calcul fonctionnel des
opérateurs a symboles de poids m = 1 : pour aller plus loin, il faudra employer la caractérisation
de Beals (cf. chapitre suivant), laquelle est d’ailleurs, également, conséquence du théoreme [19.



Soient A un opérateur borné sur L?(k?) et h une fonction entiere sur C. On note h(A)

+o0
l'opérateur défini par h(A) = > a, A" ou (an)n>0 est la suite des coefficients du développement
n=0

en série entiere en 0 de h.

Théoréme 22 Soient f un symbole appartennant a S(1), A = Op(f), et h une fonction
entiere sur C. Alors 'opérateur borné h(A) posséde un symbole appartenant a S(1).

Démonstration : Soit N un entier positif. Le théoréme 19 (i) montre qu’il existe une
constante C'y > 0 telle que, quels que soient X, X’ appartenant a k% x k¢, on ait :

| (AqbXJ(rbX,) |§ C(N | 17X_X, |_N .
Montrons que pour tout entier positif [, on a :
| (A'ox, ox) [SCFT [ LX = X" |7N (3.7)

ou Cy est bien choisie.
En écrivant

(A*Ly, bx) = / (Albx, dx) (A, bxr)d X,
kdx kd

on voit par récurrence que

(A ox, dx) = / 2 /(A¢X7¢X1>(A¢X1u(sz)“(A(qu¢X’)dX1"Xm-

kixkd kdxkd

Si I'on pose Xg = X et X;,1 = X', on obtient les estimations suivantes :

[1,X = XV (A, 6x0)] <

r=l
< / . / [I1Lx =X |V |(Adx, ., éx,.,) | dX1..dX,
kdxkd  kdxkd "0
r=l
< O login / . / [JOLX = X 1N 1L X = X [V21)dX L dX,
kaxkd  kdxkd "0
r=l
< Clouin / . I 11X = X |27 dXdX.
kaxkd  gdxkd "0
On effectue les changements de variables X, — X, + X’ dans I'intégrale. On constate alors que
cette derniere intégrale correspond & [ + 1 convolutions itérées de la fonction Y —| 1,V | 7241
avec elle-méme, évaluée au point X — X’. La fonction Y —| 1,Y |72¢~1 appartient & L'(k? x
k%) L>=(k? x k%), donc sa (I 4 1)-éme convolée appartient également & cet espace. En outre,
cette derniere est majorée par

Csup (LY [0 [ Ly 2ayy = [y etany,

kdxkd
kdxkd kd x kd



ce qui nous donne l'inégalité (3.7).
La démonstration s’acheve en remarquant que :

—+00
<O lalCY)I1L,X = X' |7,

=0

+oo
|(h(A)dx, px1)| < Z |ax| % |(Ak¢X7¢X’>
k=0

puis en appliquant le théoreme 19/ (i) & 'opérateur h(A) qui est borné sur L?(k?). m



Chapitre 4

La caractérisation de Beals et une
application.

Dans cette section, les opérateurs K désigneront indistinctement les opérateurs I' ou J*
et, si A désigne un opérateur, on pose pour tout X appartenant & k¢ x k¢

(Ad K)(A) = [K, A] et AY = 7(X)Ar(—X).

4.1 La caractérisation de Beals.

Théoréme 23 Soient K1, ..., K, des opérateurs du type I' ou J*.
(i) Si f appartient a S(1), pour tout Y appartenant a k% x k%, l'opérateur

(AdK,)...(AdK,)Op(f)*

se prolonge en un opérateur borné sur L*(k%) pour tout entier positif n. De plus, pour tout
entier positif n, la famille d’opérateurs ((AdK))...(AdK,)Op(f)Y) décrit une partie bornée
de Uespace de Banach L(L*(k)) lorsque Y parcourt k* x k.

(ii) Réciproquement, soit A un opérateur séquentiellement continu de S(k%) dans S'(k%).
Supposons que quels que soient K, ..., K,, (AdK,)...(AdK,)AY reste dans une partie bornée
de L(L?(k)) lorsque Y parcourt k% x k. Alors A posséde un symbole f appartenant a S(1).

Remarque : 1’'énoncé de ’analogue archimédien du théoreme 20 est plus simple, puisque
la considération de Op(f) plutot que de Op(f)Y suffit. Cela tient & ce que, dans ce cas, un
d

opérateur du type K a considérer est de la forme z; ou T : conjuguer un tel opérateur par
T

un élément 7(X) revient a lui ajouter une constante.

Démonstration : (i) Le théoreme 20/ permet d’affirmer, pour commencer, que I'opérateur
Op(f) se prolonge en un opérateur borné sur L?(k%). D’autre part, si K! désigne 1'opérateur
(symétrique) I' ou J*, on a les égalités suivantes :

((Ad Kl)Op(f)¢y,na ¢y’,n’) = ( KlOp(f)¢y,na ¢y’,77’) - ( Op(f)K1¢y,na ¢y’,77’)
= ( Op(f)¢y,m Klﬁby’,n’) - ( Op(f)KIQW, be’,n’)‘

Cette derniere égalité combinée a I'identité (2.6), montre que, quels que soient (y,n), (v',7)
appartenant a k¢ x k%, on a :

{ ((Ad Il>0p(f)¢yma¢y’m’> =(L,vy,0|-1]1,9,0 |)(Op(f)¢ymv¢y’m’)a
((Ad Jl)Op(f)ﬁbymvﬁby’m’) =107 |-]10,n |>(Op(f)¢ymv ¢y’ﬂi’>‘



On vérifie alors par récurrence que pour tout entier n et toute famille d’opérateurs Ky, .., K,
on a:

((AdKY)...(Ad K )Op(f) by Sy ) = (1 1,4,0 [ = | 1,y,0 [)"x
(17077]/ ’ - | 17077] |)S(Op<f)¢yvﬁ7¢y'ﬁ7') (41)

olt r est le nombre d'opérateurs K; égaux a I' et s le nombre d’opérateurs égaux a J'.
L’utilisation de I'inégalité triangulaire c’est-a-dire

{ ’ ‘1707n/’_|170777| ’S‘ 1?0717/_77|§|17y,_y777/_77’7
| |17y,70|_‘1ay70| ’S‘ 1ay,_y?0|§|17y/_y777/_77|7

de I’égalité (4.1) et du théoreme 19 (i) fournit la majoration suivante qui est valable pour tout
couple d’entiers positifs (N, n) :

(((AdE)...(AdE,)Op(féx, dx:)| < Cran | 1, X — X' |7V . (4.2)

Ceci montre que 'opérateur (AdK)...(AdK,,)Op(f) possede un symbole appartenant a S(1);
ceci implique aussi, en se référant a la démonstration du théoreme 20, que cet opérateur
se prolonge en un opérateur borné sur L?(k?) dont la norme d’opérateur est moindre que

Cogi14n X C =C sup j2d“+”f(X)‘ (ot C est une constante). Pour tout Y appartenant a
Xekdxkd

k*® Topérateur Op(f)Y possede pour symbole Z +— f(Z —Y), qui appartient bien & S(1). On
conclut en remarquant que le maximum de la fonction J21+7 f est invariant par translation.
(i) Comme l'opérateur A est séquentiellement continu de S(k9) dans S'(k?), il possede,

d’apres le théoreme (13 (i), un symbole-distribution f appartenant & S’(k*?). 1l nous reste &
vérifier que ce symbole appartient a S(1). Cette vérification va nécessiter, suivant [U-U] page
144, I'emploi d’une formule combinatoire qui se vérifie par récurrence. Soient n un entier positif,
Ky, ..., K, des opérateurs définis au début de ce chapitre, et ¢, 1 deux fonctions appartenant
a S(k%). Alors on a :

(Ap, K,...Ky¢) = Z(((ad K;.)...(ad K;))(A)(Kj,...Kj, ), ). (4.3)
La sommation est étendue a tous les sous-ensembles {iy, ..., 35} de {1,...,n} (i1 < .. <iy), et

ou {j1, ..., Jr} (j1 > ... > j) désigne le complémentaire de {iy,...,is} .
On applique cette formule avec K| = ... = K,, = I" (resp.J') et A est remplacé par

ATV = 7T(—y, _n)Aﬂ-(ya 7))7

enfin avec ¢ = ¢ et ¢ = ¢, ,y_,. La formule (2.6) montre que Kj,...K; ¢ = ¢ et que l'on a
les identités

1

[ Ly =4, 0" (A by ) = LGV YD) X Collad ) AT 6, Gy )
| 1,0,n—n" " (Aﬁby,m ¢y’m’) = 1/1(%[}/, Y']) > Cr((ad Jl)sA_Yﬁb’ Gby’—ym’—n)v

ou Y = (y,n). On pose alors

Cy, = sup sup H(ad Il)SA_YH + sup sup H(ad Jl)SA_YH )
1<s<2n yck2d 1<s<2n Yek2d



En vertu des hypotheses faites sur 'opérateur A, les majorations suivantes sont valables pour
tout entier positif n et pour tous éléments (y,7), (v',n') appartenant a k¢ :

’ Ly— ylao ‘Zn |(A¢ym7¢y/ﬂ7/)‘ < 22n02n7 (4-4)

| 1,0,n — 77/ |2n |<A¢ym’¢y’,n’)| < 22”0271' (4.5)

On utilise alors ’estimation suivante :
’ 1,?/_3//,77_77/ ‘§| 17y_y/70 ’ : ’ 170777_77/ ’7

ainsi que la majoration obtenue par multiplication des inégalités (4.4) et (4.5) pour aboutir a
la majoration suivante :

Vn>0,3C) >0, tel queV X, X' € k*
| (Agx,ox) IS Cp [ LX = X" [T

Grace au théoreme 19 (i7), cette derniére majoration nous permet de conclure que f appartient
as(l). m

4.2 Applications a I’existence de symboles pour certains
opérateurs.

Corollaire 24 Soit f appartenant a S(1) et soit A = Op(f); supposons en outre que A soit
inversible au sens de la théorie des opérateurs bornés sur L*(k?). Alors il existe un unique
symbole g appartenant a S(1) tel que A~ = Op(g).

Démonstration : La démonstration consiste a appliquer le théoreme 23 (ii).

L’opérateur A1 est borné sur L?(k?), c’est a fortiori un opérateur séquentiellement continu
de S (k%) dans S'(k9).

On utilise de nouveau une identité combinatoire. Soient /={iy, ..., is} un sous-ensemble de
{1,...,n} (i1 < ... <i4), o une permutation de I, K, .., K, et A des opérateurs. Alors on pose

(ad K7)(A) = (ad Ko@iy))--(ad Ko(,))-

Avec ces conventions et sous I’hypotheése que A soit inversible, on a la relation suivante :

DY (—1)’“A‘1(adK}’ll)(A)A—l(adKf;)(A);l..A‘l(adK;’:)(A)A‘l. (4.6)

Ii,..,Ir 01,..,07

{ ((AdKY)...(AdK,))(A™Y)

dans laquelle la premiere sommation s’effectue sur toutes les partitions /1 U..U I,.de ’ensemble
{1,...,n} et la seconde sur 'ensemble des familles de permutations oy, de I (1< k < ). Cette
derniere identité s’obtient par application des regles de ”dérivations” vérifiées par 1'opérateur
ad. La validité de la seconde hypothese du théoreme 23 (i7) est une conséquence de la com-
binaison de l'identité (4.6) appliquée & opérateur (A=Y =(AY)~"!, et du théoreme 23 (7).
[ ]



Corollaire 25 Soit f un symbole appartenant a S(1), soit A = Op(f) et soit h une fonction
analytique au voisinage du spectre de A. Alors l'opérateur h(A) (défini au sens de la théorie
spectrale) posséde un symbole appartenant a S(1).

Démonstration : On rappelle la formule de Dunford :

h(4) = - / (A— 21) "' h(z)dp2),

211 .

ou le contour 7 entoure le spectre de A, et est contenu dans un voisinage ouvert du spectre de
A sur lequel h est analytique.

Ce corollaire est alors la conséquence de la formule de Dunford, du corollaire 24 et du
théoreme 23. m



Chapitre 5

Une formule de composition en calcul
de Weyl p—adique.

Dans tout ce chapitre, on suppose que OY = Oy : on peut toujours se ramener a cette
situation par un “changement de constante de Planck” c’est-a-dire en remplacant le caractere
¥ par un caractere de la forme z — 1 (w™x) avec n € Z bien choisi.

Soient f; et fy deux symboles. Comme il a été remarqué dans I'introduction, il ne peut
exister dans le cas non-archimédien de formule de composition “a la Moyal” du composé fi# fs.
Par contre, en dimension un, dans le cas archimédien , il existe un opérateur a noyau explicite
Ky 2o (X, Y5 Z) tel que, si 'on exprime fi (resp. fa) (supposés appartenir a S(R?)) comme
superpositions intégrales de symboles homogenes (f1)x, (resp.(fa2),,) de degrés —1 —iA; (resp.
—1—1i)g) , alors fi# fy se décompose en intégrale de symboles homogenes de degrés —1 — i\,
avec

(fi#tf2)A(2) = //d/\1 dAz/ K oon (XS Y5 Z2) (f)a (X) (f2)r,(Y) dX dY (5.1)

(cf. [U3], théoreme 3.1). Dans le cadre non-archimédien, nous allons prouver un analogue
de cette formule dans lequel le parametre imaginaire pur A (qui paramétrise I'ensemble des
caracteres unitaires du groupe RY) sera remplacé par un caractere y du groupe £*. En outre,
le noyau K, dans le cas archimédien, fait intervenir de nombreux facteurs Gamma. Dans notre
cas, ce noyau fait également intervenir les facteurs Gamma qui sont définis dans [G.G.P.S]. Ils
correspondent, dans le cas réel, essentiellement au quotient de deux facteurs Gamma classiques.
Nous avons étendu la méthode employée dans [U3], qui consiste a prouver cette formule dans
le cas ou f; et fy sont deux caractéres non-unitaires (la formule devant alors étre interprétée
au sens des distributions), puis & exprimer une fonction arbitraire dans 'espace S(R?) comme
une superposition intégrale de caracteres non-unitaires. La preuve est alors analogue, avec la
différence suivante : comme il est rappelé dans le lemme 26! plus loin, un caractere de k™ est

77
caractérisé par un couple (A, x) avec A € (R/I_Z)’ x s'identifiant & un caractere de O; . Il y a
nqg

une simplification par rapport au cas archimédien puisque l'intégration par rapport a A se fait
sur un domaine compact, mais aussi une difficulté supplémentaire, a savoir I’existence d’une
infinité (dénombrable) de caracteres x. Cette derniere difficulté disparaitra grace a I'utilisation
de fonctions-test dans 'espace de Schwartz-Bruhat S,,(k?), étant entendu que I'analogue sera
énoncé au sens faible dans le dual de cet espace.



5.1 L’analogue non-archimédien de la transformation de
Mellin.

On suppose d = 1 dans cette partie.

Nous rappelons rapidement les éléments de la théorie de Pontriaguin pour le groupe lo-
calement compact £*. On note k> le dual de Pontriaguin de k*, c’est-a-dire le groupe des
caracteres (unitaires) de £*. Plus généralement on considere les quasi-caracteres de k* qui
sont des caracteres non nécessairement unitaires; si o € C et si x est un caractere, la fonction
t — [t|" x(t) est un quasi-caractére que 1'on note («, x) (cette paire n’est pas unique), et on
peut appeler la “partie réelle” de ce quasi-caractere la partie réelle de . Soit d*t la mesure
de Haar sur £*, normalisée par [ d*¢ = 1, et soit g une fonction appartenant a L*(k*,d*t).

oy
Alors pour tout caractere xy de k*, on pose :

300 = / g(OX(1)d"t. (5.2)

ot

De maniere plus explicite, la mesure d*t est donnée par 1_—|w|’7

Remarque : Cette derniere formule est la généralisation de la transformation de Mellin.

dt
En effet, la mesure — est une mesure de Haar sur R* et comme tout caractere de R* est de

13
la forme (sgn(x))® |z|”* (e=0 ou 1), la formule (5.2) s’écrit dans ce cas
i dt

Asan () 1) = [ a(0san(0) 11 o

RX

Si en outre, on suppose que g est une fonction paire, la fonction g est a support sur les
caracteres pairs (c’est-a-dire e=0) et

ce qui n’est autre que la transformation de Mellin classique.
La théorie de Pontriaguin montre les faits suivants : -
(1) il existe une unique mesure de Haar dy sur k* telle que, pour toute fonction

g appartenant & L'(k*, d*t) (| L*(k*,d*t), la fonction g appartienne a LQ(E;, dx) et

JlaPae= [ (Goofax
e i
(2) de plus, 'opérateur

{ LYk, d*t) (L2 (K>, d*t) — L2(k¥, dy)
g9

se prolonge en une isométrie surjective de L?(k*,d*t) sur LQ(g;, dx);



(3) on a dans le cas ou g € L'(k*, d*t) la formule

en tout point oll g est continue, et la formule reste valable dans L?*(k*,d*t), en suppo-
sant que g € L?(k*,d*t) et remplagant I'intégrale (initialement définie dans le cas ol § €
LY(k*,d*t) ( L*(k*,d*t)) par son prolongement & L?(k*,d*t). On explicitera plus loin la
mesure de Haar dy. La formule de Plancherel s’écrit ici

/ 0 (DGOt = / G (0B,

kX X

kX

quelles que soient g; et go appartenant & L?(k*,d*t).

On se propose maintenant de décomposer toute fonction f appartenant & L?(k?) en une su-
perposition intégrale de fonctions homogenes c¢’est-a-dire dont chacune satisfait a une relation
de la forme

k(X)) = [t x(1)k(X)

pour un certain caracteére unitaire .
Soit f une fonction appartenant & L?(k?). On pose, formellement

fo(X) = / X)X |t] d*t (5.3)

pour presque tout X € k x k : ainsi, f,(X) peut s’interpréter comme la transformée de Mellin,
évaluée sur le caractere y, de la fonction

t— |t f(tX) (5.4)
sous réserve de prouver que, pour presque tout X, cette derniere fonction appartient & L2(k*, d*t).
Or, pour £ # 0,
[ 1l ) vt ds

kX xk

1

— —1 2

Il est immédiat que la fonction f, satisfait a la relation fonctionnelle
f(tX) = |t|_1 X (1) [ (X),

autrement dit est “homogene” du type associé au quasi-caractere (—1, y). La connaissance de
la fonction f, est donc équivalente a la fonction f; sur k, définie par

fus) = fuls, 1),

puisqu’elles sont liées par la formule

fulw,€) = ¢! x(é)fi(g)- (5.5)



De ce qui précede, et de la formule de Plancherel pour la transformée de Mellin appliquée a
la fonction (5.4), il résulte que

JECSIRCE
P

pour presque tout X € k2.
Par ailleurs

[ 150y dx = [ax [ I vas
= 5ok
= [as [ 115 0P v,
FoR
ce qui fournit I'identité
b 2 . ]_ )
/foHp(k) dy = 1= || 11172k - (5.6)

D’ot1 par polarisation, quelles que soient f et g € L*(k?),

[ re0a a =ﬂ—mﬂ/ﬁy/ﬁ ) 7(5) ds.

Lorsque g appartient a S,;,(k?), on peut bien entendu expliciter la fonction gi(s) via l'intégrale
(5.3), ce qui conduit a 'identité

/f X)g(X) dX = (1 - |=|) /dx/fb ds/ (ts,t) x(t)[¢] d*t.

En d’autres termes, on a, au sens faible, en testant contre une fonction appartenant a S,;,(k?),

lidentité
F(X)9(X) dX = [ dx fb X(€)[€l7 du de,
oo o [ G

c’est-a-dire, au sens faible dans S, (k?)

fla.6) = /}b €) ¢/ dx
=/n§wn0m*w
P
:/fX(ZE, )dX
=

ou enfin

f= [ fax (5.7)



Lemme 26 Soit Soit x un élément de e~ , i.e. un caractére (unitaire) de k*. Il existe un

2 —_~
unique couple (i\,X) avec X € (R/I—WZ) et x € kX possédant les propriétés suivantes :
ng

(i) x(t) = [t|"* x(t) pour tout t € k*

(11) x(w) = 1.
Rappelons que q = \wlfl . Le caractére x est bien entendu caractérisé par sa restriction a O},
puisque ([W] ou [G.G.P.S], page 128) le groupe k* est engendré par O et par ’élément w.

Remarque : Si au lieu de prendre pour x un caractere de £, on prend un quasi-caractere
la décomposition (i) reste valable a condition d’y remplacer le nombre imaginaire pur i\ par
un nombre complexe a; bien entendu la partie réelle de a est aussi la partie réelle du quasi-
caractere y.

Pour tout quasi-caractere y; = (aq, x1) de k*, on désigne par x; le caractere de k* défini
par @

~ _oxi\z) —Re(a1)
On remarque que si y; est un caractere de k™, alors y; = x1. En outre, pour tout quasi-
caractere x1 = (aq,x1), on a x1 = (Imay, x1)o

— 2 -
Remarque : En particulier, si 'on identifie k< a (R/I—WZ) x O, la mesure de Haar dyx
nq

sur k% est donnée par la formule suivante :

27

Ing
[oic=c 3 [ Fovoay (5.9)
= 50 0

olt la fonction f est définie par f(A, %) = f(x) si x(t) = It X (¢) pour tout ¢t € kX, et ¢ une
constante positive convenable. Rappelons pour finir que O} est un ensemble dénombrable car

il s’agit du dual de Pontriaguin du compact O;‘. En particulier, '’ensemble des quasi-caracteres

de k> peut étre considéré comme une surface de Riemann a une infinité de feuillets, chacun

o
des feuillets étant isomorphe a C/ lﬂZ o
ng

5.2 Détermination de la forme du noyau.

Le but de cette section est d’expliciter un opérateur a noyau qui exprime la composante
homogene du type associé au quasi-caractere (-1, x) du symbole f#g¢ en fonction des compo-
santes homogenes de degrés quelconques (de “parties réelles” égales a -1) de f et de g. Si f
et g appartiennent & L?(k?), la décomposition de f#g en ses parties homogenes, définie par
(5.3) et (5.7), est caractérisée par un certain opérateur bilinéaire

(f.9) = (F#9)%



puisque (f#g), peut étre reconstitué (cf (5.5)) a partir de (f#g)i Décomposant a nouveau
f et g en parties homogenes, on parvient, formellement au moins, a une identité

f#g // //mem, 51, 52; )fx1(81)fx2(52)d51d32) dx1dxo. (5.10)

X1,x2 k2

Notre probleme est d’expliciter le noyau intégral K, y,.,(s1,2;s) qui y intervient. Nous adop-
terons dans tout ce qui suit les notations du lemme 26.
Nous allons montrer pour commencer que, dans (5.10) l'intégrale porte sur ’ensemble des

couples de caracteres (x1, x2) pour lesquels x = x1x2 modulo les carrés de O}'.
Introduisons & cet effet la représentation unitaire R du groupe (O;)? dans L?*(k?), ainsi
que la représentation unitaire £ de O;° dans L?*(k) définies par

v [ e L*(k?), Y(a,b) € (OF), (R(a,b)f)(y,n) = f(ay, bn),
Vu € L*(k), Va € OF, (L(a)u)(x) = u(ax).

La décomposition des représentations R et £ de groupes abéliens compacts comme sommes de
leurs restrictions aux sous-espaces associés aux caracteres de ces groupes montre que l'espace
L?*(k?) ( resp. L?(k)) est la somme directe hllbertlenne des espaces L3 5 (k?) ( resp.L3(k))

lorsque le couple (01, d9) décrit ((’) )? (resp.d décrit (9 ) et ot 'on a défini L 5, (k) et L3(k)
par :

L3 5,(K*) = {f € L*(K*), Y(a,b) € (O7)*, R(a,b)f = 01(a)dz(b) [}, (5.11)
Ly(k) = {u € L*(k), Va € O, L(a)u=6(a)u}. (5.12)

En particulier, si I'on introduit ’espace suivant :
L3(k*) = EB L51 5, (K (5.13)

817 150=

on obtient que I'espace L?(k?) est la somme directe hilbertienne des espaces LZ(k?). Le lemme
suivant est immédiat :

Lemme 27 Si f € L§1752(k2), alors une composante homogéne de f associée a un quasi-
caractére (—1,x1) ne peut étre mon nulle que si x; = 6102. Si f € L3(k?), les seuls quasi-
caracteres (—1,x1) qui interviennent dans sa décomposition sont donc ceux pour lesquels x1 =
5165 pour une certaine paire (81,0y) vérifiant 76y = & : ceci implique que X, est le produit de
d par le carré d’un caractére de O,*.

Démonstration : Le premier point résulte de 'expression intégrale (5.3). Le second point

est une conséquence du premier. m
Par ailleurs, pour tout symbole f appartenant a L*(k?) et tout élément a de O}, on a :

L(a)Op(f)L(a)™" = Op(R(a,a™")f)
(cette derniere égalité n’est rien d’autre que la relation (2.15) particularisée a la matrice

-1
g = ( aO 2 )) Ecrivant, quelles que soient f € L 5 (k%) et u € L} (k),

L(a)Op(f)u = Op(R(a,a™") f)L(a)u (5.14)



= (0105 ) (a)Op(f )u,
on voit que f € L*(k*) appartient en fait & L2(k?) si et seulement si pour tout caractere
X € Oy, ona Op(f)L3 (k) C L, (k). D'ott le lemme :

Lemme 28 Si f appartient o L(k*) et g a L%(k?), alors f#g appartient a L35 (k?).
Démonstration : Cela résulte de la caractérisation ci-dessus. m

Si nous appliquons maintenant la formule (5.10) & une paire de symboles (f, g) avec f € L2(k?)
et g € L3 (k?), il résulte du lemme 28 que f#g appartient a L35 (k*). Comme les seuls quasi-
caracteres (-1,x1) ou (-1,x2) qui interviennent, on vient de le voir, dans les décompositions
de f et g sont ceux pour lesquels il existe vy et vy € O tels que x; = dvi et xo = §'v3, et
que les seuls quasi-caracteres (-1,x) intervenant dans la décomposition de f#g¢ sont ceux pour
lesquels x = 60’v% pour un certain caractere v € O, on voit que, dans I'intégrale (5.10), seuls

interviennent les couples de caracteres ( xi, x2) vérifiant x1x2 = x( )2 pour un certain

Vivs
triplet (v, v5;v) de caracteres de O . La formule (5.10) se réduit donc a :

(F#a)(s) = I ] Kuntonss) £ s0du(s0) dsdss) duadie

x=Xx1X2 mod les carrés de l;; k2

(5.15)

Nous allons obtenir de nouvelles propriétés du noyau K, y,: (51, 52; $) en examinant com-
ment ce noyau se transforme sous I'action (homographique) des éléments de SL(2,k). Cet
argument reste pour le moment formel puisque nous supposons ici que le noyau est une fonc-
tion de (s1, $2;s). Mais il nous permettra de deviner la structure de ce noyau, et on reviendra
a des considérations rigoureuses juste apres avoir écrit 1’équation (5.22).

On note 7 la représentation réguliere de SL(2, k) sur L*(k?) qui est définie par :

a b

(7( . g )Dn) = fldy —bn, —cy + an).

Soit x un caractére de k*, on note 7, la représentation unitaire de SL(2, k) dans L*(k) qui
est définie par :
ds—b

2 z Ju)(s) = |—cs + a|_1 X(—cs + a)u(m).

(7 (

Il est aisé de vérifier que pour toute fonction f appartenant & L?*(k?), pour tout caractere x
de k>, et presque tout s appartenant a k, on a :

(2 DO = (Y R, (5.16)

C

En d’autres termes, la représentation m se décompose comme l'intégrale de la famille de
représentations m,. Une conséquence de la covariance du calcul de Weyl a l'égard de la
représentation métaplectique est la formule

a b a
C

(2D ) = (Y 2 p#E(E Y )



Tout comme dans le cas archimédien ( cf [U2], page 35 ), on en déduit 'équation fonctionnelle :

asy+0b asy+0b as+b
cs1+d csy+d es+d

N~ ) =les1+d| xi(es1 +d)  |esy+ d| xa(esy + d)x

les +d| x7H(es +d) Ky yon(s1, 523 5)- (5.17)
Rappelons que seuls sont a considérer les noyaux K, ,,., avec

X2 (5.18)
X1X2

pour un certain caractere v € k*. D’apres le lemme 26, pour tous caracteres xi, x2, x il existe

2 —_~
A ) € R/ﬁz et X1, Y2, X € O tel que

DY o - ix
X=X xe=1"X x=[1"%
Introduisons alors le groupe W des caracteres d’ordre 2 de k* (i.e y € W ssi x? = 1).

Il est clair que si vy € kX est une solution de 1'équation (5.18), la solution générale v de
I’équation est v = yye avec ¢ € W. En particulier, le nombre de solutions de cette équation
est (W) =#(k*/(k*)?).

Soit v une solution de 1'équation (5.18) : on introduit la fonction ¥” définie pour

X1,X2,X
Sy # S1, S2 # S, S1 # S par
—1—i(AM + X2+ A)
19;/(17)(2;)((31’ 523 S) = |51 - 32’ 2 [(X_ly)(sl - 52)} X
—14+i(A — A2+ )
|52 — s 2 [(X1v)(s2 — 5)] X
—1+i(=A 4+ A+ N)
|s — s1 2 [(X2v) (s = s1)].-
Plus généralement, soient 1, x2 deux quasi-caracteres, et x, v deux caracteres tels que
X2 (5.19)
X1X2

ol X1, X2 sont définis par (5.8). On aura a considérer par la suite la fonction
-1 - (041 + Qg —|—Z)\)
VY o (51,523 8) = |51 — 8o 2 [()'(_11/)(31 — 52)] X (5.20)
-1+ o1 — Qg + i\
|52 — 5| 2 [(X1v)(s2 — 5)] %
-1 - oy + o+ i\
|s — 51 2 [(Xa)(s = s1)]

ou X1 = (05175(1)7 X2 = (OQ?XZ): X = (Z)‘7X)

Il est facile de voir que pour chaque solution v de (5.19), la fonction VY, yorx Vérifie la méme

, . . . . v —1
équation fonctionnelle que la fonction K donc chacune des fonctions (0%, )7 Ky, vy €5t
invariante sous les transformations

as1+b ass+b as+b
csy+d csy+d cs+d

).

(31752’ 3) = (



Cela resulte en effet, pour I'essentiel, de la relation

as;+b asy+0b S1 — S9
csi+d  cso+d  (csp+d)(esy+d)

(5.21)

Si 'on pose Q = {(s1, 52, s) € PY(k) x P*(k) x P*(k) tel que s; # s; Vi # j}, alors le groupe
SL(2,k) agit sur € par

as1+b ass+b as+b
cs1+d csy+d es+d

).(81,82,8) = ( )-

( a b
c d
Utilisant la formule (5.21)), on voit que deux points finis (s, s9, s) et (s, s, s") de espace €2
S1 — 89 sy — s
par ————————

(s1=8)(s2—s) = (s —&)(s5 — &)
est le carré d'un élément de k. Le cardinal de SL(2,k)\ © est donc égal a l'indice du groupe
des carrés dans k* qui est, d’autre part, le cardinal de W, et ’espace des fonctions sur SL(2, k)\
Q) est de dimension #(W). En outre, si vy est une solution particuliere de (5.19), une base
de cet espace est constituée par la famille de fonctions (9%, )7 (9%, ,.)) ot v décrit
I’ensemble de toutes les solutions de ’équation précédente : ceci permet d’écrire la fonction
(920 ) K, v cOmme une combinaison linéaire des fonctions (9% )~!(9” ).

X1,X25X/ ; / X1,X25X X1,X25X
Par suite il existe des constantes a, (1, x2; X) telles que

sont dans la méme orbite si et seulement si le quotient de

Kxhxg;x(sla 525 S) = Z a’l/(Xl? X253 X)ﬁ;hxg;x<sl7 525 5) : (522)

dans cette somme le parametre v décrit I'ensemble des solutions de (5.19)

Il reste & expliciter les constantes a, (x1, x2; X) : la méthode consistera a appliquer la formule
(5.19) en y remplacant f= f,, et g= g,, par une paire de symboles particuliers, mais suffisam-
ment généraux. On sera en méme temps en mesure de justifier (5.10) par des considérations
plus précises que celles, formelles, qui précedent.

Rappelons la formule

v+1+4e¢

- 2 —v—1 .
—— eIl (sign(s))”

2

1
FHH" sign(t))(s) = i°m 2

de l'analyse archimédienne (-1<Re v < 0, ¢ € {0,1}). L’analogue non-archimédien fait inter-
venir, au lieu de la fonction ¢ — |t|” sign(t)° sur R, un quasi-caractere y sur k*. La fonction
t — x(t) peut étre considérée comme une distribution tempérée sur k si Rexy > —1. Sa
transformée de Fourier inverse, i.e. la distribution définie au sens faible —1 < Re x < 0 par

(F)(s) = / Ny (st) dt,

k

est donnée par la formule (F~1y)(s) = c(x) |s|”" x(s), ot le coefficient ¢(x) est tradition-
nellement noté I'(|.| x) (cf. [G.G.P.S]; page 144), le caractere |.| x étant bien sur la fonction
t +— |t| x(t). On remarquera que la fonction Gamma ainsi définie généralise ce qui serait, dans
le cas archimédien, le produit d’une puissance de 7 par le quotient de deux facteurs Gamma.



D’une facon générale, 'expression I'(«, x) (o € C, x quasi-caractere) représente dans ce qui
suit le facteur
Lt — [t]" x(2)).

Ainsi on voit que la fonction Gamma se prolonge en une fonction sur I’ensemble des quasi-

27
caracteres (o, y) non-identiquement égaux & un, qui est en outre — — périodique par rapport
nq

a a. Précisons (cf. [W] ou [G.G.P.S])) que si y est un caractere (i.e. est de partie réelle nulle),
alors la fonction o +— I'(ay, x) est une fonction holomorphe entiere dans le cas ou la restriction
de x & O} est non- triviale; enfin I'(a, x) a pour seul pole le point o = 0 si le caractere y est
trivial sur £*.

La formule

(F7)(s) = T(L,x) [s] ™ x 7' (s) (5.23)
permet de prolonger la définition de la fonction ¢ +— x(¢) en tant que distribution tempérée,

initialement définie pour Re x >-1, au cas ou Re y < 0, sous I'hypothese que I'(1, x) # oo.
Elle permet aussi d’obtenir la formule (cf. [G.G.P.S], page 145)

L0, x) T(1,x™") = x(—1).

Cette formule peut aussi s’écrire

Pla,x) (1 —a,x!) = x(-1): (5.24)

elle montre en particulier qu’on ne peut avoir I'(a, x) = 0 que si |.|*7" y est le caractére
trivial (ce n’est pas tout a fait la formule des compléments, puisque, dans le cas archimédien,
le facteur I'(«, x) représente le quotient de deux fonctions Gamma classiques).

5.3 Explicitation des “constantes” a,.

Soient h; et hy deux quasi-caracteres ne dépendant que de = et £ respectivement. Dans le
lemme 29, nous allons calculer explicitement le composé hi#hs : remarquer que 1’on sort ici du
cadre envisagé puisque hy et he ne sont certainement pas dans S(1). La remarque de la page
18 montre que le symbole hi#hy est néanmoins bien défini. Ensuite nous vérifierons, dans le
lemme 31, que la formule (5.22) est valable dans le cas ou h; et hy sont deux quasi-caracteres
ne dépendant que de x et £ respectivement.

Lemme 29 Soient x1 = (a1, x1) et x2 = (a9, X2) deux quasi-caractéres. Posons, pour tout
caractére x = (i\, x) et toute solution v de ’équation (5.19),

—1+i)\—061—042

cr(X1, X2 X) = (F#W)"'(2) xa(-1) [2| 2 I'(0, x1) T'(0, x2) %
F(l _M_@H_OQ,(XN/)A) F(1+z>\—a1 —042’1/)
2 . 2 . (5.25)
14+ —a + oy
F( 2 7X2V)

Soient hy(z,€) = x| x1(x) et ho(x, &) = €| x2(€) et supposons que
[Re(x1) & Re(x2)| <1



(rappelons que Re(x1) = Re(an), Re(x2) = Re(az)). Alors on a, au sens faible dans le dual
de Suq(k?),

byt — / by dy,

k)(
c’est-a-dire pour toute fonction f € Su4(k?),
< hy#hy , f>= / <hy, f> dx (5.26)
X
avec, par définition,
_ x
h(,€) = 1€ (&) I (): (5.27)
ot la fonction hi est définie par
—14+iA+ a1 — Qg
(B)(s) = (1= |w)™" |s] 2 X1(5) D enlxn xa v (s), (5.28)

v

et ot la sommation porte sur l’ensemble des solutions de (5.19).

Démonstration : La fonction f sur laquelle on teste la décomposition intégrale (5.26))
appartient a S,,(k?) : elle est donc localement constante & support compact. Il existe donc
un certain voisinage V =1+w¥ Oy de 1 tel que f(az,af) = f(z, &) pour tout élément a de V
et tout couple(z,&) € k* . On en déduit que

fola,€) = /ft:c XD [t cm_/fmx taE @ 1] dt

= Ial "x(a) fi(@,€) = x(a)fx(w,é)

pour tout élément a de V' et tout couple (z,£) € k?. En particulier, si la composante homogene
fy n'est pas identiquement nulle, alors x(a) =1 pour tout a € V. Le caractere x induit ainsi
un caractere multiplicatif sur O; /(14w Ok), qui est un groupe fini (puisque c’est le quotient
d’un groupe compact par un sous-groupe ouvert). Donc, la composante homogene f, ne peut
¢étre non-identiquement nulle que pour un nombre fini de choix du caractere x. Le lemme 26
montre alors que f, est identiquement nulle sauf pour une partie compacte de k*. Il est clair
par ailleurs que la fonction (z,£) — fy(2,€) est continue sur £*\{(0,0 )} : on voit aussi que la
fonction (x,s) — (f2)(s) = fy(s,1) est uniformément bornée.

Nous allons montrer que les deux membres de I"équation (5.26) sont des fonctions holo-
morphes de oy, dans le domaine indiqué. Pour le second membre cela résulte de (5.28) et
de la relation qui s’en déduit grace a (5.27) :

—1+i)\+a1—ch

(h)(@.€) = (L= [@)™" Y el xeix) lal 2 (1) () x

v

—1 =i\ — g +
q 2 Coxt v (),




puisque la fonction h, est localement intégrable (on a |[Re(a; — ag)| < 1) et que 'intégration
en x porte, comme il a été dit plus haut sur une partie compacte. Pour ce qui concerne le
membre de gauche, on rappelle que, comme le symbole h;(z, ) dépend seulement de x ou
seulement de £, h; est aussi le symbole standard de l'opérateur Op(h;) (cf (2.18)). On sait
aussi que
Opst(hl)opst(hQ) - Opst(hl X h2)7

avec (hy ® ho)(z,£) = hi(x) ha(§). D’autre part, I'application qui, & un couple de quasi-
caracteéres (Y1, x2), associe la distribution tempérée sur k? définie par

(2,€) = |27 xa(2) €] xa(€)

se prolonge en une fonction holomorphe sur I’ensemble

{(x1:x2), x1# Let xo #1}.

La notion de fonction holomorphe d’un quasi-caractere x; = (aq, x1) doit s’entendre comme
celle de fonction holomorphe de a; lorsque x; est fixé.

De plus, l'opérateur A défini par la formule (2.20) du chapitre 1, qui lie les symboles
standard et de Weyl du méme opérateur, est continu de &'(k?) dans S’(k?) et de S(k?) dans
S(k?); ceci montre que la fonction

< ha#hy , f>=<(2,§) — ’95‘_1 x1(x) ’5‘_1 x2(§), (Af) >

est holomorphe sur ’ensemble

{(x1,x2), x1#1etxa#1}.

Pour démontrer I'identité (5.26)), on peut donc, utilisant le prolongement analytique, se rame-
ner au cas ou
0 < Re(x2) < Re(x1) < 1. (5.29)

Le symbole de Weyl hi#hs de Uopérateur produit Op(hy)Op(hs) est donné (cf. (2.21))) par
la formule

(Fi(ha#h2))(1,€) = (Fi(ha @ ha)) (.6 = )

ou, rappelons-le, F; désigne la transformation de Fourier par rapport a la premiere variable.
Lorsque les inégalités (5.29) sont vérifiées, on peut utiliser la formule (5.23)

(u#ha) 2. €) =70 (=) [ ¢ = 3]

kX%

x2(§ = ) v(an) di,

dans laquelle I'intégrale du second membre est absolument convergente. De plus, en effectuant
le changement de variable n — 2£n, nous obtenons la majoration suivante

|(ha#ths) (2, )] < T(0,x1)] 2] |x2(€) xf1(£)|/|x1‘1(n)| 11—n"" [xo(1=n) | dn

< O Jg|Reterme) (5.30)

(observer que |2| est une valeur absolue p—adique de 2, alors que |y2(£) x7"'(€)] est le module
d’un nombre complexe : mais dans les égalités, au contraire de cette inégalité, seules des



valeurs absolues p—adiques interviennent), ou 'intégrale du membre de droite est convergente
en vertu des hypotheses imposées aux différents quasi-caractéres. Un calcul direct (ou la regle
de covariance) montre en outre que la distribution hy#hy satisfait a la regle de transformation
suivante

Vae O, (m#thy)(a z,af) = x7 ' (a)xz(a) (h#he)(z,§).
En transposant l'action de a, on voit que pour toute fonction f appartenant a Sy (k%) () L3(k?)

(cf. la définition [5.13 ) < hi#he, f > est égal & zéro si § # x1X, |- Ainsi, pour toute fonction
f appartenant a S,,(k?), on a

< hl#hb f >=< hl#hbpxlxglf >

ou P, ;! f est la composante de f sur L2 - (k?). Nous pouvons donc supposer dans la suite

que la fonctlon f appartient & Sy (k%) N Lil)'(_l (k?). En particulier, d’apres le lemme 27, seuls
2

les caracteres x tels que x = Y1XoV?, pour un certain caractere v de k>, interviennent dans la

décomposition en parties homogenes de f . Cela revient au méme d’écrire x ™! = y;Y21?, en

changeant v en (vyix2) '

On a

< hi#ha, f >=T(0,x1) x1(— /// f——

ou le domaine d’intégration en z, & est compact, et 'inégalité (5.30) montre que 'intégrale
triple converge (puisque Re(x1) — Re(x2) > —1). Ainsi, a I'aide des changements de variables
x = s& et n+— 2&n, on obtient

-1

x2(§ = )b(am) dn) J(2,€) dr d,

< htth, £ >=T(0,x1) 2] " / €] 1 H(6) xalE)

X1 ) 11— n| ™t X2 (1 — n)(256%n) f(sE,€) ds d¢ dn.

qui est une intégrale absolument convergente sous les conditions (5.29) : cette intégrale est
aussi la limite lorsque ¢ — 0, de l'intégrale I(e) analogue, obtenue en faisant porter I'intégrale
sur l’ensemble défini par la condition |2sn| > «.

Rappelons que ¢ (resp. ¢°)désigne, & un facteur multiplicatif pres, la fonction indicatrice
de Oy, (resp. OF) : ces deux fonctions sont ici identiques d’apres 'hypothese faite au début de
ce chapitre. Puisque la fonction f appartient & Sy, (k?), on a :

f(a,€) = f(2,6)(ag?)
pour tout |a| € k* avec |a| moindre qu'une constante indépendante de €, d’ou

I(e) = TO.x) 2] i / / € 2 (€) xalE)

k |2sn|>e

X1 ) 11—l X2 (1 — n)(25€%n) f(sE,€) ¢(a?) ds dE dn
=T(0,x1) 2] x7'(2) xa(=1) / X2 ) |1 =) x2(1 — n) ds dn x

|2sm|>e

/ €] () xal&)(25E%) F(56,€) Blag?) de . (5.31)



D’apres la relation (5.7) et puisque f appartient & Sy, (k?) ﬂL2 (k2) la fonction f(s¢,€)
peut s’écrire sous la forme

F(s6,6) = / Fu(s6,€) dy

= [ Ao

D(x1,x2)

i [ R @ (532
D(x1,x2)
ou D(x1, x2) est 'ensemble des caracteres x tels que
X' = Y1%2 mod les carrés de X (5.33)

et qui, en outre, interviennent dans la décomposition en parties homogenes de f. Ainsi I'intégration
ne porte que sur une partie compacte de £*.

On a donc
I(e) = 2] x1'(2) T(0, x1) xa(=1)x
// X1t ) 11— 0| xa(l —n) dn ds /xx1 X2)(€) d(a&®)p(2s&%n) dE
|2sn|>e k
/ R(s) (5.34)
D(x1,x2)

Rappelons que x~! = ¥1 Y212 pour un certain caractére v appartenant a k> : on fixe un tel

caractere vy, mais on verra que la formule finale ne dépend pas de ce choix. Donc

2. -2

_ |‘|i)\—oz1+a2 (Xl)_ vy

XX X2

ce qui nous permet de calculer 'intégrale suivante :

/ (ot x2) (€)(a€)(26%sn) de

kX
I\ — Q1 + Qo

:/‘52‘#@@5 )(00) v *) (v (2€%sn) dé.

kX

On effectue le changement de variable t = £2 (on désignera par k* 2 I'ensemble des carrés de
k*), qui transforme l'intégrale qui précede en

-1+ A — o1 + Qg
o[ / " 2 olat) () ') (1) 2esn)dt.

kX2

Or k2= Ker ¢, ol, rappelons-le, W est le groupe des caracteres d’ordre 2 de k*. En
eeW

particulier la fonction indicatrice de k*? est égale a > € '. On remarque, en outre,

#( )GEW



1 1 N : .
que ——— > € gt = ——> v~ olt la sommation porte sur ’ensemble des solutions de
#W) e 0 #W) S
I'équation y~! = ¥1 ¥ Dot
—1 41X — a1 + 0

/ (0 ) )0 ag) (26s1) de = (2] # (W) S / t 2 x

kX Vogx

dlat)((x1) ™' v ™) (t)e(2tsn)dt.
Soit p un quasi-caractere de k*. Alors, prenant F ' au sens des distributions tempérées,
FHt = dlat)u(t))(2sn) = (F ' (t = ¢lat)) * F~'p)(2sn)
(L) Jof” [ o @ — ) @) dr
e

ou 'on a appliqué la formule (5.23)). Cette intégrale porte sur I'ensemble 251 4+ aOy. 1l existe
une constante C' ne dépendant que de la partie ramifiée de u telle que, quel que soit € > 0, les
inégalités |2sn| > € et |a| < Ce entrainent :

Vt € 25n 4 a0y, [t| w7t(t) = 250" pH(2sn).
Pour |2sn| > ¢ et |a] < Ce, on a donc
FH(t v ¢lat)u(t)(2sm) = T(1, 1) |2sm]7" u"(2sm). (5.35)
Nous appliquons cette derniere formule au caractere

—1 + Z/\ — —I— (0]
w=1 - ()~

Il est possible ainsi d’expliciter /(e) sous la forme :

10 =GR 2) xa(-1) T P25 ) )

—l—z)\+041—042
/ ax / £(s) 12 2 (01)(2s) v(25) x

D(x1,x2) |2sn|>e

—1—3X + a1 — Qo
X ) 11 =n " xa(L—=n) |n) 2 (x1v)(n) dn ds.

L’intégrale sur dy ne porte que sur un compact. La condition (5.29) et le fait que la fonction
f3, soit continue et équivalente & l'infini & C |s| " x(s) pour une certaine constante C' montrent
que l'intégrale relative & dn ds, prise sur k? tout entier, est absolument convergente : la limite,
lorsque € — 0, de I(¢) s’obtient donc en supprimant la restriction |2sn| > ¢ sous l'intégrale
double.

Rappelons par ailleurs (cf. [G.G.P.S], page 145) que si 0; et dy sont deux quasi-caracteres
vérifiant

R€<(51) > 0, R€(52> >0 et |R6((51) + R6(52)| < ]_,



alors

-1 -1 I'(0,61)I'(0, 62)
d 1— do(1 —n)dn = 5.36
[ = o =y = S, (5.36)
kX
pourvu que l'intégrale de gauche converge. D’ou, en écrivant
—1—iA4+a; —ay —1—iA—a; —ay
Xi x| 2 = vl 2 :
nous pouvons alors expliciter (5.34) :
< Madths, f>= (FW) "% '(2) xa(=1) T(0,x1) T(0, x2) %
—1—3A + ] — Qo
/ w/wﬁ oo 2 (1) (29)%
D(x1,x2)
14+id—ag+ae . l—iA—a; —«
(MR () (R )
Z iy W——— v(2s). (5.37)
v F( 9 7X2V)
Par ailleurs, on a
<hy f 5= (1— \wl)/h;(s)ffcl(s) ds (5.38)

k:
pour toute fonction f € Sy, (k?). Cela résulte en effet de la formule (5.27)

) dz d¢

- S
<mj>—Zﬂm®m NGLAE

_ / F(st, XD (5) ds dt

:/@@wg/ﬂ%wﬂwﬁ

k k

jointe a la formule (5.3)

/fstt )|t d*t

dt
)
En changeant x en xy ! dans (5.37), 'équation y~! = y;Y2v* devient la condition (5.19), et
on voit donc (toujours avec xy = (i), x)) que < hi#hs , f > s'écrit effectivement [ < h,, f >
kX

et a la relation |t| d*t =

dx & la condition que A’ (s) soit défini par I'expression (5.28). m



Lemme 30 Soient hy(z,€) = |z| " xi(x) et ho(z,€) = €] x2(€) ot x1 et x2 sont des
quasi-caractéres. On suppose que x1 = (a1, x1) et x2 = (o, X2). En outre, on suppose que

|Re(x1) £ Re(x2)| <1, Re(x1) >0 et Re(x2) > 0.

On note ici (hi#hs), et (hl#hg)';< les fonctions notées h, et h; dans ’énoncé du lemme [29.
Pour tout caractére x, on a alors la formule

(h1#h2 // KX1 X2iX 817527 )’31| X1(51)d81d82

SPOCCRER // P (s o) sl va(s)dsidss, (5.39)

dans laquelle les fonctions 97 |, ont été définies en (5.20), et ou les coefficients a,(x1, x2; X)
sont donnés par la formule

—1+i>\—041—@2

a, (x1, X2 X) = (1= @) 7' #(W) 7 2] 2 v(2) xa(=1)x
I —id—oa;+ay .
O )
1+i)\-061+062) 1—2')\—061—012 (5 0)

(AT T ) i )

2
Démonstration : On évalue d’abord la derniere intégrale intervenant au second membre
de (5.39), a savoir
—1—(’i)\+041+042> —1+i)\+a1—a2

[ 151 2 () (51— 52)] [ — 51 2 x

-1+ I — ] + Qo
[(X1v)(s2 = )] |s — s1] 2 [(%2) (s = s1)] 1] xa(s1) dsy dso.

Utilisant la formule (5.36)), ainsi que la relation x = X1 X222, on obtient pour commencer

—-1- (’i)\—i‘Oél +OZ2)

/ 51— 5] 2 () (51— 52)]

—1 —|— Z/\ —f- a1 — Q9
|52 — 8| 2 [(X17) (52 — 5)] dsa

1—iA—a; —as . 1+id+a; —ay .
T( S X ) I S Xav) o s (s — 8
= - S1—S Xo (81— S
F(l—O{z,X21) ?




et I'intégrale double qui précede s’écrit donc

1—i)\—a1—a2 1+z’)\+a1—a2

F( 9 75(71”) P( 9 ale) y
I(1—as,x;")
-1 + A — a1 — Q9
/|31 — 5] 2 X2 '(s1— ) (x2)(s — s1) [s1] " Xa(s1) dsy
k
1—34X— — 1+1A —
F( 1 2a1 04275(71”) I‘( —+1 4—2041 04275(1]/)
= X
T(1—asX;")
F(1+Z/\ —2a1—oz27y> F<07X1) —1+i/\+041_042
O B s () ()
F( 9 7X1V)
F(l—i)\—Qal—ag’ 1 )F(1+7;)\—2051—0427 )
= xao(—1) I'(0, X
X2< ) ( Xl) 1—\(1 _ 0[2, X2_1)
-1 + A + ] — Qo
|| 2 (xav)(s)-

On utilise ’égalité précédente ainsi que la formule (5.24) pour obtenir I’égalité suivante :

—1—(i)\+051+(12) —1+’i/\+041—052

[f 151 2 [ ) (51 — 52)] [s2 — 2 x
k2

—1 + A — a1 + Qo
[(X1v) (52 — 5)] |5 — 1 2 [(vx2)(s — s1)] [s1] ™! xa(s1) dsi dsy

1—i)\—051—062 .1 1"—@-)\—&1—052
= F(0>X1) F(07X2) F( 2 » X V) F( 2 7V)><

—14+iA+ a1 — Qg

’3| 2 (XIV)(S)'

Cette derniere égalité ainsi que le lemme 29 nous donnent

Z%(X1>X2;X) // 0%, (515521 8) [s1] 7" X1 (s1)ds1dsy

1l—id—a;—as .
- Zau<X17X2;X) P(07X1) P(07X2) F( 2 : 27X IV)X
1) —1+i)\+a1—ag
IN— O] — Q2 .
P ) 2 (1) (s)
—1+Z>\+Oél — Q9
—(1— -1 2 . .
= (1 —|w])" 3] X1(s) Y enlxa, xai X)¥(s)

v

= (h#ha)’(s),



qui est ’égalité recherchée (rappelons que les coefficients ¢, (x1, x2; x) ont été définis dans le
lemme 29). =

Corollaire 31 Soit ( CCL Z ) une matrice appartenant ¢ GL(2, k). Sous les mémes hypothéses

que dans le lemme 30, on a

(lax + b¢|™" xa(az + b)) # (lew + dE|™ xa(ex + dE)) =/gx(m,§> d

kX

avec g, défini par (5.27) et par

// e (51, 52:8) [asy 4+ b7 x1(asy +b) |esy + d| ! xaless + d) dsids,

—E a, (X1, X25 X // VY iy (81, 82;8) X

lasy + b|71 x1(as1 +0) |cso +d|™ X2(032 +d) dsydss.

Démonstration : La formule que nous allons démontrer est invariante par homothétie

. . b . .
relativement au vecteur (a,b). On peut donc supposer que la matrice < Z d ) appartient a
SL(2,k) i.e. ad — be = 1.

Le lemme (29) montre que

(117" x) az + b€) # (117" xe)(ca + d€)
:/fx(ax+bf,cx+d§) dx
i

:/m*mmm%aﬁ<

kX

axr + bg
cr + d§

) dx

et le lemme 30/ nous fournit, si £ # 0

fylax + b€, cx + d€)

et ,  ax + bE
= (7 W)+ d) ()

= (17 ) (e + d) f(——)

X
ag—f—b
= (H_ CiC -+ df // X1,X23X 81782; ill'—) ‘81|_1 Xl(Sl)dsldSQ.
c-+d



as; +b
cs;+d

Sous les changements de variable s; — (pour j = 1 ou 2), l'expression précédente

devient
x
as; +b a82—|—b‘ag+b

csi+d sy +d Ly
§

) (lasy +0b| |esp +d|)~tx

(470 + ) [ [ K

_ asy + b
2
s+ (S

)dSldSQ.

Le noyau K, .., satisfait aux regles de transformations (5.17), d’ou les égalités suivantes, qui
nous permettent de conclure :

Felaz + b€, cx+dg) = (117 x)(ew + de) / / Koo (s, 521 ) Jasn + 8]
k2

x1(asy + b) |cse + d|_1 X2(csy + d)

c% + d‘ X_l(cg + d)dsydsy

_ x _
= ‘f’ ' X(f) // le,xz;x(sb $2; E) |G81 + b| 1)(1(6651 + b)><
k2

lcsg + d\_l X2(csy + d)dsydss

= |¢|™! x(@(g;xg).



5.4 La formule de composition en analyse pseudo-différentielle
p—adique.

Théoréme 32 Etant donné trois caractéres x1 = (iA1,X1), X2 = (1h2, x2) et x = (i\, X), et
un caractere v € kX tel que

X = X1X21/2,
on pose
—1—i(AM+ X+ A)
D5, o (515823 8) = |51 — 59 2 [(X_IV)(S& — 82)} X
—14+i(A — X+ N)
|2 — 5] 2 [(X1v) (52 — s)] x
—1+i(=AM+ X+ A)
|s — 51 2 [(Xa)(s — s1)]
et
—14+i(A =X — o)
a, (X1, x25 X) = (1 = |@]) 7' #(W) " |2| 2 v(2) x1(=1)x
I—i( A+ XA — A S
) a
T+i( A=A+ X)) . 1—1( A+ A+ A2) .
IR EA) ) p AT oy
ou, rappelons le, W est l’ensemble des caracteres de k™ de carré un. On définit le noyau
Ky (51,821 8) = ) (X1, X25 X)V4, 1oy (51,523 9) - (5.41)

par définition, ce noyau est nul si le caractére x(x1x2) ' n'est pas un carré.
Alors, quels que soient les symboles hy et hy appartenant d S.,(k?), on a au sens faible
dans le dual de Suy(k?) la relation

it = [ b iy

kX%

avec
T

ha(2,€) = €7 x(€) hi@

et

1)) = [[([ [ Baisantorisais) (i) tl(se) didsa) dude. (542

La preuve nécessite pour commencer le lemme suivant, qui s’obtient exactement comme
dans [U3], lemme 3.5, vu que sa preuve n’utilise pas autre chose que le fait que la fonction
|s|° est intégrable en 0 (resp.linfini) si e < 1 (resp. € > 1).



Lemme 33 Soit
—1—61—82 —1+€1—82 —1—81+€2

I—/// |s1 — 59 2 |59 — s 2 |s — 51| 2 X

lui(s1) ua(sa) u(s)| dsidss ds.

Posons, pour j =1 ou 2,

[lluilll; = sup((1 + [s;)' = Ju;(s5))),
et supposons que |e1 £+ 9| < 1, alors il existe une contante C(eq, )

< Clen,e2) [luallly Nuallly (el 2

Preuve du théoréeme 32/ : tout le reste de ce travail est consacré a cette preuve. En
utilisant (5.38), on voit que 'assertion du théoreme 32 est équivalente a prouver que, pour
tout triplet (hi, ha, h3) de fonctions appartenant a Sy (k?), on a

< hi# ho, hy >= 1— |’W‘ /dX / h3 _1 dS// //KXLX% S1,892; S )X

(hl)Xl(Sl) (hQ)X2(82) d51d52) dx1dx. (5.43)

On commence par étendre la définition (5.3) des composantes homogenes d’une fonction sur
k? au cas ot 'on remplace le caractére y par un quasi-caractere.

Soit h une fonction appartenant a S,;,(k?) et x = (a, ) un quasi-caracteére tel que Re(a) <
1. On pose

hy(z,€) :/h(tx,tg)xl(t) [t| d*t (5.44)
et .
R.(s) = hy(s, 1).

L’intégrale qui définit cette fonction est bien convergente en raison de 'hypothese faite sur
. Solent hy, ha, et hs trois fonctions appartenant & Sy (k?), x1 = (a1, x1) et x2 = (a2, X2)
deux quasi-caracteres tels que |Re(ay) £ Re(as)| < 1, ce qui entraine que |Re(ay)| < 1 et
|Re(a)| < 1, et enfin x = (iA, x) un caractere. Nous allons appliquer le lemme 33 aux fonctions
u;(s;) = (hj)&j(sj) pour j =1 ou 2 et u(s) = (hs)’(s), avec ; = Rea;. On remarque que

wwﬁw@xm&@fwz/mww»n%dew
kX

ce qui nous donne

[[usll]; < C(e;)(sup Juj(s;)] + sup(|s;|' 7 Ju;(s;)])

Sj

< Clepsup [ sy 1107 dt+sup [ e, ts) 147 d

< 400,



puisque la fonction h; est a support compact, et que |¢;| < 1.
La fonction u = (hg)*;,l est continue et équivalente & l'infini & C'|s|™" x~!(s) pour une
certaine constante C, d’ou

Vs € k| (hs)) 1 (s)| < C[1, )" (5.45)

Le lemme 33| prouve alors que 'intégrale

// |19X1 xzx 31732;3)%1)2(1(31) (h2)i ( ) (h3 | d51d82 ds

est convergente et est majorée par une constante ne dépendant que des parties réelles de x;

et x2. De plus, pour Re(y;) fixé, (hj)?(j = 0 sauf sur une partie compacte de I’ensemble des

quasi-caracteres dont la partie réelle est égale a celle de x;. Rappelons que x; = (a5, x;) et
que x = (A, x) et posons

H(er,e2) = {(x1, X2), Re(a1) =¢1, Re(an) =¢e2 }.

Avec la constante ¢ définie en (5.9), on définit sur cet ensemble la mesure

dads = ) (cdi.“)(cdia):

g 1
X1,X2 € OF

cette mesure est bien la mesure déja notée dyidys lorsque €; = 9 = 0, et bien sir chacun des
deux facteurs est bien défini également. Considérons alors l'intégrale

(1- |W| // dx1dxs /dX /// X1,X23X (s1,82;8) X

H(e1,e2)

(hl)xl(sl) (hQ)X2($2) (hg)x,l(s) dsy dsy ds), (5.46)

dans laquelle on suppose la condition |e; & 9| < 1 satisfaite. D’apres ce qui précede, I'intégrale
est absolument convergente ; en outre, d’apres la définition (5.44), la fonction

(01, 02) 1= Koy o (51, 525 8) ()2, (51) (h2)’, (52)

est holomorphe dans le domaine |Re(a; £ as)| < 1. Une déformation de contour, utilisant
le fait que l'application a; — (h;) (a;.x;) st holomorphe sur l'ensemble Re(o)] < 1 et

211
———périodique, permet alors de ramener 'intégrale au second membre de (5.43) a U'intégrale

Ingq
(1—|=|) // dx1dxs /dX ///mecz, 51, 52;8) X

H(e1,e2) X
(7)), (51) (ha),(s2) (h3)}1(s) dsy dsz ds),

dans laquelle on suppose désormais €1 > 0, €5 > 0, |e7 £ 9| < 1.

On termine comme dans la preuve du théoreme 3.1 de [U3] en décomposant (h1)y, et (ha)y,
en intégrales de symboles susceptibles de permettre 'application du corollaire 31/ : en d’autres



termes il s’agit de décomposer (h;),, en une intégrale de symboles élémentaires dont chacun

ne dépend que d'une combinaison linéaire de z et £. Cette décomposition conduit a deux
intégrations supplémentaires et un peu de travail sera nécessaire pour justifier la convergence
de la nouvelle intégrale multiple obtenue.

Rappelons que la transformée de Fourier symplectique G (qui est définie en (2.4)) est une
involution sur S,,(k?). Si h une fonction appartenant a S,,(k?), on a donc

Wz, €) = 2| / (G (y, )b 2y — yE)) dy dn, (5.47)

soit, apres changement de variable,

hr,€) = 2| / (Gh)(om, nyd@n(z — o)) |n| dn do-

On pose alors, pour h; = hy ou hg,

i) =12l [(@h)(onmne) ol dn

k
ce qui conduit a la décomposition
b, &) = / B (x — of) do.
k

Remarquons pour un usage ultérieur que la fonction

n = (Ghy)(on,n) [nl

est & support compact et lipschitzienne, d’une fagon uniforme par rapport a o pour |o| < 1,
d’ou
Vz, Vo tel que |o| <1, |h‘;(x)| <C|1,z|7".

Pour |o| > 1, on écrit

(@) = 2 Jo1™* [(Gh)n.o~ nyo2ons) Inl di

k

et le méme argument montre que

|h(z)] < C o]~ |1,U_1x{_1

C Lz sifo| <1
C 1,07 Jo,z| ™" si|o| > 1

|hg (z)| s{

Nous avons donc écrit la fonction h; comme une superposition intégrale d’“ondes planes”. Ap-
pliquons cette méthode a la composante homogene de degré y; (ou x; est un quasi-caractere)
d’une fonction h; :

(5.48)



((hy)y,)"(2) = |2 / G((hy), ) (o m)(2nz) ] dn.

Or,
G((hy)x;) = (Ghy) o1,

donc Iégalité précédente devient, d’apres (5.44),

((1)2,)7 @) =121 [ (Gh) s (omen)o(2n) i

~ 12l [wtzmo) al d [[(Ghs)eom (o) 1] %t
k

k

Si nous testons la fonction ((h;)y,)? sur une fonction appartenant a Sy4(k), on voit que I'on

peut permuter 'ordre d’intégration du second membre de 'égalité précédente. D’ou

(), (@) = 12 / ) 1t @t [ Ghs)eon,tn)(2ne) o] dr

= [0 17 1)
k
=l () [ B

k

Nous posons pour ce qui suit

bi(xj o) = [ It| x;'(t) h5(t) dt.

>

Comme 1 > Re(x;) > 0, la majoration (5.48) montre que, pour tout o,
1bj(x;,0)| < C[1,0]7 170
On déduit de ce qui précede, I'identité suivante
(hi)3, () = (hy)x; (5, 1)
— [ () (s =) do

k

= [1s= ol x5 =) bi(x,0) dor

k

(5.49)

(5.50)

(5.51)

Si I'on applique cette identité aux fonctions (hq),, et (hs)y,, 'expression (5.46) qui, rappelons-

le, représente le second membre de (5.42) testé sur la fonction hg, devient

1— |W| // XmdXQ /dX//bl Xl,Ul b2 XQ,O'Q d0'1 dO'Q /// X1,X25X 81,52;8) X

H(e1,e2)

1s1 — o1 xa(sy — o1) |52 — 09| x2(52 — o) (hg)xq(s) dsy dss ds,

(5.52)



sous réserve de I’absolue convergence de la nouvelle intégrale multiple obtenue, qui comprend
une intégrale supplémentaire par rapport a la mesure do; dos.

Posons (rappelant que (5.41) définit le noyau K comme combinaison linéaire des fonctions

;17X2;X>

I(01,02) // ‘ﬁthx S1,52;8) [s1 — 01‘_1 xi(s1 — 01)‘ X

| ‘82 — 0'2| XQ(SQ — 0'2) (hg ‘ d81 dSQ dS

Si 01 # 09, on effectue dans 'intégrale définissant (o4, 02) les changement de variables
09 02

— — Sj + 01 — — S+ 0,
$j — 91 30-2 R — 302 .
-——l—+1 - +1
01— 02 01— 02
02
On remarque, d’une part, que la matrice Lo appartient & SL(2,k), ce qui
_0'1 — 09
permet d’utiliser la régle de transformation (5.17) valable on le sait pour les fonctions
_ 9l
|95 o] = e
aussi bien que pour le noyau K correspondant, et, d’autre part, que s; — o1(resp. ss — 03)
. . 51 01— 02
est transformé par ce changement de variable en T—H (resp.T). On peut
01— 02 01— 02
donc écrire, apres simplification, (o, 03) sous la forme
—1—81—62 —1+61—52 —1—€1+62
oy — oy |1 /// |51 — 8o 2 |so — s 2 |s — 51 2 X
o
1 — 2 s+ o1
‘81’_1+€1 ‘ +1 (hg);fl( 91 _802 ) dSl dSQ ds.
01 — 02 _ + ]_
01 — 09
Dans la démonstration du lemme 30, il est prouvé, en particulier, que
—1—51—82 —1—€1+€2 —1+€1—€2
// |s1 — 89| 2 s — 51| 2 ] 2 51| 7 dsy ds,
-1+ E1 — &2
20(51,82) |S| 2
sie; >0,e3>0et |eg £y < 1. Ainsi, on a
—1+e —e 1
](0'1,0'2) 20(61782) |O'1—O'2 |1+52/|S| 2 — +1 X
01— 02
k
o
— 2 S+ 04
o1 —0
(hg);—1( 1 S 2 ) ds.
— +1

01— 02



Pour tout (z,€) € k?, on pose |z, €| = max(|z|,|¢]). La majoration (5.45) montre que

[(0'1702) S C(€1,€2)J(O’1,Ug)

avec, par définition,
-1+ €1 — &9 1

J(o1,09) = |or — oo |72 [ |3 2 ‘— 2 _stor, ——— 41| ds,
K

01 — 02 01— 02

soit, apres le changement de variable s — (07 — 09)s,

—1+4+e1 + & —1+4+e —e2
J(o1,02) = |0y — 02 | 2 /IS\ 2 loas + 01, s+1]7"ds
k
—1+4+e1+ e —1+e —e
= |o1 — 02 | 2 ([ sl 2 loas + 01, s+ 1| " ds+
jsi<1
—1—¢e1+ 69
/ 5| 2 o5+ 02, s+ 1|7 ds). (5.53)

|s|]<1
La fonction

S — |O'28+0'1, S+1’_1

098 + 01

- 1|7t
|s + 1] o

L,

est de carré intégrable sur k et sa norme L? sur k est égale, & un facteur multiplicatif constant

1
. 028+O'1)

pres, a |op — o9 |_ 2 (effectuant le changement de variable homographique s +— 1
s

D’autre part , on a I'estimation suivante
—1 ~1
sup |oes + 01, s+ 1|7 =suploas+ o1 — 09, |
sek sEk

<|1.,09| |og — 09 |_17

< |O'1 — 0'2|
que 'on obtient en appliquant I'inégalité ultramétrique dans les cas || = |oy — 03| Ces
> |0y — o] .

estimations sur la norme L? et la norme L* de la fonction
-1
s+ |oas+ o1, s+ 1]

nous fournissent, par interpolation, la majoration suivante (qui est valable pour tout nombre
réel p > 2)

1
1 "
H ’O'QS‘FO'I s S+1| ||LP(B(0,1)) SC‘O’l—O'Q ‘ p |1 , O'2| p |O'1—O'2 | p

<Cloy—o2| P |1, 09 P



1 1
Soit ¢ le nombre réel défini par — + — = 1. La fonction

-1 - |€1 — 52|

s+ || 2

appartient a LY(B(0,1)) ssi
—1—|e1—¢ 1
SEEE
c’est-a-dire
2 P
Sous cette derniere condition, nous obtenons, d’apres l'inégalité de Holder, 'estimation sui-
vante

1—|e;—¢ 1
e <ol

—1+€1—€2
/ |s] 2 loas + 01, s+ 1" ds

|s|<1
< C(er,e9)|or—0o2| P |1, 09 P
Cette derniere estimation est également valable pour le deuxieme terme du second membre

de la formule (5.53)) définissant J (o1, 02), & condition d’échanger oy et o9, ainsi que £; et €3,
1-— |€1 — €2| 1

donc, pourvu que — 5 > 1—97
—1l+e+e 1-p 2 2
Jonm) < Clene) loi—oa] 2 P (l.a| P4+l,os P) (5.54)
et, par conséquent,
—1l4+e14+e 1—p 2 2
Honm) < Cenm)lo—oa| 2 P (1,0 P41, ol P)

Pour assurer la convergence de l'intégrale (5.52), il suffit donc, utilisant également (5.50)), que,
toujours avec
g1 > 0,62 > 0, |€1:|:€2’ < 1,

— |e1 — &

1
il existe p > 2 tel que, avec la nouvelle condition > —, la fonction
p

—1l4+e14+e 1—p 2 2
+ 1-

- 1
1,00 |7 1,00 | oy — 03 | 2 P11, 01 P+|1, 03 P)

soit intégrable sur k2. Le lemme suivant montre que cela est effectivement le cas, puisqu’il
suffit de choisir p > 2 vérifiant la double inégalité

1—<€1+€2) <1< 1—‘51—62’

5.55
5 p 5 (5.55)



Lemme 34 Soient €1, €9, p trois nombres réels tels que

0<e1<1,0<e<1, |e1xe <1

et
1-— 1 1-— —
(e1 4 €2) PR le1 52|'
2 P 2

Alors la fonction
—l4ei+e 1—p p D
1 —1 2 + = =
Loy |7 Lo | oy —o2 | P (1, o1 P+][1, 09 P)

est intégrable sur k.
Démonstration : Il suffit pour cela que la fonction
—1l4e14+e 1—p g
Lol M| 2 P |10 P

soit intégrable sur k2, puisque le noyau intégral étudié est symétrique en oy, oo. Posons

—1+e1+e 1—p g
(o) = / oi—o| 2 P |1 o Pdon,
| o1|<| o2
—14+e1+e 1—p 2
I(o9) = / loy — o9 | 2 " po1, 01|_pd01,
| o1]=] 02|
—1+e1+e 1—p 2
Ly(os) = / o1 — 0 | 2 TP 1 o Pdoy
| o1>] o2

Nous allons estimer chacune des intégrales précédentes :

—14e1+¢e9 1—p 2
+ _—
I1(02) < oo | 2 p | 1, o1] P doy
| o1|<]| o2
~1+e +e 1—p 9
+ 1-—
< Cloy | 2 P10 P,
2 —l4+e14+e 1-p
- +
Lios) < |1, 03] P / o1 —os] 2 P doy
| o1]=] 02|
2 —14e14e 1 —1l4e14+e 1—p
—— _ - +
S'l, U2| p|02| 2 p / |0'1—1| 2 p do‘l
| o1]=1

2 —1+4+e+e 1
2 Zltate l
<C|1, o] P oy 2 P,



—1‘|‘€1+€2 1—p 2
Jr  —

I3(o) < / o | 2 P |1, oyf Pdoy
| 01> o2
-1 + €1 + E9 1
= T
< o1 | 2 P do
| 01> 02|
—1—|—€1—|—€2 1 —1—|—€1—|—€2 1
- — = - —_
<ol 2 [ml T s
| o1]>1
-1 + &1 -+ E9 1
< Cloy | 2 p.
Ces estimations montrent que les trois fonctions |1, a5 | ™' I;(03) sont intégrables sur k2, ce qui

nous permet de conclure. m

Nous allons a présent traiter l'intégrale (5.52), dont nous venons d’établir la convergence
a l’aide du corollaire [31.
Supposons o1 # 0. Conformément au corollaire 31, posons

(Jr— ol xa(x — 016)) # (|7 — 0] xale — 026) ) = / (67°72) (2. €) d

kX

avec

(9;1;2 // e (51, 82:8) |51 — 01| T xa(s1 — 01) |s2 — o] Xa(s2 — 09) dsy dss.

D’apres (5.38)), on a

<Gy >= (=[] [ () () ds / [ Ko smis)x

k

‘81 — 01‘71 Xl(sl — 0'1) ‘82 — 02|71 XQ(SQ — 0'2) dSl dSQ (556)

et on voit que l'expression au second membre de (5.43), qui, comme on 'a vu, s’identifie a
(5.52), s’écrit aussi

/ dx1 / dx2 //bl(XhUl) bz(Xz,UQ)
Re(x2)=e2 k2

Re(x1)=¢1
< (‘I’ — O'1£|_1 Xl(Q? — O'lf)) # (’Q? — 0'26‘_1 Xg(l' — 0'25)) s hs > doy dos. (557)

Rappelons que ceci a été établi sous les hypotheses suivantes relatives a €1 et

€1 >O,€2 >0,|€1:|:€2’ < 1.



Par ailleurs, (5.7), (5.44) et une déformation de contour complexe fournissent, pour 0< ¢; < 1

hy(,€) = / (hs)y, (:€) dx;
/

Xj)=¢

)% (& = 0;€) do;

Re(x;)=¢; k
= de/ bi(xj,05) |7 — 0;€] " xi(x — 0,€) doy,
Re(x;)=¢; k

ou 'on a utilisé (5.51). D’ou

< hy # ha, hg >=<( / dX1/ bi(x1,01) |z — Ulfrl x1(x — 01§) do)#
k

Re(x1)=¢

( / dX2/ ba(x2,02) |7 — <72f|_1 Xe(x — 02€) do) , hy > .

Re(x2)=e2 k

Cette expression est identique a (5.57) pourvu que l'on puisse enfin commuter les intégrations
et I'opération de composition # dans la derniere expression. On voit donc qu’il s’agit d’écrire
au sens faible en testant contre une fonction appartenant a S,;,(k?), I'identité

/ /b1 X1,01) | —oi|” X1($_Ulf>d01)#

Re(x1)=¢
/ dXz/ bz X27U2 |iL‘ - 025‘_1 X2($ - 025) dUz)
Re(x2)=¢2
= dx2 bl X1701 b2 X2,02)
YKy
(|lz— 01§| Xl(a: - 015))# (| — 09| xalx — 09€)) doy doy (5.58)

ou l'identité analogue dans laquelle les quasi-caracteres x; et yo sont fixés
dx1 et dyo ne pose pas de probleme.

Nous allons montrer pour commencer que chacun des deux membres de 1’équation

: I'intégration en

k

(/ bi(x1.01) |z — o1& xa(x — ov€)doy) # / ba(x2,02) |7 — 02| xa(w — 02€) dow)
k

- //bl(XhUl) ba(X2,02) (|2 — 01&| ™ xa(x — 018)) #

(Jz = 028 ™ xa(x — 0€)) doy doy (5.59)

(testé contre une fonction hy € Sy, (k?)) est une fonction analytique de (1, x2) dans le domaine

|Re(ay) — Re(as)| < 1, Re(ay) >0, Re(az) >0



et |Re(ay) — Re(as)| + Re(aq) + Re(az) < 2.

Nous montrerons ensuite 'identité des deux membres sous les hypotheses supplémentaires

1 1
5 < Re(x1) et 5 < Re(xz2).

Pour le membre de gauche de 'égalité (5.59), lequel s’écrit aussi (h1)y, # (h2)y,, cela résulte
de ce que chacune des deux fonctions (h;),, s’écrit

(hj)xg¢ + (hj)Xj<1 - ¢)a

décomposition dans laquelle le premier terme est sommable et le second est un symbole de
poids 1, comme il en résulte de (5.44) et de 0 < Re(x;) < 1 : Par suite, I'expression <
(h1)y, #(h2)ys, s > dépend analytiquement de (x1, x2), pour tout hz € Su,(k?).

Pour le second membre, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 35 Soient (x;)jeqi2 = (o), Xj))jeqr,2y deuz quasi-caractéres tels que
|Re(c1) — Re(as)| < 1, Re(ay) >0, Re(ag) >0

et |Re(ay) — Re(aw)| + Re(aq) + Re(ag) < 2
et soit hy une fonction appartenant & Suy(k?). Alors, pour tout couple (o1,02) d’éléments de
k? tel que o1 # 09, on @
|<(lz — o1& xalz — 018)) # (|x — 026 xa(z — 02€)), b3 >|
< Clog, an) |1,00R@702) | — gy 7HRo02 (5.60)
Démonstration : Nous allons donner une version modifiée du lemme 29. Soit J est un

nombre réel appartenant 4 ]0,1[. La déformation de contour x — |.|° x dans la formule (5.26)
montre que 'on a :

(o™ xa@)#(E ™ xa(9) = [ h(o.8) iy (561
P
avec
—1+5+Z')\+O{1—CY2 —1+5+’i/\—041+042
(o €) = (1= =) s 2 5 2

<3 e, (xn xes |0 x) Gaav) (@) (e (€).

v

Les formules (5.25), (5.27) et (5.28) montrent que cette décomposition est valable si 'on
suppose, outre les inégalités

0 <Re(x1) <1, 0 <Re(xq2) <1,

que
Re(x1) + Re(x2) < 1+96, |Re(x1) — Re(x2)| <1-196 :



elle permet donc d’étendre le domaine de validité du lemme 29. Ensuite, nous appliquons au
1 g1

premier membre de (5.61) la formule de covariance (2.22) ou g est la matrice | o, — oy op—0oy | €
1 —09
SL(2,k), ce qui nous donne

< (|x =il xi(r — 1€)) # (|7 — o2& xa(w — 028)), hs >
—1—6—i)\+011+(12 —1+(5+i)\+0é1—042

— (1= @) Jo1 — ol 2 / dx / / & — o] 2
moE

—1+(5+i/\—a1+a2
X |x—02§| 2 Zl/(fﬁ —02)_1(CV(X17X2§|-|5X)

v

x(xaw)( = 1€)(Xav)(# — 02€) hs(z,€) du dE.

Posons (puisque x1, x2 et v sont des caractéres unitaires)
-1+ ) + Re(Oél — 042)

R(01,09) = // |z — 01| 2
e

-1+ 0 — Re(a1 - 062)
X |z — 0a¢] 2 |hs(x, §)| da dE.

La fonction hg appartient a S,,(k?) donc, pour tout entier N, elle est dominée par la fonction
—2N .
|1, 2,£]77", d’ou

—14 60+ Re(ag — ag) —146 — Re(ag — az)
R(01,02)§CN//|$—01§| 2 |z — 02¢] 2 X
k&
1, 2,67 da de

ou Cy est une certaine constante.

En vue de la majoration de R(oy,09), nous allons distinguer deux cas :

premier cas : 01| < 1. On effectue le changement de variable z +— x + o1& et, en remar-
quant que

|1,l‘ + Ulfag‘ = ’1,%,5’ }

on obtient

—14 6+ Re(ag — ay) —146 —Re(a; — ay)
Riovo) <Cx [ [l 2 = (02— 01)¢] 2

k k
x |1, 2,6 7N do de



-1+ 0 + Re(ozl — 062)
<Oy / dz |z| 2 1,2

—14 6 —Re(a; — an) —14+ 6+ Re(ag — ay)
< Cy log — 04| 2 /dl' || 2 |1795‘_N

k
X/
k

La derniere intégrale de cette inégalité est bornée indépendamment de

—1+46 — Re(ay — an)
2

11,¢7 de.

_5’

02 — 01

, ce qui nous
09 — 01
fournit les majorations suivantes
—1+5—Re(a1 —Oég) —1+5—|—Re(a1 —O[2>

R(oy,00) < Cy |0y — 0] 2 /dx |z| 2 11,2~

—146 — Re(ag — az)
<sup [ fo ¢ 2 e de

z€k

—140— Re (o1 — ) —14+ 9+ Re(ag — an)
< Cy |oy— 04 /dx 7] 2 |1»I|_N
%

-1+ —Re(ag — )
< Cy |02 — 01 2

deuxiéme cas : |07 > 1.

—1+4+ 6+ Re(ag — az) —1+4+6 — Re(ayg — an)
Rionox) < Cx [ [lo =g 2 2~ out] 2
kok

x |1, 2,6 N du de

—1+5+Re@1—052 —1+5+Re(a1—a2)

< Cy |oi /k/‘ ¢ 2

-1+ 0 — Re(oq — 062)
X |z — 05€] 2 1, 2,87 du d.




On effectue le changement de variable £ — & + o 'z, en remarquant de nouveau que

E+orta)=Lag,

ce qui nous donne

—14 06+ Re(ag — az) —14+ 0+ Re(ag — az)
R(o1,02) < Cn o] 2 //|§| 2
kok
-1+ —Re(ag — an)
X |z — 0a2(& + 07 ') 2 11, 2,672 da de¢
—1+5+Rea1—a2 —1+ 9+ Re(ag — an)

< Cy |ou €| 2 11,¢| 7N de
k/ /
-1+ —Re(ag — as)

x |o7 ! (01 — 02)z — 0] 2 11,2V da
—14 6+ Re(ag — az) —1+4+6 — Re(ag — an)
<Cy |oi] 2 |07 (01 — )] 2

-1+ ) + Re(oq - 042)

x / €l 2 e

k
—146 — Re(ag — az)
2

_ 01028 -N
x/‘:c o =0 |1, z|”" dz d€.

k

A T'aide de 'argument utilisé & la fin du premier cas, nous obtenons la majoration suivante

—146 — Re(ag — an)

R(O'l,O'Q) S CN ’0_1|Re(oc1—a2) |0'1 — 0'2| 2

D’ou, finalement

—1+0—Re(ag — a9)

R(0,09) < Oy |1,00|"* 7 |5y — 0y 2 :

ce qui termine la preuve du lemme 35. m

Comme la fonction

1—Re(a2) ‘1 O_2|—1—Re(a2) ’0_1 1+Rea
Y

11,00 — 03]

est intégrable sur k%, le lemme 135 et la formule (5.50) montrent que le membre de droite de
(5.59) dépend analytiquement de «; et ay sur le domaine défini par les conditions

|Re(a1) — Re(az)| < 1, Re(ag) > 0 et Re(ag) > 0,



|Re(a1) — Re(aw)| + Re(ay) + Re(ay) < 2.
En particulier, on peut se borner a prouver (5.59) sous I’hypothése supplémentaire

1
5 Re(X?) >3

R‘e(Xl) > 27

DN | —

compatible avec ce qui précede, et que nous faisons désormais.
Introduisons a cet effet 'opérateur

L = Op(max(1, |2z, |2¢])),
analogue non-archimédien de l'oscillateur harmonique. On pose aussi

O, €) = |z x(a),

1 —0o
de sorte que, avec g, = 0 1 ,on a

(0y 0 9o)(x,€) = |z — 0&| ™" x(z — 0¢).

On introduit également I'opérateur A, , de symbole de Weyl d,, o g,-.

Regardant L comme un opérateur non-borné dans L?, on note que L, de domaine initial
S(k), est formellement auto-adjoint, et que, rappelant la famille (¢y) = (¢,,,,) d’états cohérents
(cf. définition 1), on a les formules

Loy, = max(1, |2y|, |277|)¢y,77

et
Op(max(1, [2§])) ¢y, = max(1, |2n])¢,,, :

rappelons pour la deuxiéme de ces identités que Op(max(1,|2£])) est 'opérateur noté J* en
(2.2). Par suite, si 'on pose

D(L) = ue I*(k) / max(L, 2], 120)2 |, dy) > dy diy < +00 b,
k

on voit que L s’étend en un opérateur auto-adjoint sur L?(k) de domaine D(L). En outre,

|Op(max(1, [2€]))ul2 = / max(L, [20])? [, 8y.0)| dy di
k

< [ max(, 2yl 1201 (s )" dy d
k

< || Lull*.

Il résulte de 1a que D(L) C D(J') C L. (k). Remplagant Op(max(1,|2¢|)) dans lidentité

loc

précédente par Op(max(1,|2y|)), on voit d’ailleurs que D(L) C L*(k) : ceci montre que pour

1
5 < Re(x) < 1, l'opérateur Op(d, ) envoie D(L) dans L?(k). En prenant 'adjoint, on voit qu'il



envoie aussi L?(k) dans D(L™1). L’avantage de 1’espace de Hilbert D(L) est qu’il est invariant
par laction de tous les opérateurs +Met(g,) dans le cas ou |o| < 1. Cela résulte en effet
de l'invariance du symbole de L sous 'action linéaire de SL(2,Oy), dont la vérification est
immédiate. Il résulte de 1a que, pour |o| < 1, I'opérateur A, , envoie D(L) dans L*(k) et L*(k)
dans D(L™') avec une norme indépendante de o. Pour |o] > 1 et sous la méme hypothese
pour Re(x), on écrit

v = ot Xz — 08) = |o| " x(0) [0t — & X (07 — )

et on voit de méme que A, , envoie D(L) dans L?*(k) et L?*(k) dans D(L™') avec une norme

1+Re(x)

moindre que C'|o|~ . Finalement, 'identité (5.59) équivaut a I'identité entre opérateurs

( / b1, 01) Aryordor) / b(x2: 02) Ay o)
k k
= //b(Xl,ﬁ) b(x2,02) Ayi 01 Axs,00 doy dos.
k k

Cette identité résulte, vu que 'on a maintenant

Y

DN | —

3 Re(X?) >

DN | —

Re(x1) >
et que
1b(x;,05)] < C |1, 0,77 Re00)

de ce que le second membre est une intégrale convergent dans I’espace des opérateurs bornés
de D(L) dans D(L™').
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