PCSI : entiers naturels, suites

1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Soit x un réel positif et on consideére les suites (uy ), et (S,) définies respectivement par :

Vn >0 0+ 5 wnso, 5, =3
nz=z\u, un—("'_ﬁ) n=zu, n—zg

1. Montrer que la suite (u,,), converge et expliciter sa limite.

n
1
2. Comparer les réels Q et Pk Comparer alors les réels u,, et S,.
nk
3. Montrer que Vn >0, VzeR,, S, <e".
4. En déduire la convergence de la suite (S,,) ainsi que sa limite.

5. On suppose ici que z < 0.
Montrer que les suites (S2;,), et (Sant1) sont adjacentes. Conclusion.

Exercice 1.2 On considere la suite (T3, ), définie par Vn > T, =

1. Montrer que la suite est majorée et croissante en déduire sa convergence.
On souhaite désormais expliciter hm Tn

n—-+oo

2. Montrer que

1 1

Ve > 1, <ln(z+1)—Inz < -

z+1 x

En déduire hm T,.
. no1 no1
Exercice 1.3 1. Montrer que les suites H, Z 5 In(n) et K, = > Z In(n + 1) sont adjacentes
k=1 k=1

. . 1 1
2. Calculer Ho,, — H,,. En déduire lim 4+ —F 4+ —
n—of+oon+1 n+2 2n
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PCSI : entiers naturels, suites 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour I’exercice [1.1]:

1.

2.

Utiliser Inu, et ’équivalent de In(1 + ) en 0

(&)

nk 1 2 n—k+1
N - Do D —M——
1 n’ n n
k!
Pour la seconde question, si ap < by alors > ap < > by (si on regarde bien wu,, est aussi une somme)
k k

Procéder par récurrence en introduisant la fonction Ty, (x) = S, — e*. Pour I'hérédité, étudier les variations de T), 41
(sa dérivée est T),) puis évaluer cette fonction en 0

. Théoréme d’encadrement

. Etudier le signe de Sa,, 12 — S2, et Sop+3 — Sont1 (on obtiendra dans chacun des deux termes résiduels et on factorisera

au mieux)
Pour la derniére question, revoir le cours sur les suites extraites (uan) et (u2p+1)

Indication pour I’exercice [1.2] :

1.

. Etudier les variations des fonctions z —

Effectuer le changement de variable j = k 4+ 1 dans T, 11 pour en déduire expression simplifiée de T),11 — T, (il doit
rester trois termes)
Pour la majoration, remarquer que a; +as + -+ ay < le?x ag

1 1

1 (In(z +1) —Inz) et  — (In(z + 1) — Inx) — — puis placer les limites
x x

aux bornes.

En remplacant x par k et en sommant, on obtient la limite

Indication pour I’exercice [1.3|:

1.

2.

1 1
Pour obtenir la montonie de H et K, étudier le signe des fonctions x — oy —In(z4+1)+Inzet x — In(z+1)—lnx——
x x

en étudiant leurs variations (en n’oubliant pas de préciser les limites aux borne)

RAS
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PCSI : entiers naturels, suites 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de ’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)
Correction de 1’exercice : Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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