PCSI : revisions fonctions, complexes

1 EXERCICES
1 Exercices

Exercice 1.1

[.

1. Soit « un réel appartenant a | — g,

[N

. l+itana
(a) Déterminer le module et 'argument du complexe ———

(b) Calculer (””ano‘

1—itana
n

- ) pour tout entier naturel n.
—itan o

. 1+itana
(c) Résoudre I’équation 2° =

1 —stan o

N3 N .
1 1 1
2. Résoudre dans R 1'équation (F) : ( + wc) + ( i zm) + ( + zx) 1=0

11— 11— 11—
n 1
Exercice 1.2 On pose s,(x) = Y sinkz et S, (z) = = > sk(z).
k=0
Calculer S, (x).

Exercice 1.3 1. Justifier que Vo € R,

— <In(1 < i Vo e Ry,
T2 n(l+ z) < z puis que Vz i

T4 a2 <arctanz < x
T

2. Soit n un entier, x un nombre réel et z, le complexe défini par z,, =

1 __\n
(1+2)

(a) Donner le module p,, de z, ainsi que son argument ¢,,.
(b) Encadrer Inp,,. En déduire

lim Inp, puis
1

lim . Déterminer lim .
n—-+oo n—-+o0o pn n—-4oo <p"
Interpréter géométriquement les résultats précédents.

Exercice 1.4 Soit f la fonction définie par f: z — In(z + Va2 4+ 1)

1. Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle & expliciter.

2. Déterminer ’antécédent de 0 puis de 1.

3. Expliciter la réciproque de f
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2 Indications

Indication pour I’exercice [1.1]:

1. (a) Revoir les propriétés algébriques du module et de 'argument ainsi la méthode de détermination de 'argument
par la tan
1+itana
1—-itana
1+itana

1 —itana
our,pe Ry et B, p R

(b) Ecrire

sous forme polaire et utiliser Euler

(¢) Ecrire et z sous forme polaire. Utiliser ensuite que re?? = pe’® ssi r = p et § = pmod 27, dans le cas

2. Justifier que z = tan « pour un certain «, utiliser Moivre et se rappeler ce que vaut 1+ q + ¢% + ¢>

Indication pour I’exercice :  Pour la premiére somme, utiliser que sin kz = Im [(em)k] puis utiliser I'égalité que

exp(a) £ exp(b) = exp(a —2|— b)(exp(a g b) + exp(— a—?b

)

pour simplifier la somme.
Pour la seconde somme, utiliser les formules de développement du type sinasinb = 0 puis exploiter I'astuce précédente
sinkz = Im [(e"*)*] et coskz = -

Indication pour I’exercice [1.3|:

1. Un encadrement a < b < ¢ signifie a < b et b < ¢. Pour chaque inégalité, introduire une fonction convenable et dresser
son tableau de variations en placant les bornes.

2. (a) Voir les propriétés algébriques du module et de 'argument ainsi la méthode de détermination de argument par
la tan. Pour la valeur exacte de I’argument utiliser que p cos ¢ =abscisse

(b) Pour les encadrements, voir la question 1. Pour Iinterprétation, utiliser que p,, — p et ¢,, —  alors p, e!?n — pe'?

Indication pour I’exercice [1.4] :

1. Pour le domaine de définition, justifier sans calcul qu’il contient Ry puis résoudre l'inéquation = + v/x2 + 1 lorsque
2 < 0. Pour la bijection, il est utile de simplifier au maximum la dérivée)

2. Revoir la définition d’un antécédent. Pour 0, on peut le faire de téte. Pour le second se ramener & équation du type
a=+b puis élever au carré.

3. Pour y fixé, rechercher son antécédent par une méthode similaire au 2 en n’oubliant que ’antécédent doit appartenir
a ...

www.mathematiques.fr.st 2 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PCSI : revisions fonctions, complexes 3 CORRECTIONS

3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

14it 17 (tana)? 1+it
:| +z- ana|: + (tana) :1etargw:arg(lJritana)farg(lfitana).
|1 —itan | 1+ (tana)? 1—itano
tan o

L (a) p=

1+itana
1 —stana

Soit @ l'angle polaire de 1 4 itan« alors tanf = = tana (faire un dessin en plagant z = z + iy et

faire de la trigo dans le triangle (O, (z,0),(0,%))). On en déduit que § = amod 7. Ensuite, on a pcosf = 1 <

1+ (tana)?cosf =1 < cosf = = cos o (puisque a €] — donc cos @ > 0). Par conséquent,

22[

1+ (tan)?
les égalités cos @ = cos « et tan § = tan « combinées au fait que 6 et « appartiennent a | — 7, [ permettent d’écrire
T
que 6 = a, c’est-a~dire arg(1+i tan o) = . En remplagant « par —a €]— 5 5[, on peut écrire arg(l—itan o) = —«
1+itana
et on a donc arg ; =a-—(—a) =2a
1 —idtana )
ttan )
Conclusion : on a montré que +7 = 2o,
1—itana
1+itana\” , .
(b) +7 = (&%) = 2" = cos 2nar + i sin 2na
1—itana
. 1+itana 3 . ) . .
(c) Puisque T itena est un complexe non nul, on est assuré que les solutions de 1’équation sont non nulles. Soit z
—itana
. o ; . , l+itana 2
une telle solution, on peut donc 'écrire z = re*¥? (avec r > 0 et ¢ € R) et puisque 'on a T itona — e”'™, on en
—itana
déduit que r°e%% = 2@, Cette derniére égalité est équivalente au systéme
Po= 1 r = 1 r = 1
= 2 2r & 2 27
{ 5p = 2amod2rm p = go‘m‘)d? p = Sa—i_k?’ k € [0,4]

(puisque les angles géométriques sont définis & 27 prés ou encore que la fonction ¢ — et est 27-périodique). Par

1472t 2 2
conséquent, ensemble des solutions de 1’équation 25 = S itana est S = {exp(goz + k%), k € ]0,4]}.

1 —itan«

™

2. La fonction t +— tant réalise une bijection de ] — [ sur R donc il existe un (et un seul) réel « tel que = tana.

2
1+x 1+ 1+x
FE): 1=0
(E) (1—ix> (1—zx> (1—ix>+
1+itana 3+ 1+itana 2+ 1+itana L1=0
1—itana 1—itana 1—itana e

1+itana
1—itana

m:n

L’équation

s’écrit donc

La question 1 montre que < ) = e ce qui nous donne ’équation

(ezm)3 F(e2i®)2 4 g2 1 =,

Si e?* =1 & 20 = 0mod 27 < « = Omod 7 alors x = tana = 0. Or z = 0 n’est pas solution de 'équation (E) car
14+141+1%0. Donc on est assuré que e?“ = 1, ce qui nous donne

(23 2ia\2 | 2« _ 1= (¥ ) _ 1= e 8ia _ _ d _ ar
0= ()" + () +e¥* +1= T otia = ] _omia O =1 8a=0mod2r < a=0mo 1
Or nous avons vu que légalité = 0mod 7 est impossible et par définition o €] — 2 5 [ donc les seules valeurs possibles
pour « sont —% et Z Par conséquent, les seules valeurs possibles pour x sont z = tan(—%) =—letz= tan(z) =1.
1+ (1+14)?2 1—i
Réciproquement, puisque 1 + - = (|1 + .|)2 =iet T = —1i, un calcul, laissé au soin du lecteur, montre que x = 1 et
—1 — 1 ]
x = —1 sont bien solutions de (E).
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Correction de I’exercice ¢ Lorsque z = Omod 7, on a sin kz = 0 donc s,(0) = 0.

, x
Si  # 0mod 7, alors e # 1 et sin - # 0, ce qui nous donne

sn(x) = Zsin kx = Zlm(exp(ikz)) =1Im lz exp(ikx)] =1Im [Z(exp(ix))k] =Im {1 — (exp(iz))"* }

= = = = 1= el
_ Im'l—(expa(nu)x)} I b ((”Z”> T <(n§1)>p ((n;w
1—exp(iz) | astuce o (%) exp(_%) B eXp(%)
_ inz\ P st — exp _intle ) gisin (DT
ey @ (5) oo (1) 2050 (5)
- _exp (2> eip@—exp(—f) e (2> 2zsm<1'2>
i sin [ (E LT sin [ E L2 gin (2D
() C) 2O () 2 B )
L 2 2 2

(dans la derniére ligne, on a utilisé que Im(az) = aIm z lorsque a € R).

—-b b
Puisque 'on dispose de 1’égalité 2 sin a sinb = cos <a2) — cos (a; > ,on a

i (5) 0 = 3 (O i () = oo o (4 5)
k=0 k=0

La suite est indisponible actuellement (mais cela va venir)
Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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