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1 Généralités sur les fonctions

Exercice 1.1
Etudier les fonctions
1
a.  — In(e?® —2ch(1)e® +1) b. z— z(1+ —)*
T
1—x

1+
e. ¥ — arccos(1 — x?)

x ) d.oxs (x— 2)7Bur2

) + arcsin( Tz

c. x — arccos(

Exercice,].2

Calculer > CFch(kx),
k=0 k

3 Ck sh(kz).
=0

Exercice 1.3

Résoudre I'équation Y sh(2+ kz) =0
k=0

Exercice 1.4
Résoudre I’équation arcsin(2x) = arcsin(z) + arcsin(zv/2).

Exercice 1.5
Calculer arctan 2 + arctan 5 + arctan 8

Exercice 1.6
Résoudre I'équation tan(3 arcsinz) = 1. On exprimera les trois solutions au moyen de radicaux.

Exercice 1.7
Calculer arctan 1 + arctan 2 + arctan 3.

Exercice 1.8 2

Etude de la fonction arccos(-— 5) -+ arcsin(

1+1¢ )

t
1+41¢2
Exercice 1.9
On donne deux entiers p et ¢ vérifiant : 0 < p < q.

1. Calculer arctan P + arctan q
q

1
2. Calculer 4 arctan 3 et a l'aide de la question précédente en déduire la formule de Machin

™ _ Jarctan - t
- = arctan — — arctan ——
1 5 239

Exercice 1.10
1. Expliciter un polynome @ tel que sin 3z = sin xQ(cos z)

2. Résoudre I'équation sin 2z = sin 3z de deux manieres différentes.
us 37 27
3. En déduire les valeurs de cos 3 et cos 5 puis celle de cosg.

4. Montrer par récurrence (sans la formule du bindme) que Vn € N, 3P, et @Q,, deux polynomes tels que cosnz = P, (cos z)
et sinnx = (sinxz)Q,,(cos x)

Exercice 1.11

Déterminer inf sup | 22 + tx |
tERmE[O;l]

Exercice 1.12
L’ensemble A suivant possede-t-il une borne sup, une borne inf, un max, un min. Si oui, les calculer.

n+ (=1)"

e

n > 2}
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2 Continuité

Exercice 2.1
Soit f une fonction définie sur [0, 1]

1. Montrer que (f continue et injective sur [0, 1]) = (f monotone)

2. Montrer que (f monotone sur [0,1] et Vz € [f(0), f(1)], 3c € [0,1] tel que f(c) = z) = (f continue sur [0, 1])

Exercice 2.2
Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que Vz € [0, 1]

1. f(z) < g(z) alors Im tel que Vz € [0,1], f(z)+m < g(x)
<

2. 0< f(z) < g(z) alors 3C > 1 tel que Vz € [0,1], Cf(z) < g(z)
1
Exercice 2.3 -
4 _
Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = M
x

1. Montrer que f se prolonge par continuité en 0.

2. Déterminer lim f.
+o00o
3. Montrer que f est bornée sur R, et atteint ses bornes.

Exercice 2.4
Soit f une fonction continue en 0 et telle que f(z +y) + f(z —y) = 2(f(z) + f(y))

1. Calculer f(0). Etudier la parité de f.

2. Montrer que f(nz) = n?f(x) pour tout entier n et tout réel z.

3. Montrer que f(pz) = p?f(x) pour tout rationnel p et tout réel z.
Indication : on calculera de deux fagons b? f (%x))

4. Conclure

Exercice 2.5
Soit f.une fonction croissante de R dans R telle que f(xz +y) = f(x) + f(y).

1. Montrer que
a) f(px) =pf(x) Vpe NVz e RD) f(0) =0et f(—z)=—f(x) Vx € R

2. En déduire que
a) f(n) =nf(1)Vn e Nb) f(n)=nf(l)VneZc) f(x) =zf(1) Vx € Q

3. Déterminer f.

Exercice 2.6
Soit f une fonction continue sur [a, ] et telle que (f(z))? =1 Vx € [a, b]
Montrer que f(z) =1 Vz € [a,b] ou f(z) = —1 Vz € [a, b]

Exercice 2.7
Soit f une fonction continues sur [a, b].
Montrer que pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que Vz,y € [a,b], |f(z) — f(¥)] < e+ alz —y)%

Exercice 2.8 1
On considere la fonction f(z) =< (1+a?)r six #0
1 siz=0

1. Etudier la continuité de f

2. Déterminer ses limites en +00 et —oo
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3 Dérivabilité
Exercice 3.1 {

fla) = exp(" ) siw £ 0
F0)=a

Etudier la continuité et la dérivablilité de f selon les valeurs de a. f’ est-elle continue ?

Soit f la fonction définie sur R par

Exercice 3.2

Soit f la fonction définie par f(t) = (1 —t)v1 — 2
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition.

2. Calculer, le cas échéant, sa dérivée.

Exercice 3.3
Soit f une fonction définie sur un certain intervalle I contenant 0.

f@) + fy)
1 — f(x)f(y)

On suppose que f est continue et dérivable en 0 et que f(x + y) = pour tous z,y € I

1
1. Calculer f(0). Montrer qu’il existe un intervalle | — a, a[ sur lequel |f(z)| < 7

2. Montrer que la fonction f est continue sur | — a, af.
3. Montrer que la fonction f est dérivable sur | — a,a[ et calculer sa dérivée.

4. En déduire la fonction f recherchée. Pouvait-on 'intuiter ?

Exercice 3.4 n
On considere, pour tout entier n, les fonctions f,,(t) = etdt—n(t”e’t)
1. Montrer que f, est un polynome de degré n et expliciter ses coefficients.

2. Montrer que la famille (f;)o<k<n est une base de R, [X].
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4 Fonctions de classes CF

Exercice 4'gin(x)
Soit f(x) = sixz#0

Appliquer le TAF sur [0,z] & ¢t — cos(t) et t — tcos(t) — sin(¢).
En déduire que f se prolonge de facon C! sur R puis calculer f’

Exercice 4.2 4. 1 0
Quelle est la classe de la fonction z — ¢ * ®M 5 517 70 Possede—t-elle un DL3(0) ?
Osiz=0
Exercice 4.3 DIV
Pour n entier naturel, déterminer la classe de la fonction f(z) = { (1 Oac ) xs?n[onL 1
(c’est-a-dire déterminer le plus entier k tel que f soit C* sur R).
Exercice 4.4 exp 1 ) si @ €a, b]
On consideére la fonction f(z) = P (x —a)(z—b) T ootta<b
0 sinon
1. Montrer que f est C! sur R
1
2. Décomposer en éléments simples ——— .
(x —a)(xz —b)
1
3. On pose h(x) = exp
Montrer que pour tout entier n, il existe un polynéme P, tel que hl™ (z) = exp( )
(x —a)nt! x—a

4. En déduire la forme de f(") et montrer, par récurrence, que f est C" sur R pour tout n.

Exercice 4.5
Soient a,b € R et f(x) = (z —a)"(x —b)"

1. Calculer £ (x)

2. Si a=b, calculer (™) (z) par une autre méthode
3. En déduire Y (Ck)2
k=0
Exercice 4.6

Pour tout entier n, on pose Ly (z) = ((z% — 1)")"™

1. Calculer ((x2 — 1)n)\(f)::|:1 pour k € {0,..,n — 1}

2. Montrer que L,, posséde n zéros distincts appartenant & | — 1, 1].

3. Montrer que (Lg)o<k<n est une base de R,,[X]

Exercice 4.7
Soit f une fonction de classe C? sur |a, b|

1. Montrer que pour tout x €]a,b[ et tout h suffisamment petit, il existe £, , € Ja, b[ tel que
f(x+3h) —3hf(x+2h) + 30 f(x + h) — f(z) _
h3 =f (fm,h)
_ 2 7
2. Caleuler Jim fle+3h) = 3hf(z+ 2}2 + 312 f (@ + h) — (=)

Exercice 4.8
Soit f une fonction de classe C? sur [a, b].
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1. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que = f( 5 ) 3 1" (¢
2. On suppose que f” > 0 sur Ja, b|
(a) Montrer que Va,y € [a,b] f(x ;L y) < /() ; 1)

(b) En déduire que f est convexe sur [a, b]

Exercice 4.9
Soit f une fonction C? sur [a, b].

Montrer qu'il existe & €]a, b tel que f(b) = f(a) + (b— a)f’(a -2|- b) N (b ;4&)3f(3) ©
(on pourra considérer g(t) = f(a —2|— b —1) — f(a —2|' b +1)

Exercice 4.10
Soit f une fonction de classe C*° sur R. Soit k& un entier et a € R.

1 k
On pose (Akaf)(h) = 1 3 (~1)*Cf(a+ gh)
q=0
1. Calculer }lbirr%)(ALaf)(h) puis }lin%)(Ag’af)(h).
2. Calculer dans le cas général }llin%)(Akﬂf)(h)

Exercice 4.11
Soit f une fonction de classe C" sur [a,b], a1 < .. < a, des points de [a, b].
Le polynome interpolateur P de f en les (a;) est défini par

P@) =3 S [T o=

k=1 j#£k
Montrer que pour tout z € [a, b], il existe £ €]a, b[ tel que

(x —ay)..(x —ayp)

n!

f(a) = P(x) = £
x—ay)..(x —ap)

' en choisissant A convenablement)
n!

(on commencera par introduire une fonction g(z) = f(z) — P(z) — A<

Exercice 4.12
Soit f une fonction C' et bornée sur R. On suppose que f’ possede une limite finie en 4oo.
Que peut-on dire de cette limite ?
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5 Bijections

Exercice 5.1
Soit f définie sur R* par f(z) = = + In(z)

1. Montrer que f réalise une bijection de R* sur R
2. f~1 est-elle dérivable sur R ?

Exercice 5.2
Soit g: x — x+ Inzx.

1. Etudier g. Montrer que g possede une fonction réciproque f, strictement croissante, de classe C!, strictement positive

sur R.
o f(z)
2. Montrer que z —Inz < f(z) <« Vo € Dy. En déduire que ——= = 1.
xT oo
3. On considere la fonction h(z) = f(z) — (z — Inz).

Montrer que ——= — 0 puis que h(z) = —In(1 + —= ).
T 4o T x
En déduire la limite de h en 400 puis 'asymptote de h en +oo

4. Tracer les courbes de f et g.

Exercice 5.3
Etudier la fonction f(t) =

ot et montrer qu’elle réalise une bijection de ]0; +o0o[ sur un intervalle & déterminer
—e
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6 Développements limités

Exercice 6.1
Déterminer les asymptotes (ainsi que leurs positions) en +00 et —oco de

flz) =2(vVa2 + Vot +1 - 22)

Exercice 6.2 sin(m))Sh(w) . (Sh(x))sin(m)

lul li
Caluleer T, () @) — ((th(z)) o



file:www.mathematiques.ht.st

www.mathematiques.ht.st

7 Groupes, anneaux, corps.

Exercice 7.1
Montrer que R munit des loisz @y =x+y—1et z @y =+ y — 2y est un anneau. Est-il commutatif ? (R, ®, ®) est-il un

corps ?

Exercice 7.2
Les ensembles suivants sont-ils des groupes ? Si oui, sont-ils commutatifs 7

R—R
LA T axr+b }

2. Rz muni de la loi (1'1, mg) D (yl,yg) = (I’lyl + 21‘2y2,$1y2 + (Iigyl)

r+y
1+ 2y

3. ]—1,1[munidelaloiz®y=
Exercice 7.3
Soit K = Q(v/3i) = {a + b\/3i, a,b € Q}.
1. Montrer que K est un corps.

2. Pour tout x = a + bv/3i € K, on pose N(a + bv/3i) = a? + 3b%.
Montrer que N est un morphisme du groupe (K, x) dans (R, ).

3. Soit A = Z(+/3i) = {a + b\/3i, a,b € Z}.

(a) Montrer A est un anneau. Est-ce un corps ?
(b) Montrer que (z € Aet x71 € A) & N(z) = *1.

(¢) Déterminer les éléments inversibles de A.


file:www.mathematiques.ht.st

www.mathematiques.ht.st

8 Polynomes

Exercice 8.1
Quelle est la multiplicité de a dans P(X) = (X —a)” — X" — a”

Exercice 8.2
Factoriser (X + 1)" — €2**(X —1)" dans C puis dans R

Exercice 8.3
Déterminer les polynomes P tels que le reste de la division de P par

e (X +1)3 soit —5
e (X —1)3 soit 11

Exercice 8.4
Montrer que Vm,n,p,q >0 X3 + X2 + X + 1 | X4m+3 4 xdn+2 4 xdrtl 4 xda

Exercice 8.5
Soit P un polynome de la forme P(X) = X3+ pX +qgolu p,g € R

1. Montrer que P posséde une racine double ssi 4p3 + 27¢%2 =0

2. On suppose que P possede 3 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que 4p® + 27¢® < 0.

(b) La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 8.6
On veut déterminer tous les polynomes P tels que

P(X?) = P(X)P(X —1).
1. Justifier que si z est racine de P alors 22 et (1 + 2)? est racine de P.

2. On supose que z est une racine de P distincte de 0.
Montrer que |z| = 1. (on pourra étudier la suite 2,1 = 22 avec zg = 2.

3. Montrer que |z —j| =1siz# j et |z—j2| =1siz# 5%
4. Déterminer les racines possibles de P

5. En déduire tous les polynomes solutions de (E)

Exercice 8.7
Déterminer tous les polynoémes complexes P tels que P(1 — 2X) = P(X)

Exercice 8.8
Factoriser dans R le polynome 3X4 — 19X3 +9X? — 19X + 6

Exercice 8.9
1. Montrer que (X° -1, X2+ X +1)=1

2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entre X® —1 et X2+ X +1

Exercice 8.10
Montrer que Vn >0, (X —2)(X = 3) [ (X = 2)"+ (X —-3)" —1

Exercice 8.11

P=X%—-13X*+67X% - 171X2 + 216X — 108
Calculer (P, P’). En déduire la factorisation de P.

10
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Exercice 8.12
On pose P(z) = (z +1)" — exp(2ina) ol a est un nombre réel.

1. Factoriser P

n—1 n—1 k i
2. En déduire que 1 — exp(2ina) = (—1)" [] zx puis que [] sin(a + —W) = sm(:a) —1.
k=0 k=0 n 2
14 k
3. Calculer [] cos(i)
k=0 15

Exercice 8.13
Montrer qu’il n’existe pas de polynoéme P € Z[X] tel que P(n) soit un nombre premier pour tout entier n.
(indication : on pourra considérer P(n + P(n)) et remercier Taylor)

Exercice 8.14

Soit p(z) = > a;z’. On suppose que tous les a; sont des entiers.
i=0

1. Montrer que si p a une racine rationnelle — alors « divise ag et 8 divise a,.

8

2. On considére le nombre v/2 4+ v/3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine d’un polynéme de degré 2.
En déduire, a I'aide du résultat précédent qu’il n’est pas rationnel

11
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9 Fractions rationnelles

Exercice 9.1 3

Décomposer m dans C puis dans R

Exercice 9.2
1. Soit P,@ € R[X], deg @ = n, admettant n racines réelles distinctes x1, .., z, et deg P < n
P n P(xy,
Montrer que (2) = (zk)

Qz) = Q'(wp)(w —ap)

2. Soit P € R[X], deg P = n, admettant n racines réelles distinctes x1, ..,z

" 1 1
Mont S
(a) Montrer que Z; P () 20
n 1
b) Montrer que =0
() 4 kX::l P'(zy)

12
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10 Arithmétique

Exercice 10.1
Montrer que 2" — 1 | 2" — 1. En déduire que 2" — 1 premier = n est premier.

Exercice 10.2
Pour tout entier n, on pose F,, = 2" + 1.

1. Montrer que n est impair alors F;, n’est pas un nombre premier.
2. On suppose que n est de la forme 27(2k 4+ 1) avec k > 1. Montrer que F,, n’est pas un nombre premier.

3. En déduire que si F), est nombre premier, alors n est une puissance de 2.

Exercice 10.3
Montrer que Vn > 1,

1. 3 )22+ 41
2. 220 4 1(22°C@n+1) 4 1 vg >0

Exercice 10.4
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que Vk € {1,..,p—1} p/| C}’,f
2. Montrer que Vn > 0 p | n? —n puis que p | n?~1 — 1

Exercice 10.5
Déterminer les solutions entieres (z,y) de 323z — 391y = 612

Exercice 10.6
Soit n et m deux nombres premiers entre eux.
On note (E) '"équation nz +my = nm — 1

1. Déterminer la forme générale des solutions entie¢res de (E)
2. Montrer que (F) ne possede pas de solutions entieres positives.

Exercice 10.7
1. Soient n,m, q,r quatre nombres entiers positifs. tel que n = gm + r.
Mountrer que (a™ —1,a™ — 1) = (a™ — 1,a" — 1) ou (,) désigne le pged

2. Montrer que (a™ —1,a" — 1) = a(»™) — 1

13
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11 Nombres complexes.

Exercice 11.1 y— Uz
Soit u € C\{1} et z € C. Montrer que

eER<Ju=1
—u

Exercice 11.2

1+ 144
Résoudre I'équation ( Ty, Lt

)’I’L

onta€RetneN

1—iz’  1—ia

Exercice 11.3
Résoudre I'équation sin(4z) — v/3sin(3z) + 2sin(2z) = 0

Exercice 11.4
On considere I'équation (E): 2% + 23 +224+2+1=0
. . . 1
1. Résoudre cette équation en posant Z = z + —
z

. 2
2. Montrer que les racines 5¢™¢ (sauf 1) sont solutions de (F). En déduire la valeur de cos(%)

Exercice 11.5
1. Résoudre I’équation 1 + z + 22 4+ 23 4+ 2% = 0.

a+b a+b
ia ib a—b, i ) ia ib Y ¢ B i )
2. Montrer que €** + e*® = 2 cos( Je 2 " ete—e® = 2sin( e o 2
3. Retrouver ainsi des formules trigonométriques remarquables.
11—z 1=z 11—z 1—z
4. Résoudre I’équation 1 2 3 1=0
ésoudre 1’équation +(i+z)+(i+z) +(i+z) +(i+z)

Exercice 11.6 1 1

1. Montrer que Vn > 0, il existe un polynéme P, de degré n tel que P, (X + X) =X"+ <

2. En déduire cos(3z) et cos(5z) en fonction de cos(z).

2 2

3. En déduire les valeurs exactes de cos( g) et cos( g)
Exercice 11.7
Soient z1, .., 2z, n nombres complexes

1. Montrer que | > 2z |< > | 2k |

k=0 k=

2. A quelle condtion a-t-on 1’égalité (on traitera pour commencer le cas n = 2) ?

Exercice 11.8 .
271 L k
On pose ¢ = exp(—). Calculer > ’C - 1’
n k=0
Exercice 11.9
Donner une CNS sur n € N pour que (1 +14v/3)" + (1 —4/3)™ soit un nombre entier positif.
Exercice 11.10
Soient IT = {z € C tel que Im(z) > 0} et D = {z € C tel que | z |< 1}.
z—1
1. Montrer que Vz € 11, - D.
z
I—D
2. Montrer que ’application f : - z — 1t est une bijection puis calculer sa réciproque.
z+1

14
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Exercice 11.11

6 6 4 15 2 10
Simplifier ’expression cos(6z) + 6 cos(dz) + 15 cos(2z) +

cos(5x) + 5 cos(3z) + 10 cos(x)

Exercice 11.12 . cos(kx)

Résoudre 1’équation =
ation 2ok (@)

Exercice 11.13

n
1. Soit z un nombre complexe différent de 1, calculer _ z*.
k=0

n S )it
2. Démontrer que Vn € NX, Y kib~! = tom (721 +1)i
k=1

3. En déduire les sommes
S1=1-34+5-T4+---+(=1)P(2p+1) et Sg:2—4+6—8+---+(—1)(”+1)2p.

15
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12 Suites
Exercice 12.1 L, 42
xercice 12. Uns1 = —Un + —vp + 21
Soient u et v deux suites telles que 3 3
Un41 = gun + gvn +1

On introduit les deux suites t et s définies par t, = u, + v, €t S, = Uy — Uy

1. Exprimer une relation de récurrence satisfaite par t et s.
n—1

2. Calculer de deux fagons différentes 3 (tx4+1 — t). En déduire ¢,, en fonction de n et de t.
k=0

3. Montrer que la relation de récurrence vérifiée par s est satisfaite pour une suite de la forme an + b.
4. Etudier la suite s, — (an + b) ol a et b ont été déterminer par la question précédente. En déduire s,,.

5. Expliciter u,, et v, en fonction de n, ug et vg.

Exercice 12.2 n=1 13 4 3k2 + 9k + 2

On considere la suite v,, = kl;ll( 1302 1 2%

)

1. Etudier la monotonie de v.
2. Montrer que Vz € [0,1], In(1 + z) < z.

23+ 322 +2x—2
3 + 322 4+ 22

3. Décomposer en éléments simples

4. Montrer que la suite v est bornée. Conclusion

Exercice 12.3
Soit u une suite définie par u,4+1 = 2 ¥u, avec ug > 0.

1. Montrer que Vn > 0, u,, > 0.

2. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite (indication : on pourra s’aider la suite v, = lnuy,)

Exercice 12.4 0

Etudier la suite u, = Y F
k=0 Cn

Exercice 12.5 1 "

1
On pose u,, = (kzz:l E) —In(n) et v, = (k:1 E) — — —In(n).

1. Etudier les suites u et v.

LN
2. En déduire un encadrement de (> E) puis un équivalent
k=

—_

Exercice 12.6

L
Soit a > 2. On pose S,, = —
-1 k©
k=1
. . 1 1 1
1. Montrer que la suite S' converge si &« = 2 (on pourra comparer = et o1 E)
2. Si a > 2, que peut-on dire de la suite S 7
Exercice 12.7 n
Montrer que la suite u,, = - k! converge vers 1.
T k=0
Exercice 12.8 1 1 1

1. Montrer que pour tout entier n non nul, on a —

Vi Vil 2t YTl

16
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1 1 1
.+ —=
V1 2v2 ny/n

2. En déduire que la suite d,, = converge

Exercice 12.9 n
On pose P, (z) = -1+ Y 2.
k=1

1. Montrer que I’équation P,(xz) = 0 posséde une unique solution z,, appartenant a [0;1].
. . L 1
2. Montrer la suite x est décroissante, minorée par 3
. 1
3. Montrer que la suite x converge vers 3

Exercjce 112. 10

un:kgoﬂetvn:un+nxn!

1. Montrer que u et v converge vers la méme limite [ (= e).
2. On suppose que I € Q. Que peut-on dire de n!l lorsque n est assez grand.
3. Encadrer n!l et en déduire une contradiction
gxercme 12.1 . 1 . 1 . 1 . . 1
nposedp=-—+-—+..+ ——=+— e =a —.
P "1z 22 (n—1)2  n? "

1. Montrer que ces deux suites convergent.

1 1 1 1
2. Soit a un réel > 2. Montrer que la suite ¢, = 1= + % + ..+ W + v converge
Exercice 12.12 kno 1
Soit k un nombre entier non nul et u, = Y, -.
l=n+1 l

Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite

Exercice 12,13

. k
Soit u, = k];ll(l + "

).

2
1. Vérifier que = — % <In(l+z) <z Vzel]]

2. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite

n (e}
3. Montrer que pour tout o > 1, la suite v, = kl;lo(l + na+1) converge.
Exercice 12.14 n
1. Montrer que la suite (> ——),, est convergente.
k=1MN + k
n 1
2. Montrer que la suite —— ), est convergente.
d O T &
Exercice 12.15 14 au
Soient @ un nombre réel positif et u la suite définie par u,+1 = +7n (up > 0)
a + Uy

o Un — , . . 7 J 2, . .
Vérifier que v, = n définie une suite géométrique. En déduire limu
Unp, +oo

Exercice 12.16, 1
On pose u, = —
k=1 K

Montrer que in(n+1) < wu, <lIn(n)+1
En déduire un équivalent de u.,

17



Exercice 12.17
Soit o ¢ Z. Montrer que la suite (e*™"),,~ n’est pas convergente

Exercice 12.18 "
soit z € R et u, = [] cos(5;)
k=0 2
1. Simplifier sin(x)uy, sin(z)ug, sin(z)us. Que remarque-t-on ?

2. En déduire une forme simplifiée de u,, puis déterminer lﬁmu
(oo}

Exercice 12.19
Soit v un nombre irrationnel. On pose u,, = na — E(na).

1. Montrer que u, € [0;1] Vn € N et que u,, # U, sin#m
1
2. Montrer que VN € N, In,m € {1,.., N + 1} tels que |up — tp| < N

1
(on écrira [0;1] comme la réunion de N intervalles de longueurs N)

3. En déduire que Ve > 0, Ip,q € Z* tel que 0 < |pa+ q| < e.

4. Encadrer z — (pa + q)E( ’ ). En déduire que I'ensemble {na +m, n,m € Z} est dense dans R.
b

o+ q

Exercice 12.20
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites u et v par

2U,v Up + U
up =a,vo=bet ¥n = 0,Up 1] = ——— Vpyq = ——-"
Uy, + U, 2

1. Montrer que Vn = 0, 0 < u,, < vy,.
2. Démontrer que Vn > 0, vp41 — Upy1 < %(vn — Up).

3. Montrer que les deux suites u et v sont convergentes.

=~

. Calculer de deux fagons différentes la limite de wy1v,+1. En déduire la limite de u et v.

18
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13 Suites u, 1 = f(uy)

Exercice 13.1
Etudier les suites suivantes

1. Upq1 = ug >0

2y,

2
2. Up41 =3 — — (étude complete)

a
3. Upt1 = Uy + — avec a > 0 et ug # 0.
Up,

Exercice 13.2
Soit f définie sur R* par f(z) =z + In(x)

1. Montrer que f réalise une bijection de R* sur R
2. On pose u, = f~1(n) pour n > 0.
(a) Etudier la monotonie de u puis lim wu,
n—-+4oo
(b) Montrer que n — In(n) < u, < n. En déduire un équivalent de u,,

(¢) On pose v, = u,, — n. Montrer que v, ol In(n)
o0

In(n 1
(d) Montrer que u, =n- In(n) — fz ) + O(ﬁ)
Exercice 13.3 .
>0
On counsidere f(x) =4 e* — e
1 siz=0

1. Montrer que la fonction f est C!' sur R, puis dresser ses variations.
/ ‘ 1
2. Montrer que f’ est bornée par 5 sur Ry

3. On cousidere la suite z, 1 = f(z,) avec zg = 0.
Montrer que la suite est bien définie et qu’elle converge.

=1 six #0

Exercice 13.4
On consideére la fonction f(x) =
1 siz=0

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle & déterminer.
2. Résoudre I'inéquation f~1(z) > x..
3. On considére la suite u définie par u, 1 = f~1(uy) et ug €]0,In2].

(a) Montrer que Vn >0, u, €]0,1n2[.

(b) Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.

Exercice 13.5
Etude complete de la suite u, 11 = u, — u? avec ug € R

Exercice 13.6
Etude complete de la suite u définie par u,4+1 = 2u, + /u, avec ug > 0.

Exercice 13.7

. . 1 a
On considere la suite z, 11 = Q(x” + —) avec xg = a et a > 0.
Ty,
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1. Montrer que Vn > 0, x,, > 0.

2. Ecrire un algorithme qui demande la valeur de a ainsi que n et qui calcule x,,.

Tn —/a
Tn +r/a

(a) Montrer que la suite v satisfait une relation de récurrence que 1'on explicitera.

3. On pose vp41 =

(b) Montrer que la suite & converge vers \/a.

Exercice 13.8

n gk
Soit a € [0,1[. On considere la suite u définie par wu, Z Nk
ak
1. Montrer que la suite u est majorée (indication :Vk > 0, o < ak).
2. Montrer que la suite u converge.
k
3. Ecrire un algorithme qui calcul — o

4. Ecrire un algorithme qui calcule Z %

5. On admet que la suite u converge vers e*. Comment calculer e* six > 07 sixz <07?

Exercice 13.9 1

On considere la suite définie par u,41 = 3 +in 2 avec ug €] — 1,1

1. Ecrire un algorithme qui demande la valeur de ug et de n et qui calcule u,,.
2. Montrer que Vn > 1, u, € [0,1].
3. Etudier la monotonie de u.

4. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite
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14 Ensembles

Exercice 14.1

Soit R une relation symétrique et réflexive sur un ensemble X. On définit une relation S sur X par
xSy ssi In € Net zg,..,2, € X tel que zg =z, 2, =y et Vi € {0,..,n — 1} z;Rzi1

Montrer que R est une relation d’équivalence sur X.

Exercice 14.2
1. Combien y-a-t-il de multiples de p* dans {1,..,n} ?

2. Quelle est la puissance de p dans n! 7

Exercice 14.3
Soient n dans N* et E un ens fini & n éléments. Déterminer le nombre de couples (X,Y) dans P(E)? tq X C Y.

Exercice 14.4
Soit E un ensemble de cardinal n.

1. Combien y-a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que

(a) AnNB=g27?
(b) AUB=E?

2. Combien y-a-t-il de triplets (A, B,C) de parties de FE tels que AUBUC =FE ?
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15 Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 15.1 1 2 3
Montrer que F; @ Fy = R3 avec F} = Vect(| 3 |, | 1]) et Fy = Vect(| 2 ])
2 3 1

Exercice 15.2
F={(x,y,2) € R? tel que z +y + 2z = 0}

1. Montrer que F' est un espace vectoriel et déterminer une famille génératrice
2. Montrer que G = Vect((2,1,0)) est un supplémentaire de F. Est-ce le seul 7
3. Déterminer la projection de R sur F parallelement a G

4. Déterminer la symétrie de R3 sur F' parallelement & G

Exercice 15.3

4 2
Soit f I'application définie par f : RT—R

(x,y,2,t) = (r+ 3y — 2z = 5t,x + 2y + z — t)
1. Montrer que f € L(R* R?).
2. Déterminer son noyau et son image.

Exercice 15.4
Soit f : R3 — R3 telle que f(z,y,2) = (v + 2y, 47 — y, —2x + 2y + 32)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
1
2. Montrer que 3 f est une symétrie et la caractériser.
3. L’application f est-elle bijective ? Si oui, déterminer f~!.

Exercice 15.5
On considere I'application de R* dans R? définie par f(z,y, z,t) = (x —y + 2 + 2t, —x + 2y + 32 + 1)

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer son noyau et son image

3. Montrer que ker f et F' = Vect((1,0,0,1),((0,0,1,0))

4. Déterminer le projecteur de R* sur ker f parallelement & F.

Exercice 1§.
Soient e; = ol = ,eq =

0 1 0
Posons F' = Vect{e,ea}, G = Vect{es, e}, G' = Vect{es, eq, €5}

,e3 = et e5 = des vecteurs de R*.

O~ = O
e R
OO =
— == =

1. Montrer que E=F®Get E£AF @G
2. Déterminer le projecteur de R* sur F parallélement & G.

Exercice 15.7

1. Peut-on déterminer des réels z,y pour que le vecteur v = (—2,z,y,3) appartienne au s.e.v. engendré dans R* par le
systéme (e1,e2) o e; = (1,—1,1,2) et eo = (—1,2,3,1) 7

2. Déterminer la symétrie de R* sur Vect(e, e3) parallelement & Vect((1,0,0,0), ((1,1,0,0))
Exercice 15.8

E =R,[X]
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E—F

X —1)P' - 2P appartient & L(E)

1. Montrer que f : P

2. f € GLIL(E)) ?

Exercice 15

Soit u : Hg” [X] — R [X]

P— PX)+P(X+1)
Déterminer Ker u, Im u, Ker(u — 2Id), Im(u — 21d)

Exercice 15.10 1
E =R,[X] et si P e€R,[X], on pose u(P) = X"P(Y).
1. Montrer que u € L(E).

2. Calculer u? puis caractériser u (on tiendra compte de la parité de n)

Exercice 15.11

E =R,[X] . Soit A € R. On pose ¢, : E—E

P~ XP' —\P

1. Montrer que ¢, € L(E)
2. Lorsque n = 3, Déterminer une CNS sur A pour que ¢, € GL(L(E))

3. Traiter le cas général

Exercice 15.

Soit f(x,y) = g(—x + 2y, —2x + 4y).

Montrer que f € £(R?) puis déterminer ker(f — A d) et Im(f — AId) en fonction de X
Exercice 15.13

Soit f € L(E) tel que f2 = f2+ f
Montrer que Ker(f) ® Ker(f?— f—1Id)=E

Exercice 15.14

Soit E=RN et A : E—FE

U = (unJrl - un)nZO
1. Déterminer Ker(A), Ker(A?2).
2. Déterminer Ker(A¥) Vk > 1

3. Déterminer toutes les suites tels que uy44 — 4Upt3 + 6upyo — dtpt1 +up, =0
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16 Familles génératrices, libres, bases.

Exercice 16.1
E = {f € F(R,R) tel quil existe quatres réels a, b, ¢, d pour lesquels f(z) = a + bx + cx? + da® Vz € R}
V={f€Etel que f(1) =0} et W={f € E tel que f/(2) =0}.

1. Montrer que E,V et W sont des espaces vectoriels.

2. Déterminer des familles génératrices pour chacune de ces parties ainsi que pour V NW.

3. Montrer que E =V + W.

Exercice 16.2
On considére E,, = R, [X] ainsi que la famille (P)o<k<n de E définie par

X(X —1)(X —2).(X —k+1)

Py(X)=1,etsik>1, P,(X)= i

1. Montrer que, si n = 3, (Pg)ogkg<n st une famille libre de E,,.
2. Montrer que ce résultat reste vrai pour n quelconque.
3. On dit qu'une famille de polynémes (Py)o<k<n de E = R[X] est échelonnée en degré si
vk € {0,..,n}, degPyi1 > deg Pg.
Montrer que toute famille échelonnée en degré de E est libre dans F.

Exercice 16.3
Soient a1 < .. < a, des nombres réels. Montrer que la famille (x — €%, 1 <4 < n) est une famille libre.

Exercice 16.4
Soit E un ev de dimension n et f € L(E) tel que f* =0et f"~1 #0.

1. Montrer qu’il existe 29 € E tel que (xo, f(x0), f2(70), .., [ *(z0)) soit une base de E.

2. Montrer que Idg — f € GL(L(E)) et calculer (Idg — f)~*

Exercice 16.5
Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie tel que uov =0 et u+v € GL(E).

1. Que peut-on dire de Imwv et keru ?
2. Montrer que rgu +rgv =dim F

Exercice 16.6
Soient E = Ro[X] et ag, a1, as trois nombres réels distincts.
On définit des applications ¢, sur E par VP € E et Vi =1,2,3 ¢,(P) = P(a;).

1. Montrer que la famille B = (p,);=1,2,3 est une base de E.

2. Montrer que H : E — R3 définie par H(P) = (P(a1), P(a2), P(a3)) est un isomorphisme. Déterminer H 1.

b 3
3. On considere I'application ¢ : P +— [ P(t)dt. Déterminer les constantes () tels que ¢ = > a;¢;.
a i=1

Exercice 16.7

E =R, [X]. Considérons Py(X) =1 et Vk € {1,..,n}, Pu(X) = XX =D (X —k+1)

k!

1. Montrer que la famille (Py)o<x<n est une base de E.

R,[X] — R, [X]

2. 80t A p U B(X 1) - P(X)
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(a) Calculer soigneusement APy, A2P; puis A!Py pour Vk,l € {0,..,n}
(b) En déduire (A!Py)(0)
(c) En déduire que VP € E, P = Y (A'P;)(0) Py
k=0
(d) Déterminer la base duale de (Py)o<k<n
Exercice 16.8
Soit E un ev de dimension n.

Un endomorphisme f de F est dit cyclique s’il existe xg € E tel que
la famille (zo, f(z0), .., f*~(z0)) soit une base de E.

1. Montrer que si f» =0 et f*! %0 alors f est cyclique
2. Soit f € L(E) cyclique. Montrer qu’il existe des nombres réels (ax)o<r<n—1 tel que

4+ Y aff=0

0<k<n—1
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17 Calcul matriciel

Exercice 17.1
On considére la matrice A =

W N =
— W N
N = W

1. Montrer que (A — 613) (A% — 3I3) = 03
2. Montrer que Vn > 0, 3P, € Ry[X] tel que A™ = P,(A)

Exercice 17.2
Calculer A™ lorsque

110 1 (2)
a. A=[0 1 1 b. A=
1 0 1 (2) 1 )
Exercice 17.3
3u, + 2
Soient u, v, w les suites définies par u,41 = Y 12
Un,

Unt1 = IUn + 2w, et Wpi1 = Uy + 2w,
On suppose que ug > 0, vg = ug et wg =1

v
1. Montrer que Vn > 0, u,, = -
W,

. 3 2 -1 2 1 0
2.801tA—(1 2>,P—<1 l)etD—<O 4>.
(a) Vérifier que <U"+1> =A (U"> puis ¥n > 0, (U") = A" <U0>
Wn+41 Wp, Wn, Wo

(b) Montrer que A = PDP~! puis que ¥n >0, A" = PD"P~!

(c¢) En déduire v, w, puis lim u,

n—-+oo

Exercice 17.4
Calculer A™ lorsque n est un entier positif et A =

=N
— N
N~ =

Exercice 17.5 1
Soit la matrice réelle A = | 2
3

— W N
N = W

1. Montrer que (A — 613) (A2 — 3]3) = (3.
2. Déterminer une matrice B telle que AB = BA =13
3. Calculer A"
Exercice 17.6
Soit ¢ I’endomorphisme de R,,[X] définie par (p(P))(X) = P(X +1)
1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base (Xk)ogkgn
2. A laide de ¢!, déterminer A~1

3. Application.
On veut dénombrer ’ensembles des surjections de {1,..,n} dans {1,..,p} (avec n > p)
On note
- F,, p Pensemble des applications de {1,..,n} dans {1,..,p}
- Sp,p Vensembles des surjections de {1,..,n} dans {1,..,p}
- F(n,p) = card(F, p) et S(n,p) = card(Sy.p)
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(a) Calculer F(n,p).

P
(b) Montrer que F(n,p) = > CFS(n, k).

= 7
F(n,n) S(n,n)
F(n,n—1) .
(c) Vérifier que =A S(n., 2) |- En déduire S(n,p)
F(n,1) S(n,1)
0 0

Exercice 17.7 /2 -2 1
Onpose A=|[ 2 -3 2
-1 2 0

1. Pour quelle valeurs de A\; A — \l3 € GL3(R) ?
2. Montrer que Ker(A — I3) est de dimension 2 et Ker(A + 313) est de dimension 1
3. Soit (e1, e2) une base de Ker(A — I3) et (eg) une base de Ker(A + 313).

(a) Montrer que P = (e1 ey e3) € GL3(R)

(b) Calculer Pt AP. En déduire A™

Exercice 17.8 /4 3 3
Onpose A=(4 3 6
4 6 3

1. Pour quelles valeurs de A\, A — A\I3 € GL3(R) ?

2. Déterminer selon A\, Ker(A — Al3) et Im(A — AI3).

Exercice 17.9
Soit A une matrice de M, (R). On note C'(A) I'ensemble des matrices M de M, (R) vérifiant : MA = AM.

1. Montrer que C(A) est un R-espace vectoriel

2. On suppose quen =2 et A = (53 53> .

(a) Expliciter C'(A).
(b) On considere I'équation (E) : X? = A. Montrer que X € C(A) et déterminer 'ensemble des solutions de (E).

(¢) Combien y-a-t-il de solutions ? Est-ce normal ?

3. Refaire les questions précédentes avec (_35 _35>
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18 Intégration

Exercice 18.1 1
Déterminer une primitive de f(z) = ————
p F@) =
Exercice 18.2 1
1. Déterminer une primitive de —————
1+ sint
1

2. Déterminer une primitive de ————
1+ cost +sint
Exercice 18.3

, ) o 1—¢2
Déterminer une primitive de

(1+2)(t+2)?

Exercicez18.4 do

lcul
Caleuler g 1 + cos(z) cos(0)

(—m <0 <)

gg;fl}cgefglxsélg’n(x) cos(z)dz

0 tan? x + cotan®

sin(x) cos(z)dx
2

x + cotan? x

s T3
1. A l'aide du changement de variable x « 5 r, montrer que I = 5 i :
o tan

2. En déduire I

Exercice 18.6
Calculer les primitives suivantes

dx z—1 vr+1
b. V2xr — 22 ¢ [ ——=d
JeaveE-T el o=t

a'fﬁ
sin” x + cos*x

Exercice,18.7

Calculer [(1 + =) arctan(z)dx
1 X
3

Exercice 18.8 on 1
Déterminer limn=* ] (n? + k?*)n
Too o k=1
Exercice 18.9 . z ]
On pose I = [ S.m(z) dretJ= [ Cf)b(x) dz
0 /14 sin(z) cos(z) 0 /14 sin(z) cos(x)

1. Calculer I +J

2. Montrer que I = J (utiliser le changement de variable x «— g — )

3. En déduire I et J

Exercice 18.10 1
Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que [ f = 3
0

Montrer que f posséde un point fixe sur [0, 1].

Exercice 18.11 « -n
Soit a €] — 1,1] et n un entier. On pose I,, = [ dx

1. Calculer lim I,.
n—-—+oo
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2. Calculer de deux facons différentes [ Z
0 =

3. En passant a la limite, quelle égalité remarquable obtient-on ?
Exercice 18.12
Soit f une fonction continue et strictement monotone de [0, a] dans [0,b] (avec f(0) =0 et f(a)

a b
1. Montrer que ab = ff+ff_1
0 0

2. Montrer que Vu € [0,a] et Vo € [0,0], wv < [ f+ [ f~*
0 0

Exercice 18.13 1
Soit f une fonction C sur [0, 1]. On pose I,(f) = [t~ f(t)dt pour n > 1
0

1. (a) Calculer lim I,(f) en fonction de f lorsque f est un polynoéme.

n—-+oo
(b) Montrer que ceci reste vrai pour une f une fonction quelconque C° sur [0, 1]

2. On suppose f(1) =0 et f C! sur [0,1]

(a) Calculer lzm nl,(f) en fonction de f lorsque f est un polyndme.

n—-+4oo

(b) Montrer que ceci reste vrai pour une f une fonction quelconque C* sur [0, 1]

29
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19 Equations différentielles

Exercice 19.1
On considere I’équation différentielle (E) : 2%y” — 2y =z

1. Soit y une solution de (E).

(a) Montrer que z(t) = y(e!) est solution d'une certaine équation différentielle
(b) En déduire y sur R}

2. Déterminer y sur R* (on posera z(t) = y(—e?))
3. Existe-t-il des solutions de (E) de classe C? sur R ?

Exercice 19.2
Résoudre zy’ — 2y = x*

Exercice 19.3
Résoudre z(z? + 1)y’ =y
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