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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 1

Résoudre les équations suivantes :

1 sin(x) + sin(2x) = 0. solution

2 3 tan(x) = 2 cos(x) solution

3 sin(x) + sin(2x) + sin(3x) = 0 solution

4 cos(2x) = cos(3x) solution

5 cos(2x) = sin(3x) solution

6 tan(x) = tan(π � x) solution

7 tan(2x) = 2 tan(x) solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 2

On considère l�équation

(E) :
q
cos(x) +

q
sin(x) = 1.

1 Montrer que si x est une solution alors on a :8<:
p
cos(x) = cos2(x)

etp
sin(x) = sin(x)

solution

2 Résoudre l�équation (E). solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 3

1 Compter le nombre de solutions réelles à l�équation
(E) : cos(x) = x .
Pouvez vous donner un encadrement à la main de chacune de
ces solutions ? solution

2 Résoudre l�équation : (F ) : sin(x) = x . solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 4

Donner le domaine d�étude optimal des fonctions suivantes :

1 f : x 7! sin4(x) + cos4(x). solution

2 g : x 7! sin(3x) + cos(2x) solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 5

On considère la fonction f : x 7! cos3(x) + sin3(x).
E¤ectuer l�étude complète de f puis justi�er qu�elle réalise une

bijection de
hπ

2
,π
i
sur [�1, 1]. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 6

Etudier la fonction f : x 7! tan(x)
1+ 2 cos(x)

solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 7

Déterminer pour quels x 2 R les expressions suivantes sont
dé�nies et les simpli�er :

1 tan(2 arctan(x)). solution

2 tan(3 arctan(x)) solution

3 tan(arcsin(x)) solution

4 tan(arccos(x)) solution

5 arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
solution

6 arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 8

On considère le réel : A = arctan(2) + arctan(5) + arctan(8).

1 Donner un encadrement à priori du réel A. solution

2 Calculer tan(A). En déduire la valeur de A. solution

3 Résoudre dans R l�équation :

arctan(x � 3) + arctan(x) + arctan(x + 3) = 5π

4
. solution .

4 Par un procédé similaire, calculer le réel
B = arctan(2) + arctan(3) + arctan

�
2+

p
3
�
. solution

5 Par un procédé similaire, calculer le réel

C = arcsin
�
4
5

�
+ arcsin

�
3
5

�
. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 9

Déterminer toutes les solutions réelles des équations suivantes :

1 arccos(x) = arcsin(2x). solution

2 2 arcsin(x) = arcsin
�
2x
p
1� x2

�
. solution

3 arctan(x) + arctan
�
x
p
3
�
=
7π

12
. solution .
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 10

Domaine de dé�nition, dérivée, variations et étude des asymptotes
de la fonction f : x 7! arcsin

�
e�x

2
�
. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 11

Montrer que : 8x 2 [0, 1[ , arcsin(x) 6 xp
1� x2

. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 12

Montrer que :

8x > 0, arctan
�
1
2x2

�
= arctan

�
x

x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

�
.

solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 13

Etudier la fonction f puis expliciter sa dérivée sur son ensemble de
dérivabilité. En déduire une expression simpli�ée de f (x) lorsque :

1 f : x 7! arctan
�r

1� x
1+ x

�
. solution

2 f : x 7! arccos
�
1� x2
1+ x2

�
. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 14

Etudier les fonctions suivantes :

1 f : x 7!
p
1� x2 earcsin(x ). solution

2 f : x 7! th
�
x � 1
x + 1

�
. solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 15

Soient x , y 2 R, simpli�er l�expression
A = sh2(x) cos2(y) + ch2(x) sin2(y). solution
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EXERCICE TRIGONOMETRIE EXERCICE 16

Déterminer pour quelles valeurs de x l�expression suivante a un

sens puis la simpli�er : argch

 r
ch(x) + 1

2

!
solution
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

1 En utilisant la formule de duplication, on obtient :

sin(x) + sin(2x) = 0, sin(x) + 2 sin(x) cos(x) = 0

, sin(x) [1+ 2 cos(x)] = 0,

8<:
sin(x) = 0

ou
1+ 2 cos(x) = 0

,

8>><>>:
x = 0mod(π)

ou

cos(x) = �1
2
= cos

�
2π

3

� ,

8>>>>>>><>>>>>>>:

x = 0mod(π)
ou

x =
2π

3
mod(2π)

ou

x = �2π

3
mod(2π)

, x 2
�
kπ,

2π

3
+ 2kπ � 2π

3
+ 2kπ, k 2 Z

�
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

retour à l�exercice

2 Cette équation a un sens lorsque

x 2 Rn
nπ

2
+ kπ, k 2 Z

o
. Dans ce cas, on a

3 tan(x) = 2 cos(x), 3 sin(x) = 2 cos2(x) = 2(1� sin2(x))
, 2 sin2(x) + 3 sin(x)� 2 = 0, 2X 2 + 3X � 2 = 0 (X = sin(x))

, X =
�3�

p
25

2� 2 , X 2
�
�2, 1

2

�

,

8><>:
sin(x) = �2 impossible

ou

sin(x) =
1
2
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

, sin(x) =
1
2
= sin

�π

6

�
,

8>><>>:
x =

π

6
mod(2π)

ou

x = π � π

6
mod(2π)

, x 2
�

π

6
+ 2kπ

5π

6
+ 2kπ, k 2 Z

�
retour à l�exercice

3 On utilise les formules d�addition

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)

= sin(x)
�
2 cos2(x) + 2 cos2(x)� 1

�
= sin(x)(4 cos2(x)� 1)
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

ce qui nous donne

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) = 0

, sin(x)(1+ 2 cos(x) + 4 cos2(x)� 1) = 0
, sin(x) cos(x)(1+ 2 cos(x)) = 0

, (sin(x) = 0 ou cos(x) = 0 ou cos(x) = �1
2
)

, (x = 0mod π ou x =
π

2
mod π ou x = �2π

3
mod 2π)

, (x = 0mod
π

2
ou x = �2π

3
mod 2π)

, x 2
�
kπ

2
, �2π

3
+ 2kπ,

2π

3
+ 2kπ, k 2 Z

�
retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

4

cos(3x) = cos(2x),

8<:
3x = 2x mod(2π)

ou
3x = �2x mod(2π)

,

8<:
x = 0mod(2π)

ou
5x = 0mod(2π)

,

8><>:
x = 0mod(2π)

ou

x = 0mod
2π

5

On remarque si x = 0mod
�
2π

5

�
alors x = 0mod(2π) donc

les solutions de cette équation sont les réels

x = 0mod
�
2π

5

�
, x 2

�
2πk
5
, k 2 Z

�
ABDELLAH BECHATA 22 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

retour à l�exercice

5 On remarque pour commencer que sin(a) = cos
�π

2
� a
�

donc

cos(2x) = sin(3x), cos(2x) = cos
�π

2
� 3x

�

,

8>><>>:
2x =

π

2
� 3x mod(2π)

ou

2x = �
�π

2
� 3x

�
mod(2π)

,

8>><>>:
5x =

π

2
mod(2π)

ou

x =
π

2
mod(2π)

,

8>>><>>>:
x =

π

10
mod

�
2π

5

�
ou

x =
π

2
mod(2π)

, x 2
n π

10
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ, k 2 Z

o

retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

6 Cette équation a un sens lorsque8>><>>:
x 6= π

2
mod(π)

et

π � x 6= π

2
mod(π)

, x 6= π

2
mod(π)

, x 2 Rn
nπ

2
+ kπ, k 2 Z

o
Dans ce cas, on a

tan(x) = tan(π � x), x = π � x mod(π)

, 2x = π mod(π) = 0mod(π), x = 0mod
�π

2

�
, x 2

�
kπ

2
, k 2 Z

�
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

Soit k 2 Z, on remarque que
kπ

2
=

π

2
+ qπ pour un certain

q 2 Z si et seulement si
k
2
=
1
2
+ q , k = 2q+ 1 autrement

dit k est impair. Par conséquent,
kπ

2
est une valeur interdite

si et seulement k est impair et lorsque k décrit les entiers

relatifs pairs alors
kπ

2
=
k
2
� π décrit les multiples de π donc

tan(x) = tan(π � x), x 2 fkπ, k 2 Zg

retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

7 Cette équation a un sens lorsque8>><>>:
x 6= π

2
mod(π)

et

2x 6= π

2
mod(π)

,

8>><>>:
x 6= π

2
mod(π)

et

x 6= π

4
mod

π

2

, x 2 Rn
�

π

2
+ kπ,

π

4
+
kπ

4
, k 2 Z

�
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 1

Dans ce cas, on a

tan(2x) = 2 tan(x), 2 tan(x)
1+ tan2(x)

= 2 tan(x)

, 2 tan(x) = 2 tan(x)
�
1+ tan2(x))

�
, 2 tan3(x) = 0, tan(x) = 0

, x = 0mod π , x 2 fkπ, k 2 Zg

Aucune de ces solutions n�est une valeur interdite donc on a
bien toutes les solutions de l�équation initiale. retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 2

1 Cette équation a un sens lorsque cos(x) > 0 et sin(x) > 0
c�est-à-dire lorsque x 2 S

k2Z

h
2kπ,

π

2
+ 2kπ

i
. On se rappelle

que

8x 2
h
0,

π

2

i
, cos2(x) + sin2(x) = 1,

�
0 6 sin(x) 6 1
0 6 cos(x) 6 1

)
�
sin2(x) 6

p
sin(x)

cos2(x) 6
p
cos(x)

Par conséquent, si
p
cos(x) +

p
sin(x) = 1, on en déduit que

1 = sin2(x) + cos2(x) 6
q
sin(x) +

q
cos(x) = 1
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 2

Par conséquent, si cos2(x) <
p
cos(x) ou si

sin2(x) <
p
sin(x) alors

1 = sin2(x) + cos2(x) <
q
sin(x) +

q
cos(x) = 1

ce qui est absurde donc

8<:
cos2(x) =

p
cos(x)

et
sin2(x) =

p
sin(x)

retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 2

2 On a alors :

q
sin(x) +

q
cos(x) = 1)

8<:
cos2(x) =

p
cos(x)

et
sin2(x) =

p
sin(x)

,

8<:
cos(x) = 0 ou cos3/2 x = 1

et
sin(x) = 0 ou sin3/2 x = 1

,

8<:
cos(x) = 0 ou cos(x) = 1

et
sin(x) = 0 ou sin(x) = 1

,

8<:
cos(x) = 0 et sin(x) = 1

ou
sin(x) = 0 et cos(x) = 1

,

8><>:
x =

π

2
mod 2π

ou
x = 0mod 2π
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 2

Puisqu�on a procédé par implication, il est nécessaire de
véri�er si les solutions obtenues sont bien solutions de
l�équation initiale ce qui se véri�e immédiatement. Par
conséquent, x est solution de l�équation initiale ssi8><>:

x = 0mod 2π
ou

x =
π

2
mod 2π.

, x 2
n
2kπ,

π

2
+ 2kπ, k 2 Z

o

retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 3

1 On introduit la fonction f : x 7! cos(x)� x qui est dérivable
sur R (comme somme de deux telles fonctions) et

8x 2 R, f 0(x) = � sin(x)� 1 = � (sin(x) + 1) 6 0
f 0(x) = 0, sin(x) = �1 = sin

�
�π

2

�
, x = �π

2
mod(2π)

, x 2
n
�π

2
+ 2kπ, k 2 Z

o
Par conséquent, f 0 est négative sur R et elle ne s�annule
qu�un nombre �ni de fois sur chaque intervalle borné [a, b] de
R (il n�y a qu�un nombre �ni d�entiers dans un intervalle
borné). On en déduit que f est strictement décroissante sur R

et elle est continue sur R (puisque dérivable sur R) ce qui
entraine qu�elle réalise une bijection de R sur f (R) = R.
Etant donné que 0 2 R(= f (R)), on est assuré que
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 3

l�équation f (x) = 0 admet une et une seule solution sur R

(existence et unicité de l�antécédent de 0 par f ).
Pour localiser la solution de (E), que l�on note α, on remarque
que cos(α) 2 [�1, 1] donc
α = cos(α) 2 [�1, 1] �

i
�π

2
,

π

2

h
. On en déduit que

cos(α) 2 ]0, 1] donc α = cos(α) 2 ]0, 1] . retour à l�exercice

2 On introduit la fonction f : x 7! sin(x)� x qui est dérivable
sur R (comme somme de deux telles fonctions) et

8x 2 R, f 0(x) = cos(x)� 1 6 0
f 0(x) = 0, cos(x) = 1, x = 0mod(2π)

, x 2 f2kπ, k 2 Zg

Par conséquent, f 0 est négative sur R et elle ne s�annule
qu�un nombre �ni de fois sur chaque intervalle borné [a, b] de
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 3

R (il n�y a qu�un nombre �ni d�entiers dans un intervalle
borné). On en déduit que f est strictement décroissante sur R

et elle est continue sur R (puisque dérivable sur R) ce qui
entraine qu�elle réalise une bijection de R sur f (R) = R.
Etant donné que 0 2 R(= f (R)), on est assuré que
l�équation f (x) = 0 admet une et une seule solution sur R

(existence et unicité de l�antécédent de 0 par f ). En outre, on
a f (0) = sin(0)� 0 = 0 donc 0 est l�unique solution réelle de
sin(x) = x . retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 4

1 La fonction f est clairement dé�nie sur R et elle est
2π-périodique. Est-ce la plus petite période ? On va tester les
diviseurs sucessifs de 2π.

8x 2 R, f (x + π) = (sin(x + π))4 + (cos(x + π))4

= (� sin(x))4 + (� cos(x))4 = sin4(x) + cos4(x) = f (x)

f
�
x +

π

2

�
=
�
sin
�
x +

π

2

��4
+
�
cos
�
x +

π

2

��4
= (cos (x))4 + (� sin(x))4 = cos4(x) + sin4(x) = f (x)

Par conséquent, la fonction f est
π

2
-périodique ce qui nous

fait réduire le domaine d�étude à un intervalle de longueur
π

2
et comme la fonction f est paire, on choisit un intervalle
centrée en 0 ce qui entraine que le domaine d�étude de f est
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 4h
0,

π

4

i
(« partie positive» de l�intervalle d�étude).

Remarque : La plus petite période strictement positive de la
fonction f est

π

2
. En e¤et, si T 2

h
0,

π

2

h
est une période de

T alors

f (T ) = f (0) = 1, cos4(T ) + sin4(T ) = 1

, (cos2(T ) + sin2(T ))| {z }
=1

2 � 2 cos2(T ) sin2(T ) = 1

, cos2(T ) sin2(T ) = 0, cos(T ) sin(T ) = 0

, T 2
n
0,

π

2

o
) T = 0

retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 4

2 La fonction g est clairement dé�nie sur R. Les fonctions sin
et cos étant 2π-périodique, on en déduit que les fonctions
x 7! sin(3x) et x 7! cos(2x) sont respectivement
2π

3
-périodique et π-périodique donc la plus petite période

commune est 2π. Ceci entraine que la fonction g est
2π-périodique et comme elle n�admet pas de parité, on peut
l�étudier à priori sur [0, 2π] . On remarque néanmoins que

8x 2 R, g(π � x) = sin(3π � 3x) + cos(2π � 2x)
= sin(π � 3x) + cos(�2x) = sin(3x) + cos(2x) = g(x)

La symétrie s : x 7! π � x admet pour centre de symétrie le
réel x véri�ant

x = π � x , 2x = π , x =
π

2
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 4

On choisit alors comme intervalle l�intervalle de longueur 2π

centré en
π

2
, i.e.

hπ

2
� π,

π

2
+ π

i
=

�
�π

2
,
3π

2

�
. La

connaissance de g sur
�

π

2
,
3π

2

�
entraine la connaissance de g

sur s
��

π

2
,
3π

2

��
=
h
�π

2
,

π

2

i
donc l�intervalle d�étude

optimal est
�

π

2
,
3π

2

�
. retour à l�exercice
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 5

La fonction f est dé�nie sur R, elle est 2π-périodique et dérivable
sur R. On restreint son étude à [0, 2π] . Si l�on remarque que
cos (x + π) = � cos(x) et sin(x + π) = � sin(x), donc
f (x + π) = �f (x), ce qui entraine que la connaissance de f sur
[0,π] fournit sa connaissance sur [π, 2π]. La dérivée de f est
donnée par

8x 2 R, f 0(x) = 3(� sin(x)) cos2(x) + 3 cos(x) sin2(x)
= �3 sin(x) cos(x) [cos(x)� sin(x)]

= 3
p
2 sin(x) cos(x)

"p
2
2
cos(x)�

p
2
2
sin(x)

#
= �3

p
2 sin(x) cos(x) sin

�
x +

π

4

�
= �3

p
2
2
sin(2x) cos

�
x +

π

4

�
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SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 5

Le tableau de signe de f 0 est (on n�oublie le signe � dans
l�expression de f )

x 0 π/4 π/2 3π/4 π

sin(2x) 0 + + 0 � � 0
cos (x + π/4) + � � 0 �

f 0(x) 0 � + 0 � 0 � 0

ce qui nous donne les variations de f sur [0,π] puis sur [π, 2π] (en
se rappelant que f (x + π) = �f (x) et que l�opposée d�une
fonction croissante et décroissante et vice-versa)

x 0 π/4 π/2 3π/4 π

1 1
f (x) & % &p

2/2 0
&

�1
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x π 5π/4 3π/2 7π/4 2π

1
%

f (x) �
p
2/2 0

% & %
�1 �1

Sa représentation graphique est :
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­10 ­5 5 10

­1

1

x

y

La fonction f est continue sur
hπ

2
,π
i
(car dérivable sur cet

intervalle) et strictement décroissante sur cet intervalle (car sa

dérivée y est strictement négative sauf en
π

2
,
3π

4
et π) donc elle

réalise une bijection de
hπ

2
,π
i
sur f

�hπ

2
,π
i�
= [�1; 1].

retour à l�exercice
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La fonction f est dé�nie ssi tan est dé�nie (i.e. sur Rnfπ/2+ kπ,
k 2 Z) et

1+ 2 cos(x) 6= 0, cos(x) 6= �1
2
, x 6= �2π

3
+ 2kπ; k 2 Z

Par conséquent, f est dé�nie sur
Rnfπ/2+ kπ, �2π/3+ 2kπ, k 2 Zg. Cette fonction est
impaire et 2π-périodique donc on restreint son étude à

[0,π] nfπ/2, 2π/3g =
h
0,

π

2

h
[
�

π

2
,
2π

3

�
[
�
2π

3
,π

�
.
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La fonction f est dérivable sur son domaine de dé�nition (comme
quotient de deux telles fonctions dont le dénominateur ne s�annule
pas sur cet ensemble de dé�nition) et sa dérivée vaut

8x 2 Df ; f 0(x) =
(1+ tan2(x))(1+ 2 cos(x))� tan(x)(�2 sin(x))

(1+ 2 cos(x))2

=

1+ 2 cos(x) +
sin2(x)
cos2(x)

+
2 sin2(x)
cos(x)

+ 2
sin2(x)
cos(x)

(1+ 2 cos(x))2

=
1+ 2 cos3 x + 4 sin2(x) cos(x)
(1+ 2 cos(x))2 cos2(x)

=
1+ 2 cos3 x + 4(1� cos2(x)) cos(x)

(1+ 2 cos(x))2 cos2(x)

=
1+ 4 cos(x)� 2 cos3 x
(1+ 2 cos(x))2 cos2(x)
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Les factorisations usuelles ne semblant plus être possibles, on
remarque que le numérateur est un polynôme en cos(x).
Considérons la fonction polynômiale P : x 7! �2x3 + 4x + 1. Nous
allons étudier ses variations sur [�1, 1] (les valeurs que prend cos
sur [0,π]) a�n d�établir son signe. Sa dérivée vaut

P 0(x) = �6x2 + 4 qui est positive sur
"
�
r
2
3
,

r
2
3

#
et négative

en dehors. Les variations de P sur [�1, 1] sont

x �1 �
p
2/3

p
2/3 1

P 0(x) � + �
�1 f (

p
2/3)

f (x) & % &
f (�

p
2/3) 3
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avec f

 r
2
3

!
=
8
9

p
6+ 1 > 0 et f

 
�
r
2
3

!
= 1� 8

9

p
6 < 0.

Par conséquent, le polynôme P s�annule une et une seule fois sur

[�1, 1] en une valeur α 2
#
�
r
2
3
,

r
2
3

"
(utiliser le théorème de

bijection sur cet intervalle). Il est strictement négatif sur [�1, α[ et
strictement positf sur [α, 1]. Puisque P(0) = 1 > 0, on peut même

a¢ rmer que α 2
#
�
r
2
3
, 0

"
. Par conséquent, l�expression

1+ 4 cos(x)� 2 cos3 x est strictement négative lorsque
cos(x) 2 [�1, α[ et strictement positive lorsque cos(x) 2]α, 1].
Etant donné que x 2 [0,π], que la fonction cos est bijective sur
cet intervalle et que sa réciproque est arccos, on obtient que
1+ 4 cos(x)� 2 cos3 x est strictement négative sur
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] arccos(α), arccos(�1)] =] arccos(α),π] et strictement positve sur
[arccos(1), arccos(α)[= [0, arccos(α)[. Pour dresser le tableau de
variation de f , il est nécessaire de localiser arccos(α) par rapportà

0,
π

2
,
2π

3
et π. Puisque l�on a α < 0, il est immédiat que

π

2
< arccos(α) < π. Il reste à comparer arccos(α) par rapport à

arccos(
2π

3
) = �1

2
. On a P(α) = 0 et P

�
�1
2

�
= �3

4
donc

P
�
�1
2

�
< P(α). La fonction P étant strictement croissante sur"

�
r
2
3
,

r
2
3

#
qui contient �1

2
et α, on en conclut que

ABDELLAH BECHATA 47 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 6

�1
2
< α , arccos(α) <

2π

3
(la fonction arccos étant

décroissante).

x �π �2π/3 �α �π/2 0
f 0(x) � k � + k +

0 +∞ +∞
f (x) & k & % k

�∞ �f (α) 0
%

�∞

x 0 π/2 α 2π/3 π

f 0(x) + k + 0 � k �
+∞ f (α) +∞

f (x) % k % & k &
0 �∞ �∞ 0
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Voici sa représentation graphique

x

y

retour à l�exercice
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1 L�expression tan(2 arctan(x)) existe pour tout x 2 R sauf

pour les réels x tels que 2 arctan(x) =
π

2
mod π. Puisque

arctan(x) 2
i
�π

2
,

π

2

h
, on a 2 arctan(x) 2 ]�π,π[ donc la

condition d�existence est 2 arctan(x) 6= �π

2
, arctan(x) 6=

�π

4
, x 6= tan

�
�π

4

�
6= �1. Par conséquent, l�expression

étudiée existe ssi x 2 Rnf�1, 1g.

8x 2 Rnf�1, 1g, tan(2 arctan(x)) =
2 tan(arctan(x))
1� tan2(arctan(x))

=
2x

1� x2

retour à l�exercice
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2 L�expression tan(3 arctan(x)) existe pour tout x 2 R sauf

pour les réels x tels que 3 arctan(x) =
π

2
mod π. Puisque

arctan(x) 2
i
�π

2
,

π

2

h
, on a 3 arctan(x) 2

�
�3π

2
,
3π

2

�
donc

la condition d�existence est 3 arctan(x) 6= �π

2
,

arctan(x) 6= �π

6
, x 6= tan

�
�π

6

�
6= � 1p

3
. Par
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conséquent, l�expression étudiée existe ssi
x 2 Rnf�1/

p
3, 1/

p
3g.

8x 2 Rnf�1/
p
3, 1/

p
3g,

tan(3 arctan(x)) = tan(2 arctan(x) + arctan(x))

=
tan(2 arctan(x)) + tan(arctan(x))
1� tan(2 arctan(x)) tan(arctan(x))

=
x +

2x
1� x2

1� 2x2

1� x2
=
x3 � 3x
3x2 � 1

retour à l�exercice
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3 L�expression tan(arcsin(x)) existe ssi (x 2 [�1, 1] et
arcsin(x) 6= π

2
mod π). Puisque

8x 2 [�1; 1], arcsin(x) 2
h
�π

2
,

π

2

i
, il su¢ t d�exiger que

arcsin(x) 6= �π

2
, x 6= sin

�
�π

2

�
= �1. Par conséquent,

l�expression considérée existe ssi x 2 ]�1, 1[

8x 2 ]�1, 1[ , tan(arcsin(x)) =
sin(arcsin(x))
cos(arcsin(x))

=
xp
1� x2

retour à l�exercice
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4 L�expression tan(arccos(x)) existe ssi (x 2 [�1, 1] et
arccos(x) 6= π

2
mod π). Puisque

8x 2 [�1; 1], arcsin(x) 2 [0,π] , il su¢ t d�exiger que
arccos(x) 6= π

2
, x 6= cos

�π

2

�
= 0. Par conséquent,

l�expression considérée existe ssi x 2 ]0,π[

8x 2 ]�1, 1[ , tan(arccos(x)) =
sin(arccos(x))
cos(arccos(x))

=

p
1� x2
x

retour à l�exercice
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5 Le quotient
1� cos(x)
1+ cos(x)

existe ssi

cos(x) 6= �1, x 6= π mod(2π)

, x /2 fπ + 2kπ, k 2 Zg = f(2k + 1)π, k 2 Zg .

Dans ce cas, le quotient est toujours positif puisque

�1 6 cos(x) 6 1,
�
1+ cos(x) > 0
1� cos(x) > 0

donc

s
1� cos(x)
1+ cos(x)

et la fonction arctan étant dé�nie sur R,

on en déduit que arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
existe ssi
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x 2 Rn f(2k + 1)π, k 2 Zg .
Dans ce cas, en utilisant les formules de duplication, on a

cos(x) = cos
�
2
x
2

�
= 2 cos2

�x
2

�
� 1

) 1+ cos(x) = 2 cos2
�x
2

�
et

1� cos(x) = 2� 2 cos2
�x
2

�
= 2

�
1� cos2

�x
2

��
= 2 sin2

�x
2

�
arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
= arctan

0B@
vuuut 2 sin2

�x
2

�
2 cos2

�x
2

�
1CA

= arctan
�r

tan2
�x
2

��
= arctan

����tan �x
2

�����
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En remarquant que la fonction x 7! arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
est 2π-périodique et paire, lorsque x 2 [0,π[ , on a
x
2
2
h
0,

π

2

h
donc tan(x) > 0 ce qui entraine que

8x 2 [0,π[ , arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
= arctan

�
tan
�x
2

��
=
x
2

ABDELLAH BECHATA 57 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 7

Lorsque x 2 ]�π, 0] alors �x 2 [0,π[ et la parité nous donne

8x 2 ]�π, 0] , arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!

= arctan

 s
1� cos(�x)
1+ cos(�x)

!

= arctan
�
tan
��x
2

��
= �x

2

ce que l�on peut résumer par

8x 2 ]�π,π[ , arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
=
jx j
2
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Plus généralement, si
x 2 ]�π + 2kπ,π + 2kπ[ = ](2k � 1)π, (2k + 1)π[ alors
x � 2kπ 2 ]�π,π[ et la 2π-périodicité nous donne

8k 2 Z, 8x 2 ](2k � 1)π, (2k + 1)π[ ,

arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
= arctan

 s
1� cos(x � 2kπ)

1+ cos(x � 2kπ)

!

=
jx � 2kπj

2

On en déduit la représentation graphique de

arctan

 s
1� cos(x)
1+ cos(x)

!
. En trait �n, sa représentation sur

l�intervalle [0,π[ , en trait gras son symétrique par rapport à
l�axe des ordonnées (i.e. sa représentation sur ]�π, 0]) et en
trait discontinu ses translatés par 2π.
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­20 ­10 0 10 20

0.5

1.0

1.5

x

y

retour à l�exercice
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6 tan(x) existe lorsque

x 6= π

2
mod π , x /2

nπ

2
+ kπ, k 2 Z

o
=

�
(2k + 1)π

2
, k 2 Z

�
.

Dans ce cas, le quotient
2 tan(x)
1+ tan2(x)

existe bien (car le

dénominateur est plus grand que 1 donc il ne s�annule pas).
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La fonction arcsin étant dé�nie sur [�1, 1] , l�expression
arcsin

�
2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
existe lorsque

�1 6 2 tan(x)
1+ tan2(x)

6 1

, �(1+ tan2(x)) 6 2 tan(x) 6 1+ tan2(x)

,
�
1+ tan2(x) + 2 tan(x) > 0
1+ tan2(x)� 2 tan(x) > 0 ,

�
(1+ tan(x))2 > 0
(1� tan(x))2 > 0

ce qui est toujours vrai. Par conséquent,

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
existe ssi

x 2 Rn f(2k + 1)π/2, k 2 Zg .
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Dans ce cas, on a

2 tan(x)
1+ tan2(x)

=
2 tan(x)
1

cos2(x)

= 2 tan(x) cos2(x)

= 2 sin(x) cos(x) = sin(2x)

En remarquant que la fonction x 7! arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
est

π-périodique, lorsque

2x 2
h
�π

2
,

π

2

i
, x 2

h
�π

4
,

π

4

i
qui est un intervalle de longueur

π

2
alors

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
= arcsin(sin(2x)) = 2x
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Lorsque 2x 2
�

π

2
,
3π

2

�
, x 2

�
π

4
,
3π

4

�
alors

π

2
� x 2

h
�π

2
,

π

2

i
ce qui nous donne

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
= arcsin(sin(2x)) = arcsin (sin (π � 2x))

= arcsin
�
sin
�
2
�π

2
� x
���

= 2
�π

2
� x
�
= π � 2x

On a donc expliciter la fonction x 7! arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
sur un intervalle de longueur π. Par conséquent, si
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x 2
h
�π

4
+ kπ,

π

4
+ kπ

i
=

�
(4k � 1)

4
π,
(4k + 1)

4
π

�
alors

x � kπ 2
h
�π

4
,

π

4

i
et la π-périodicité nous donne

8k 2 Z, 8x 2
�
(4k � 1)

4
π,
(4k + 1)

4
π

�
,

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
= arcsin

�
2 tan(x � kπ)

1+ tan2(x � kπ)

�
= 2(x � kπ)
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et si x 2
�

π

4
+ kπ,

3π

4
+ kπ

�
=

�
(4k + 1)

4
π,
(4k + 3)

4
π

�
alors x � kπ 2

�
π

4
,
3π

4

�
et la π-périodicité nous donne

8k 2 Z, 8x 2
�
(4k + 1)

4
π,
(4k + 3)

4
π

�
,

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
= arcsin

�
2 tan(x � kπ)

1+ tan2(x � kπ)

�
= π � 2(x � kπ)

On en déduit la représentation graphique de

arcsin
�

2 tan(x)
1+ tan2(x)

�
. En trait �n, sa représentation sur

l�intervalle
h
�π

4
,

π

4

i
, en trait gras sa représentation
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graphique sur
�

π

4
,
3π

4

�
et en trait discontinu ses translatés

par π.

­10 ­5 5 10

­1.5

­1.0

­0.5

0.5

1.0

1.5

x

y

retour à l�exercice
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1 Puisque 8x 2 R, �π

2
< arctan(x) <

π

2
, on a

�3π

2
< A <

3π

2
. On peut a¢ ner le résultat en remarquant

que la fonction arctan est strictement croissante sur R donc
8x >

p
3 (ce qui est le cas de 2, 5 et 8), on a

arctan(x) > arctan
�p

3
�
=

π

3
donc A >

3π

3
= π ce qui

entraine que π < A <
3π

2
. retour à l�exercice
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2 En posant a = arctan(2) + arctan(5), on a

tan(A) = tan(a+ arctan(8))

=
tan(a) + tan(arctan(8))
1� tan(a) tan(arctan(8)) =

tan(a) + 8
1� 8 tan(a)

tan(a) =
tan(arctan(2)) + tan(arctan(5))
1� tan(arctan(2)) tan(arctan(5))

=
2+ 5

1� 2� 5 = �
7
9

tan(A) =
�7
9
+ 8

1+ 8� 7
9

=

�7+ 72
9

9+ 56
9

=

65
9
65
9

= 1 = tan
�π

4

�
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Il existe donc un entier relatif k tel que A =
π

4
+ kπ et en

tenant compte de l�encadrement véri�é par A, on a

π < A <
3π

2
, π <

π

4
+ kπ <

3π

2

, 3π

4
< kπ <

5π

4
, 3
4
< k <

5
4

et puisque k est un entier relatif, on en déduit que k = 1 ce

qui entraine que A =
π

4
+ π =

5π

4
. retour à l�exercice
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3 La fonction
f : x 7! arctan(x � 3) + arctan(x) + arctan(x + 3) = 5π

4
est

continue et strictement croissante sur R (comme somme de
telles fonctions) ce qui entraine qu�elle réalise une bijection de

R sur f (R) =
�
�3π

2
,
3π

2

�
. Etant donné que

5π

4
2
�
�3π

2
,
3π

2

�
, on en déduit que l�équation f (x) =

5π

4
admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de

l�antécédent de
5π

4
par f sur R). D�après la question b,

x = 5 est une solution de cette équation donc c�est l�unique
solution de l�équation considérée. retour à l�exercice
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4 Puisque 8x 2 R, �π

2
< arctan(x) <

π

2
, on a

�3π

2
< A <

3π

2
. On peut a¢ ner le résultat en remarquant

que la fonction arctan est strictement croissante sur R donc
8x >

p
3 (ce qui est le cas de 2, 3 et 2+

p
3), on a

arctan(x) > arctan
�p

3
�
=

π

3
donc B >

3π

3
= π ce qui

entraine que π < B <
3π

2
. En posant
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b = arctan(2) + arctan(3), on a

tan(B) = tan
�
b+ arctan

�
2+

p
3
��

=
tan(b) + tan

�
arctan

�
2+

p
3
��

1� tan(b) tan
�
arctan

�
2+

p
3
��

=
tan(a) + 2+

p
3

1�
�
2+

p
3
�
tan(a)

tan(b) =
tan(arctan(2)) + tan(arctan(3))
1� tan(arctan(2)) tan(arctan(3))

=
2+ 3

1� 2� 3 = �1
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tan(B) =
�1+ 2+

p
3

1+ 2+
p
3
=
1+

p
3

3+
p
3
=

�
1+

p
3
� �
3�

p
3
�

�
3+

p
3
� �
3�

p
3
�

=
2
p
3
6

=

p
3
3
=

1p
3
= tan

�π

6

�
Il existe donc un entier relatif k tel que B =

π

6
+ kπ et en

tenant compte de l�encadrement véri�é par B, on a

π < B <
3π

2
, π <

π

6
+ kπ <

3π

2

, 5π

6
< kπ <

4π

3
, 5
6
< k <

4
3

et puisque k est un entier relatif, on en déduit que k = 1 ce

qui entraine que B =
π

6
+ π =

7π

6
. retour à l�exercice
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5 Puisque 8x 2 [�1, 1] , �π

2
6 arcsin(x) 6 π

2
, on a

�π 6 C 6 π. On peut a¢ ner le résultat en remarquant que
la fonction arcsin est strictement croissante sur [�1, 1] donc
8x > 0 (ce qui est le cas de 3

5
et
4
5
)

arcsin(x) > arcsin(0) = 0 donc C > 0 ce qui entraine que
0 < C < π. Puisque

8x 2 [�1, 1] , cos(arcsin(x)) =
p
1� x2,
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on a

sin(C ) = sin
�
arcsin

�
4
5

�
+ arcsin

�
3
5

��
= sin

�
arcsin

�
4
5

��
cos
�
arcsin

�
3
5

��
+ cos

�
arcsin

�
4
5

��
sin
�
arcsin

�
3
5

��

=
4
5

s
1�

�
3
5

�2
+
3
5

s
1�

�
4
5

�2
=
4
5

r
16
25
+
3
5

r
9
25

=

�
4
5

�2
+

�
3
5

�2
= 1 = sin

�π

2

�
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Il existe donc un entier relatif k tel que C =
π

2
+ 2kπ et en

tenant compte de l�encadrement véri�é par C , on a

0 < C < π , 0 <
π

2
+ 2kπ < π

, �π

2
< 2kπ <

π

2
, �1

4
< k <

1
2

et puisque k est un entier relatif, on en déduit que k = 0 ce

qui entraine que C =
π

2
. retour à l�exercice
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1 arccos(x) existe lorsque x 2 [�1, 1] et arcsin(2x) existe
lorsque 2x 2 [�1, 1], x 2

�
�1
2
,
1
2

�
donc l�équation a un

sens lorsque x 2
�
�1
2
,
1
2

�
. Commençons par localiser à priori

les solutions de (1). Soit α une telle solution, puisque
arccos(α) 2 [0,π] , on en déduit que
arcsin(2α) = arccos(α) > 0) 2α > 0, α > 0 ainsi toute
solution de (1) appartient nécessairement à

�
0,
1
2

�
. Dans ce

ABDELLAH BECHATA 78 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 9

cas, on est assuré que arccos(α) = arcsin(2α) 2
h
0,

π

2

i
qui

est un intervalle sur lequel sin est bijective

(1) ,
sin bij sur [0,π/2]

sin (arccos(x)) = sin(arcsin(2x))

,
p
1� x2 = 2x ,

x>0
1� x2 = (2x)2 = 4x2

, x2 =
1
5
,
x>0

x =
1p
5

retour à l�exercice
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2 arcsin(x) existe ssi x 2 [�1, 1] . Lorsque x 2 [�1, 1] ,p
1� x2 existe. Ainsi, lorsque x 2 [�1, 1] , l�expression

arcsin
�
2x
p
1� x2

�
existe ssi

�1 6 2x
p
1� x2 6 1,

�
2x
p
1� x2

�2
6 1

, 4x2(1� x2) 6 1, 4x4 � 4x2 + 1 > 0
, (2x2 � 1)2 > 0
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ce qui est toujours véri�é. Par conséquent, l�équation
considérée a un sens lorsque x 2 [�1, 1]. En tenant compte
que x 2 [�1, 1] et 2x

p
1� x2 2 [�1, 1] , on a

2 arcsin(x) = arcsin(2x
p
1� x2)

) sin(2 arcsin(x)) = sin(arcsin(2x
p
1� x2)

, 2 sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x)) = 2x
p
1� x2

, 2x
p
1� x2 = 2x

p
1� x2

Cette égalité étant toujours vraie sur [�1, 1], on en déduit
que les solutions de l�équation initiale font partie de [�1, 1] !
Cela nous fait une belle jambe :-) Ce qui nous a géné, c�est
l�implication initiale (passage au sinus). E¤ectuons une
localisation à priori des solutions. On remarque que
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8x 2 [�1, 1], arcsin(2x
p
1� x2) 2

h
�π

2
,

π

2

i
(par

dé�nition de arcsin) donc

2 arcsin(x) 2
h
�π

2
,

π

2

i
, arcsin(x) 2

h
�π

4
,

π

4

i
) x 2

h
sin
�
�π

4

�
, sin

�π

4

�i
=

"
�
p
2
2
,

p
2
2

#

Ainsi les solutions de l�équation initiale appartiennent à

l�intervalle

"
�
p
2
2
,

p
2
2

#
. Dans ce cas, on est assuré d�avoir

2x
p
1� x2 2 [�1, 1] (cf. le raisonnement initial) et

ABDELLAH BECHATA 82 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 9

2 arcsin(x) 2
h
�π

2
,

π

2

i
. Puisque la fonction sin réalise une

bijection de
h
�π

2
,

π

2

i
sur [�1, 1], on a l�équivalence suivante

8x 2
"
�
p
2
2
,

p
2
2

#
, 2 arcsin(x)| {z }

2[�π/2,π/2]

= arcsin(2x
p
1� x2| {z }

2[�1,1]

)

, sin(2 arcsin(x)) = sin
�
arcsin

�
2x
p
1� x2

��
et d�après les calculs menées dans la première partie de
l�exercice, cette égalité est toujours véri�ée. Par conséquent,

tous les réels de l�intervalle

"
�
p
2
2
,

p
2
2

#
sont solutions de

l�équation initiale et ce sont les seules solutions d�après notre
analyse précédente. retour à l�exercice
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3 Puisque arctan est dé�nie sur R, l�équation a toujours un sens
:

Première méthode : Commençons par localiser les solutions
éventuelles. Puisque arctan(x) et arctan

�
x
p
3
�
sont du

même signe que x et que arctan(x) + arctan
�
x
p
3
�
=
7π

12
on

ABDELLAH BECHATA 84 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 9

en déduit que x 2 R+. Dans ce cas, on a :

(3) , tan
�
arctan(x) + arctan

�
x
p
3
��
= tan

�
7π

12

�
= tan

�π

3
+

π

4

�
,

tan (arctan (x)) + tan
�
arctan

�
x
p
3
��

1� tan (arctan(x)) tan
�
arctan

�
x
p
3
��

=
tan
�π

3

�
+ tan

�π

4

�
1� tan

�π

3

�
tan
�π

4

�
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, x + x
p
3

1� x2
p
3
=

p
3+ 1

1�
p
3
,
x
�
1+

p
3
�

1� x2
p
3
=

p
3+ 1

1�
p
3

, x

1� x2
p
3
=

1

1�
p
3
, x

�
1�

p
3
�
= 1� x2

p
3

, x2
p
3+

�
1�

p
3
�
x � 1 = 0

Le discriminant de ce trinôme est

∆ =
�
1�

p
3
�2
� 4
p
3(�1) = 2

p
3+ 4 =

�p
3+ 1

�2
donc ses racines sont

x =
�
�
1�

p
3
�
�
�p

3+ 1
�

2
p
3

, x 2
�
1,� 1p

3

�
Etant donné que x est nécessairement positif, on en déduit que
l�équation (3) admet pour unique solution x = 1.
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Deuxième méthode : La fonction
f : x 7! arctan(x) + arctan

�
x
p
3
�
étant continue et

strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de

R sur f (R) =
�
3π

2
,
3π

2

�
. Puisque

7π

12
2
�
3π

2
,
3π

2

�
, on est

assuré que l�équation f (x) =
7π

6
admet une et une seule

solution réelle (existence et unicité de l�antécédent
7π

12
par f )

et 1 est une solution évidente à l�équation (arctan(1) =
π

4
et

arctan
�p

3
�
=

π

3
) donc c�est l�unique solution de

(3). retour à l�exercice
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Puisque 8x 2 R, �x2 6 0 donc 0 < e�x 2 6 1 et;, comme arcsin
est dé�nie sur [�1, 1], on en déduit que f est dé�nie sur R.
La fonction f étant paire, on détermine ses variations sur R+. La
fonction x 7! �x2 étant sfrictement décroissante sur R+, la
fonction exp et arcsin(x) étant strictement croissante sur leurs
ensembles de dé�nition respectifs, on en déduit que f est
strictement décroissante sur R+ et, par parité, strictement
croissante sur R�.
La fonction a : x 7! e�x étant dérivable sur R, a(R) =]0, 1], et la
fonction arcsin étant dérivable sur ]�1, 1[ , on en déduit que f est
dérivable sur

Rnfx 2 R / a(x) = �1g = Rnfx 2 R / a(x) = 1g = Rnf0g
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et sa dérivée vaut

8x 2 R�, f 0(x) = (e�x
2
)0

1q
1� (e�x 2)2

=
�2xe�x 2p
1� e�2x 2

Il est immédiat que lim
x!+∞

f (x) = arcsin 0 = 0 donc l�asymptote à

Cf en +∞ est la droite y = 0 et, par parité, Cf admet la même
asymptote en �∞. retour à l�exercice
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Première méthode : On introduit la fonction auxiliaire
a : x 7! arcsin(x)� xp

1� x2
puis on détermine ses variations

sur [0, 1[ a�n d�en déduire son signe. La fonction x 7! 1� x2
est dérivable sur [0, 1[ et elle prend que des valeurs
strictement positives sur cet intervalle. Etant donné que la
fonction x 7!

p
x est dérivable sur R�

+, on est assuré que la
fonction x 7!

p
1� x2 est dérivable sur [0, 1[ . Par

conséquent, la fonction x 7! xp
1� x2

est dérivable sur [0, 1[

comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet intervalle
dont le dénominateur ne s�annule pas sur cet intervalle. En
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outre, la fonction arcsin est dérivable sur [0, 1[ , ce qui
entraine la dérivabilité de a sur [0, 1[ et l�on a

8x 2 [0, 1[ , a0(x) =
1p
1� x2

�

p
1� x2 � x

� �2x
2
p
1� x2

�
�p

1� x2
�2

=
1p
1� x2

�

p
1� x2 + x2p

1� x2
1� x2

=
1p
1� x2

� 1� x2 + x2

(1� x2)
p
1� x2
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donc

a0(x) =
1p
1� x2

� 1

(1� x2)
p
1� x2

=
1� x2 � 1

(1� x2)
p
1� x2

=
�x2

(1� x2)
p
1� x2

6 0.

Ainsi la fonction a est strictement décroissante sur [0, 1[ et
a(0) = 0 donc

8x 2 [0, 1[ , a(x) 6 0, arcsin(x) 6 xp
1� x2
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Seconde méthode : Tout réel x 2 [0, 1[ s�écrit x = sin(θ)
avec θ 2

h
0,

π

2

h
(donc cos(θ) > 0ce qui nous donne

arcsin(x) 6 xp
1� x2

, arcsin(sin(θ)) 6 sin(θ)q
1� sin2(θ)

,
cos(θ)>0

θ 6 sin(θ)
cos(θ)

= tan(θ)

cette dernière mination étant vraie sur
h
0,

π

2

h
(cf. cours sur

la trigonomie circulaire). retour à l�exercice
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Première méthode : Lorsque x > 0, les deux expressions
sont bien dé�nies. On pose

A = arctan
1
2x2

, B = arctan
x

x + 1
� arctan x � 1

x
.
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et l�on a

tanA = tan(arctan
�
1
2x2

�
) =

1
2x2

tanB = tan
�
arctan

�
x

x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

��

=

tan
�
arctan

�
x

x + 1

��
� tan

�
arctan

�
x � 1
x

��
1+ tan

�
arctan

�
x

x + 1

��
tan
�
arctan

�
x � 1
x

��

=

x
x + 1

� x � 1
x

1+
x

x + 1
� x � 1

x

=

x2 � (x2 � 1)
x(x + 1)

1+
x � 1
x + 1

=
1
2x2
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Par conséquent, tanA = tanB ) A = Bmod π. Il reste à
déterminer précisément la congruence, i.e. à déterminer
l�entier k (dépendant à priori de x) tel que A = B + kπ. On
localise à priori A et B.

Puisque
1
2x2

> 0, on en déduit que

8x > 0, arctan
1
2x2

2
i
0,

π

2

h
.

D�autre part, 8x > 0, 0 <
x

x + 1
< 1 donc, par la stricte

croissance de arctan, 0 < arctan
x

x + 1
<

π

4
.

Pour �nir,
x

x � 1 n�étant pas de signe �xe lorsque x décrit R�
+,
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on peut simplement a¢ rmer que arctan
x

x � 1 2
i
�π

2
,

π

2

h
.

Nous obtenons ainsi des encadrements à priori de A et B

0 < A <
π

2
,

8<: 0 < arctan
x

x + 1
<

π

4
�π

2
< � arctan x

x � 1 <
π

2

) �π

2
< B <

3π

4
) �π

2
< A� B < 3π

4

, �π

2
< kπ <

3π

4
, �1

2
< k <

3
4
,
k2Z

k = 0

donc on vient de prouver de A = B , arctan
�
1
2x2

�
=

arctan
�

x
x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

�
pour tout x > 0.
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Seconde méthode : Les fonctions f : x 7! arctan
�
1
2x2

�
et

g : x 7! arctan
�

x
x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

�
sont dérivables

sur R�
+ (somme et / ou composée de telles fonctions) et on a

pour x > 0

f 0(x) =
�2
2x3

.
1

1+
�
1
2x2

�2 = �1
x3
.

1
4x4 + 1
4x4

=
�4x4
x3

.
1

4x4 + 1
= � 4x

4x4 + 1
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g 0(x) =

�
x

x + 1

�0
.

1

1+
�

x
x + 1

�2 ��x � 1x
�0
.

1

1+
�
x � 1
x

�2
=

1
(x + 1)2

.
1

(x + 1)2 + x2

(x + 1)2

� 1
x2
.

1
x2 + (x � 1)2

x2

=
1

(x + 1)2
.
(x + 1)2

(x + 1)2 + x2
� 1
x2
.

x2

x2 + (x � 1)2

=
1

2x2 + 2x + 1
� 1
2x2 � 2x + 1

=
�4x

(2x2 + 2x + 1)(2x2 � 2x + 1) = �
4x

4x4 + 1
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Par conséquent, ces deux fonctions ont la même dérivée sur
l�intervalle R�

+ donc il existe un réel C tel que, pour tout réel
x > 0, on ait :

arctan
�
1
2x2

�
= arctan

�
x

x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

�
+ C

) arctan
�
1
2

�
= arctan

�
1
2

�
+ C (x = 1), C = 0

) arctan
�
1
2x2

�
= arctan

�
x

x + 1

�
� arctan

�
x � 1
x

�
retour à l�exercice
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1 Domaine de dé�nition de f :
1� x
1+ x

existe lorsque x 6= �1.

Le tableau de signe de
1� x
1+ x

est

x �∞ �1 1 +∞
1� x + + 0 �
1+ x � 0 + +
(1� x)/(1+ x) � k + 0 �

donc

r
1� x
1+ x

existe ssi x 2 ]�1, 1] et comme la fonction
arctan est dé�nie sur R, on en déduit que le domaine de
dé�nition de f est ]�1, 1] .
Parité, périodicité : L�ensemble de dé�nition de f n�étant ni
symétrique par rapport à l�origine, ni stable par aucune
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translation, on en déduit que f n�admet aucune parité et
aucune périodicité.

Monotonie : La fonction x 7! 1� x est strictement
décroissante et positive sur ]�1, 1] . La fonction x 7! 1+ x
est strictement croissante et positive sur ]�1, 1] donc son
inverse est strictement décroissante et positive sur ]�1, 1] .
Par conséquent, la fonction x 7! 1� x

1+ x
= (�1� x)� 1

1+ x
est strictement décroissante sur ]�1, 1] comme produit de
deux fonctions strictement décroissantes et positives sur
]�1, 1] . Les fonctions p et arctan étant strictement
croissante sur leurs domaines de dé�nition respectifs, on en
déduit que f est strictement décroissante sur ]�1, 1] .

Dérivabilité et dérivée de f : La fonction x 7! 1� x
1+ x

est
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dérivable sur ]�1, 1] comme quotient de deux telles fonctions
dont le dénominateur ne s�annule pas sur ]�1, 1] . Puisque la
fonction p étant dérivable sur R�

+ et que

8x 2 ]�1, 1] , 1� x
1+ x

> 0, x 2 ]�1, 1[

on en déduit que la fonction x 7!
r
1� x
1+ x

est dérivable sur

]�1, 1[ . La fonction arctan étant dérivable sur R, on est en
droit d�a¢ rmer que la fonction
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x 7! arctan
�r

1� x
1+ x

�
= f (x) est dérivable sur ]�1, 1[ et on

a pour tout x 2 ]�1, 1[

f 0(x) =

 r
x � 1
1+ x

!0
.

1

1+
�r

1� x
1+ x

�2 =
�
1� x
1+ x

�0
2

r
1� x
1+ x

.
1

1+
1� x
1+ x

=

�2
(1+ x)2

2

r
1� x
1+ x

.
1
2

1+ x

=
�2

(1+ x)2
.
x + 1
2
.

p
1+ x

2
p
1� x

= � 1

2
p
1+ x

p
1� x

= � 1

2
p
1� x2

=

�
�1
2
arcsin(x)

�0
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Ainsi, les fonctions f et x 7! �1
2
arcsin(x) ont la même

dérivée sur l�intervalle ]�1, 1[ donc il existe un réel C tel que

8x 2 ]�1, 1[ , f (x) = �1
2
arcsin(x) + C

)
x=1

0 = �1
2
.
π

2
+ C , C =

π

4

) 8x 2 ]�1, 1[ , arctan

 r
1� x
1+ x

!
= �1

2
arcsin(x) +

π

4

retour à l�exercice

2 A �nir retour à l�exercice
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1 Les fonctions arcsin et x 7!
p
1� x2 étant dé�nies sur

[�1, 1], il est immédiat que Df = [�1, 1]. En outre, ces deux
fonctions étant dérivables sur ]�1, 1[ et exp sur R, on en
déduit que f est dérivable sur ]�1, 1[ et sa dérivée vaut

8x 2 ]�1, 1[ , f 0(x) =
�xp
1� x2

earcsin(x ) +

p
1� x2p
1� x2

earcsin(x )

= earcsin(x )
"
�x +

p
1� x2p

1� x2

#

Il est immédiat que x 2 ]�1, 0] , f 0(x) > 0 (le numérateur de
la fractions étant somme de deux réels positifs qui ne sont pas
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simultanément nuls). Il reste à déterminer son signe sur
]�1, 0] .

�x +
p
1� x2 > 0,

p
1� x2 > x ,

x>0
1� x2 > x2

, 2x2 6 1, x2 6 1
2
,
x>0

0 6 x 6 1p
2
=

p
2
2

Voici le tableau de variation de f (arcsin

 p
2
2

!
=

π

4
)

x �1
p
2/2 1

f 0(x) + 0 �p
2/2 exp(π/4)

f (x) % &
0 0
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retour à l�exercice

2 Puisque la fonction th est dé�nie sur R, l�expression f (x)
existe ssi x 6= �1 donc Df = Rnf�1g.
La fonction x 7! x � 1

x + 1
est dérivable sur Rnf�1g (comme

quotient de deux fonctions dérivables sur cet ensemble et
donc le dénominateur ne s�annule pas sur cet ensemble) et la
fonction th étant dérivable sur R, on en déduit que f est
dérivable sur Rnf�1g. Sa dérivée est donnée par

8x 2 Rnf�1g, f 0(x) =
�
x � 1
x + 1

�0 �
1� th2

�
x � 1
x + 1

��
=

2
(x + 1)2

�
1� th2

�
x � 1
x + 1

��
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Puisque les valeurs de th appartiennent à ]�1, 1[ , on en
déduit que le crochet est toujours strictement positf, ce qui
entraine que f 0 est strictement positive sur Rnf�1g.
Lorsque x 7! �∞,

x � 1
x + 1

! 1 donc lim
x!�∞

f (x) = th(1).

Lorsque x ! �1+ (resp. �1�), x � 1
x + 1

! �∞ (resp. +∞) et

comme lim
x!+∞

th x = 1 (resp. lim
x!�∞

th x = �1), on en déduit
que lim

x!�∞
f (x) = �1 (resp. 1). Le tableau de variation de f

est donné par

x �∞ �1 +∞
f 0(x) + k +

1 th(1)
f (x) % k %

th(1) �1

ABDELLAH BECHATA 109 / 113 www.bechata.com

http://www.bechata.com


SOLUTIONS TRIGONOMETRIE SOLUTION EXERCICE 14

retour à l�exercice
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sh2(x) cos2(y) + ch2(x) sin2(y)

=

�
ex � e�x

2

�2
cos2 y +

�
ex + e�x

2

�2
sin2 y

=
1
4

��
e2x � 2+ e�2x

�
cos2 y +

�
e2x + 2+ e�2x

�
sin2 y

�
=

1
4

�
e2x (cos2 y + sin2 y)� 2(cos2 y � sin2 y) + e�2x (cos2 y + sin2 y)

�
=

1
4

�
e2x � 2 cos(2y) + e�2x

�
=

ch(2x)� cos(2y)
2

retour à l�exercice
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L�expression est dé�nie pour tout réel x puisque l�on a

8x 2 R, ch x > 1) ch x + 1
2

> 1 et argch est dé�ni sur

[1,+∞[.
Pour simpli�er l�expression, on utilise la formule d�addition

ch(x) = 2 ch2
�x
2

�
� 1, ch2

�x
2

�
=
1+ ch(x)

2

,
ch>0

ch
�x
2

�
=

r
1+ ch(x)

2

) argch
�

ch
�x
2

��
= argch

 r
1+ ch(x)

2

!

On ne peut impunément a¢ rmer que argch
�

ch
�x
2

��
=
x
2

puisque argch réalise seulement une bijection de [1,+∞[ sur
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[0,+∞[. Par conséquent, si
x
2
> 0, x > 0, on a

argch
�

ch
�x
2

��
=
x
2
et si

x
2
6 0, x 6 0, on a, par parité de ch,

argch
�

ch
�x
2

��
= argch

�
ch
�
�x
2

��
=

�x/2>0
�x
2

ce que l�on peut résumer par

8x 2 R, argch

r
ch(x) + 1

2
=
jx j
2

retour à l�exercice
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