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MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS

EXERCICE 1

Justifier les encadrements suivants :
Q@ Vx>4, Inx<.x
Q@ Vx>0,

> solution

1+ x <eX <1+ xex.
Q@ VacR, VbeR}

Indication

» solution

ab< blnb+ e !
On travaillera a b fixé.

> solution
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EXERCICE 2

les valeurs du réel m ?

@ Combien de solutions I'équation x3 — 3x = m admet-elle selon
@ Méme question avec |'équation xIn(x) = m

> solution
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EXERCICE 3

Soient (p, q) deux réels. On considére |'équation
(Epg) : X3+ px+q=0.

Compter le nombre de solutions réelles a I'équation (&, ) selon les
valeurs de p et q.

» solution
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EXERCICE 4

> solution

Résoudre I'équation \/x + /x = 2 par deux méthodes différentes.
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EXERCICE 5

Soient a, b € R tels que a® = b et b? = a.
Montrer que a = b = 1.

> solution
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Résoudre les systemes d'équations suivants :

x+y = 520

|Og10 x+logpy = 4
2X +2Y4+22 = 15
Q eXey e = ed
In 3X3y = zIn3

«O>» «F>» «E» «E» =] DA
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Résoudre les équations suivantes :

Q@ In(x>—1)+1Ind=In(4x—1).

1
@ S In(x—1)+In(x+1) =2+In (VIFX).
o 2x+4 43X = 2x+2 +3X+2.
Q 2Inx+In(2x —1) = In(2x +8) + 2In(x — 1).
Q X+ e X =2a, aétant un réel fixé.
Q@ & — e ¥ = 2a, a étant un réel fixé.
X =X
0% "¢ _.
eX + e*
o

2% = 3,

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Résoudre les inéquations suivantes :

o 5 In(3x — 1) < In(x+1).
Q 2 >3

> solution
» solution

e 2x+1 +8 2 4%

> solution
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Justifier les encadrements suivants :

1 ~1
o fZX}—>X—|—|n<X >

fix—In(x®+1).

2 3x+4
X2—X
efIXr—>73_
 —
1 8
Q@ f:ix— — — ,
x2  x+1
O fix— xPe .
o
o

1
f:x = xIn <e+>.
X

1
Q@ f:x— xx.

1
Q F:x— xttx,

«O» «Fr <
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EXERCICE 10
On considére la fonction f : x — x — —.

X
intervalle a expliciter.

> solution

@ Montrer qu’elle réalise une bijection de [1, +oco[ sur un
@ Représenter graphiquement C;-1 puis calculer 1.

> solution
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EXERCICE 11
On considére la fonction f : x +— > — 2
expliciter.

@ Montrer que f réalise une bijection de IR} sur un intervalle a

@ Représenter graphiquement Cy-1 puis calculer 1.

» solution
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EXERCICE 12
On considére la fonction f : x — In <

2x +1
calculer F71.

x+2>'

1
Montrer qu’elle réalise une bijection de } 5 —I—oo[ sur IR puis
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EXERCICES MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS EXERCICE 13

On introduit la fonction f : x — x + In(x).

@ Montrer que la fonction f réalise une bijection de R} sur R
puis résoudre I'équation x + In(x) = 1.

@ Justifier |'existence d'une fonction g définie sur R telle que :
Vx € R, g(x)+In(g(x)) = x.

© Quelle la monotonie de la fonction g ? Que vaut g(1) ? En
déduire le signe de g(x) lorsque x > 1.

© Comparer g(x) a x puis g(x) a x — In(x) lorsque x > 1.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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On introduit la fonction f : x — x3 + x.

@ Justifier que la fonction f définie une bijection de R sur R.
@ Résoudre les équations
FHx=0, +x=2 x*+x=3V2
© Prouver I'existence d'une fonction g définie et continue sur IR
telle que : Vx € R, (g(x))3 +g(x) = x.

Q Quelle est sa monotonie ? Sa parité ? Sa limite en o0 ? Sa
représentation graphique ?

Q Etablir que : Vx € Ry, g(x) < /x. Etudier alors
I'existence d'asymptote a C, en +oo.

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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SOLUTION EXERCICE 1
@ On introduit la fonction auxiliaire f : x — In(x) — /x qui est
et on a

dérivable sur [4, +00[ comme somme de deux telles fonctions

Vx >4, f'(x)= = !

_2-x
-

2x S

X
Ainsi la fonction f est décroissante sur [4, +oo[ et

f(4)

= In4—+V4=1In(2°) —2=2In(2) -2
2(In(2) —1) < 2(In(e) — 1)

=0
donc f est négative sur [4, +00[ ce qui démontre |'inégalité
souhaitée.(retour s exercice)
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 1

@ On commence par remarquer que

14+ x < e¥
1+ x< e <l1+xe* & et
e <1+ xe*

On introduit les deux fonctions auxiliaires f : x — 1+ x — e
et g:x — e¥ —1— xe*. Elles sont toutes deux dérivables sur
IRy comme somme et produit de telles fonctions et leurs
dérivées sont données, pour tout x > 0, par

1-e<1-€e" =1
g(x) = & —(e"+xef)=—xe*<0

3
—
X
~—
Il

Elles sont donc toutes les deux décroissantes sur IRy et
f(0) =0, g(0) =0 donc elles sont toutes deux négatives
sur R4 ce qui démontre I'encadrement squhaigg,Cctor s leercice)

ABDELLAH BECHATA 17 / 122 www.bechata.com
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 1

© On fixe b et on considére la fonction de la variable réelle x
définie par Vx € R, f(x) = blnb+ e~ — bx.
La fonction f est dérivable sur R comme somme de telles
fonctions et, pour tout x € R, on a f'(x) = e*~! — b. Par
conséquent f'(x) = 0 si et seulement si x =Inb+ 1. La
fonction f’ est négative sur |—oo0, 1 + In(b)] et elle ne s’annule
qu'en 1+ In(b) donc la fonction f est strictement
décroissante sur |—o0, 1+ In(b)] . La fonction f est positive
sur [14In(b), +oo] et elle ne s'annule qu’en 1 + In(b) donc f
est strictement croissante sur |—o0, 1 + In(b)] . Par
conséquent, la fonction f atteint son minimum strict en
1+ In(b) et ce minimum vaut 0 donc f est positive sur R et
elle ne s'annule qu'en x = 1+ In(b).

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ On introduit la fonction f : x — x3 — 3x qui est paire donc il
suffit de I'étudier sur IR. On étudie les variations de f sur IR.
La fonction f est dérivable sur R comme somme de deux
telles fonctions et sa dérivée est donnée par

Vx €ERy, f(x)=3x*-3=3(x*-1)

Son tableau de variation est alors

X 0 1 400
' (x) — | 0 | +
0 400
f(x) N /
-2
0> «F»r «E>» «Er» E DA
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

ce qui montre que f(IR) = IR. On dispose de tangentes
verticales & Cr au point d'abscisse x = 1 (et par imparité en

x = —1) et la représentation graphique de f est
T
) /
2 /
A A -
/ 1 1 2
[
/ =4
On constate alors visuellement que
«O>» «F>» «E» «E» =] DA
/122 www.bechata.com
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e simé& |—oo, —2[U]2, +oo[ alors m admet un seul antécédent

par f i.e. I'équation f(x) = m admet une unique solution
réelle.

o si me {—2,2} alors m admet deux antécédents distincts par

f i.e. I'équation f(x) = m admet deux solutions réelles
distinctes.

e si m € |—2,2[ alors m admet trois antécédents distincts par f
i.e. I'équation f(x) = m admet trois solutions réelles distinctes

Pour justifier rigoureusement cette constatation graphique, on
va invoquer le théoréme de bijection continu sur différents

intervalles. On commence par justifier que 2 et —2 admettent
exactement deux antécédents sur RR.

«O» «Fr <
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e m e {—2,2} : La fonction f est continue et strictement
croissante sur [1, +-o0o[ (car sa dérivée est positive sur cet
intervalle et elle ne s'annule qu’une fois) donc elle réalise une
bijection de [1, +o0[ sur f ([1, +00[) = [—2, +00[. Par
conséquent, 2 € [—2, —|—oo[ admet un et un seul antécédent,
noté w, par f appartenant a [1, +oo[. Etant donné que
f([0,1]) =]—-2,0], on est assuré que 2 n'admet pas
d’antécédent sur [0, 1] donc 2 admet un et un seul antécédent
« > 1 sur Ry (une autre racine évidente a I'équation est 2
donc @ = 2 en fait mais cela n'est pas utile pour les
raisonnements)

Par le méme argumentaire, on obtient que 2 admet un et un
seul antécédent par f qui appartienne 3 R (il s’agit de 1).
Par imparité, —2 admet un et un seul antécédent —a < —1
par f appartenant a IR_ et 2 admet un et un seul antécédent
par f appartenant 8 R_ (qui est —1).

Conclusion : Le réel 2 (resp. —2) admet exactement deux
antécédents distincts —1 et a (resp. 1 et —a) par f sur R

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA™
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c'est-a-dire que I'équation f(x) = 2 (resp. f(x) = —2) admet
exactement deux solutions réelles.
On obtient ainsi le tableau de variation de f complété par £«

X —o0 —u —1 1 ® 4+
f’(x) 4 + [0 = aF aF
+
/!
2 2
f(x) / N\ /!
-2 -2
/

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e m € |—o0, —2[ : La fonction f est continue et strictement
croissante sur l'intervalle | —oo, —a[ (car f > 0 sur cet
intervalle) donc elle réalise une bijection de |—oco, —«[ sur
f (]—oo, —a[) = ]—o00, —2[. Par conséquent, tout élément
m € |—o0, —2[ admet un et un seul antécédent appartenant a
|—o0, —a[. Etant donné que f ([—a, +00[) = [—2, +-00] le réel
m ne peut avoir d'antécédent appartenant a [—a, +oo].
Conclusion : tout réel m € |—oco, —2[ admet un et un seul
antécédent par f sur R c'est-a-dire que I'équation f(x) = m
admet une et une seule solution réelle.

e mE€E|2,4+0o[: —m € ]—o00, —2[ donc il admet un et un seul
antécédent my par f appartenant a R donc, par imparité, m
admet un et un seul antécédent —m; par f appartenant a R.
Conclusion : tout réel m € ]2, +oo[ admet un et un seul
antécédent par f sur R c'est-a-dire que I'équation f(x) = m
admet une et une seule solution réelle.

«O» «Fr <

» «E» = A
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MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e m € |—2,2[: La fonction f est continue et strictement
croissante sur |—a, —1[ (car ' > 0 sur cet intervalle) donc elle
réalise une bijection de |—a, —1[ sur f (]—a, —1[) = |—2, 2].
Par conséquent, tout élément m € ]—2, 2[ admet un et un seul
antécédent mj par f appartenant a |—a, —1].

En procédant de méme pour les intervalles |—1, 1] et |1, a[, on
obtient que m admet un et un seul antécédent my (resp. m3)
sur |—1,1[ (resp. |1,al).

Par ailleurs, m ne peut posséder d'antécédent par f
appartenant a R\ |—a, a[ puisque

f(R\]—a,a]) =R\ ]-2,2].

Conclusion : tout réel m € |—2,2[ admet m admet trois

antécédents my, my et m3 par f appartenant a IR et ils sont
distincts puisque I'on a

< m<-1<m<l<m<ua

«O» «Fr <
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SOLUTION EXERCICE 2
@ On introduit la fonction f : x — xIn(x) qui est dérivable sur
donnée par

R comme produit de deux telles fonctions et sa dérivée est

c'est-a-dire que I'équation f(x) = m admet trois racines réelles
distinctes.(Lretour a Fexercice)

Vx € RZ,

f'(x) =In(x) +x.= =1In(x)+1>0
X
1
< In(x) > —1<:>x>e71:g

Son tableau de variation est alors
X 0 1/e +00
') ] — 0 4=
0
o) 1IN\
ABDELLAH BECHATA
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SOLUTION EXERCICE 2
Pour la limite en 0, utilise les croissances comparées. On a

une tangente horizontale au point d'abscisse x = — et la
représentation graphique de f est

1
-1 -

w +

On constate alors visuellement que
ABDELLAH BECHATA
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e si m < —— alors m n’admet par d'antécédent par f
e
appartenant a R

; 1
e sime {} U4 alors m admet un seul antécédent par f
e

appartenant a RY i.e. I'équation f(x) = m admet une unique
solution réelle.

e sime& |——,0| alors m admet deux antécédents distincts par
e

f appartenant a RY i.e. I'équation f(x) = m admet deux
solutions réelles distinctes.

Pour justifier rigoureusement cette constatation graphique, on
va invoquer le théoréme de bijection continu sur différents

. . 1
intervalles. On commence par justifier que —— et 0 admettent
e

exactement un seul antécédent sur lRi.

«O0>» «F»r « > « =] Q>
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1 1 1
e m= —— : On remarque que f <]Ri\{ }) —},+oo[
e e e

donc —— n'admet aucun antécédent par f appartenant a

1 1 1 1
]Ri\{—}etcommef( ) = ——, on est assuré que ——
e e e e

admet un et un seul antécédent par f appartenant a ]R_T_.
. , : 1 .
Conclusion : L'équation f(x) = —= admet une unique
e

. . 1
solution réelle qui est ——.

e m = 0. On résout directement |" équation
f(x) =0 xIn(x) =0 < In(x) =0 x =1
x>

Conclusion : L'équation f(x) = 0 admet une unique solution
réelle qui est 1.

«O» «Fr <
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 2

e mE ]R_T_. La fonction f est continue et strictement croissante
sur ]1, +oo[ (car ' > 0 sur cet intervalle) donc elle réalise une
bijection de |1, 400 sur f(]1, +-00[) = R’ . Par conséquent, m
admet un et un seul antécédent par f appartenant a |1, +-o0[

1
et, puisque f(]0,1]) = [—,0} , m ne peut avoir d’antécédent
e

par f appartenant a ]0, 1] ce qui entraine qu'il admet un et un
seul antécédent par f appartenant a IRi.

Conclusion : L'équation f(x) = m admet une unique solution
réelle.

1 . . .
e mE€ ,0[ : De méme, la fonction f réalise une bijection de
e

}O,l[sur f<]0,1D :}—1,0{doncmadmet un et un
e e e

1 :
seul antécédent par f appartenant a |0, — | . Elle réalise
e

1 1 1
également une bijection de } -1 [ sur f (] —1 D = } —,O[
e e e

> «F > «E>» «E» = 9DACQ
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donc m admet un et un seul antécédent par f appartenant a
1 . .

} -1 [ Pour finir, puisque
e

1 1
f({} UL, +oo[) = {—} U [0, +oo[, m ne peut avoir
e e
1
d’antécédent par f appartenant a {} U [1, +o00[ ce qui
e
entraine qu'il admet deux antécédents par f appartenant a IRi
1
et ils sont distincts car I'un appartient a }O, - [ et I'autre a
e
1
} e’ 1 { .
e

Conclusion : L'équation f(x) = m admet deux solutions
réelles distinctes.( retour a I'oxercice)

«O0>» «F»r « > « =] Q>
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SOLUTION EXERCICE 3

A finirCoson s Towrmes)

ABDELLAH BECHATA
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SOLUTION EXERCICE 4
Cette équation n'a un sens que si x > 0.
@ Premiére méthode : On effectue alors le changement de
qui nous donne

variable X = x!/6 & x = X (puisque x > 0 et X > 0) ce

ViRm0 (X024 (x0)! =2
X +XP=2X+X>-2=0
Une racine évidente est X = 1 donc on peut factoriser
que

X34+ X2-2 par X — 1. Il existe donc trois réels a, b, c tels

VX ER, X3+4+X2—-2=(X—-1)(aX®+bX +¢)
ABDELLAH BECHATA
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SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 4

En considérant les coefficients dominant et constant et en

évaluant en X = —1, on obtient
1=1.a a=1
—2=-1.c & c=2
—2=-2(a—b+c) b= -2

=VxeR, X +X?—2=(X-1)(X*+2X+2)

Le trindme X2 42X + 2 a un discriminant strictement négatif
donc il ne s'annule pas sur IR ce qui nous donne

Vx+x=2eX-1=0aX=1ax=1ax=1=1

Par conséquent, |'équation considérée admet une unique
solution réelle qui est x = 1.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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e Deuxiéme méthode : La fonction f : x — /x + /x est
continue et strictement croissante sur IR, (comme somme de
deux telles fonctions ) donc elle réalise une bijection de R
sur f(R4) = Ry. Puisque 2 € R, on en déduit que 2 admet
un et un seul antécédent par f appartenant a R4 autrement
dit I'équation f(x) = 2 < y/x + /x = 2 admet une et une

seule solution réelle. Puisque x = 1 est une solution évidente,
c'est la seule.

< retour a |'exercice

«O» «Fr <
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e Premier cas : si a €]0, 1] alors a® € ]0, 1[ donc
1
—=a%c ]0, 1[, ce qui est impossible car — > 1.
a a
@ Second cas a € |1, +oo : alors a® € |1, +o0[ce qui entraine
1 : , : 1
que — = a? € |1, +oo], ce qui est impossible car 0 < = < 1.
a a
On en déduit que la seule possibilité est a = 1, qui est bien

. : 1 1
solution de I'équation a® = — et b vaut alors b= — = 1.
a a

< retour a |'exercice

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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© Rappelons que si x, y, a, b sont quatre réels, le systeme
X+y=a
xy =>b
du trinéme X2 — aX + b..
Le systéeme considéré par I'énoncé a un sens lorsque x et y
sont strictement positifs (pour la seconde équation, la
premiére n'imposant aucune contrainte) et I'on a

est équivalent au fait que x et y soient racines

X+y = 520 o x+y = 520
IOglO X + |Og10 y = 4 Xy = 10000

Par conséquent, x et y sont solutions de I'équation du second
degré X2 — 520X + 10000 = 0 dont les racines sont 20 et
500. On en déduit immédiat que les solutions du systéme
initial sont (x, y) = (20,500) ou (x,y) = (500, 20).

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Comme In et exp réalisent des bijections, on a I'équivalence :

242y 422 = 15 242y 422 = 15
e*e¥e? e & x+y+z = 6
In(3*3¥) = zIn3 x+y = z

2X 42y 422 = 15 z = 3
& X+y = 3 & y = 3—x
z = 3 X 42374+ 28 = 15
z = 3
& 3% = 3—x
24827 = 7

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Pour cette derniere équation, on pose le changement de

variable X = 2 et remarquant que X # 0, on a On travaille
sur la premiére équation avec z = 3 :

X2
x+§:7@ +8:7<:>><2—7X+8:0
val val
X:u>0 X:u>0
2 2
= ou = ou
— /1 — /1
x=T" T | T

>0
2
ABDELLAH BECHATA
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< retour a |'exercice

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Cette équation a un sens lorsque I'on a simultanément

X —o0, —1{U |1, 400
{%_1>0 3 [U]1, o] et

1
4x —1 >0 < x€}—4,—|—oo{

Dans ce cas, on a

In(x* = 1) +In4 =In(4x — 1) < In[4(x* —=1)] = In(4x — 1)
S4(x*-1)=4x—14° —4x—-3=0

. . 1
Les solutions de cette équation du second degré sont x = —5

3 . . . . ,
ou x = 5 La premiére valeur étant interdite (puisque I'on a

nécessairement x > 1), I'équation initiale ne posséde qu'une

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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unique solution x = >

@ Cette équation a un sens lorsque a simultanément

x—1>0 x>1
x+1>0 &< x>-1 &xe]l 4oof

vV1i+x>0 x> —1

Dans ce cas, on a

1 1 1 1
E|n(x—1)+|n(x+1):2+§|n(1+x)<:>§|n(x—1)+§|n(x+

Shn(x—1)+In(x+1)=4<In[(x—1)(x+1)] =4
ex-l=ex=1+e & V1+ et

X =
x>1>0

< retour a |'exercice
«O>» «F»>» «E» «=)>» E DA
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© Cette équation a toujours un sens et l'on a

A 3 — X H2 4 A2 oy D o DX D2 5 DX = 32 x 3X — 3
S22 -2 =3(F¥ -1) =3x2X=2x3* &
3exln2 _ 2ex|n3 PN e><(In3—|n2) _ 2

3
f<:>x|n§:|nf<:>x:1

@ Cette équation a un sens lorsque I'on a simultanément

x>0 x>0
2x—1>0 x>1/2
2x+8>0

x—1>0

S 4 & x €]1, 400
x>1

ABDELLAH BECHATA
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Dans ce cas, on a

2Inx+In(2x —1) = In(2x +8) + 2In(x — 1)
& In(x*(2x — 1)) = In((2x +8)(x — 1)?)
& x?(2x — 1) = (2x 4+ 8)(x — 1)?

& 23 —x* = 2x° —4x* 4+ 2x +8x* —16x +38

4
(:)5x2—14x+8:0<:>x6{2,5}
& x=2carx >1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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© On remarque pour commencer que e * = — et que a doit
e

étre strictement positif (puisqu’il est la somme de deux réels
strictement positifs). On suppose dorénavant que a > 0 et on
effectue le changement de variable X = e* ce qui nous donne
1 X?+1
E e te¥=2aX+-=2a& —— =2a
(€) + + ¥ X
& X°+1=2aX&X*—2aX+1=0

Le discriminant de ce trindme est A = (2a)? — 4 = 4(a®> — 1).
0 Siad-1<0ea<l1 S a< 1 alors I'équation (&')
a>

n'admet aucune solution réelle ce qui entraine que I'équation
(£) n'en admet également aucune.

A
ABDELLAH BECHATA 45 /122 www.bechata.com
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0Sia2—1>0<a2>1 < a>1alorsona

a>0
X723+\/4(3271) X72a+2\/3271
= : ===
&) < ou = ou
2a—+/4(a%2 - 1) 2a—2va% -1
X = 5 X:f
X=a++Vva?-1 e =a++va2—-1
=4 ou = ou
X=a—+va—1 eX=a—+va—1

On remarque ensuite que Va2 + 1 > v/ a2 =2 donc
a>
a— /a2 +1 < 0 ce qui entraine que I'équation
eX = a— /a2 — 1 est impossible dans R. Etant donné que

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SOLUTION EXERCICE 7
a+va%2+1>0 (car a>0), I'autre équation est possible

Conclusion

(&) e x=1In (a+ \/3271)
L'équation e* + e~

X

= 2a admet aucune

solution réelle si a < 1 et admet une unique solution réelle si
a>1quiest x=In <a+\/32—1>.

@ On remarque pour commencer que e~

1
M= P puis on effectue
le changement de variable X = e* ce qui nous donne
" N 1 X?—1
&) e —e :2a<:>X—}:2a<:>

x
& X2P-1=2aX&(£):X?-2aX-1=0
ABDELLAH BECHATA
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Le discriminant de ce trindbme est
A = (2a)2 +4 = 42> +4 > 0 donc il admet deux racines
réelles distinctes.

X — 2a++/4(a%+1) X — 2a+2va%+1
= > —Zfreve T

2
&) & ou & ou
_ 2a—/4(a%+1) X_2a—2\/32+1
- 2 -2
X=a+Vva+1 e“=a++va*+1
& ou & ou

X=a—+va+1 e =a—+va2+1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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On remarque ensuite que

_ 2
Vil > Va= |a|>{_"a<:>{ G i

at++vat+1>0
a—+Vva‘+1<0
at+vat+1>0

ce qui entraine que I'équation ¥ = a — v/a%2 + 1 est
impossible dans R tandis que |'autre équation est possible ce
qui nous donne

(E) & x=In <a+\/a2—|—1>

Conclusion : L'équation € — e™* = 2a admet une unique
solution réelle quel que soit a dans IR et cette solution vaut

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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X:In(a—&-\/azi—i-l)-

1 .
@ On remarque pour commencer que e = — puis on effectue

le changement de variable X = e* ce qui nous donne

1 X2 -1
R X—-=
&) %za@ X-ae 2X =a
eX 4 e~x X—I—E X2 +1
X X
X2—-1 X X2 -1

X X+1 T xeg1
& X2-1=aX+1) e X(1-a)=a+1
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Sil—a=0<a=1, alors (£) & (£') < 0 =2 ce qui est
absurde. On suppose donc a # 1 ce qui nous donne

(5)®X2:a+1

oy a+1
~ e =
1—a 1—a
cette équation ne peut avoir des solutions que si
a+t1

1
12" 0 < a € ]—1,1] (faire le tableau de signe de 2t a).
Lorsque a € |—1,1[, on a

(€) & 2x=In <ii—i> <:>X:1|n <a+1>

2 1—a

Conclusion :

X
: L'équation

eX —e X

= a admet aucune
e—X

solution si |a] > 1 et si |a| < 1 alors elle admet une unique

ABDELLAH BECHATA
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. . 1
solution réelle qui vaut x = = In

a+1
2 1—a/’
© Cette équation a toujours un sens et on a

> =

3 o @) = "G) o xIn(2) = xIn(3)
< x(In(2) —In(3)) =0 x=0
car 2 <3< 1In(2) < In(3) donc In(2) —In(3) #0

ABDELLAH BECHATA
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© L'inégalité a un sens lorsque I'on a simultanément
{ 3x—1>0

ES BIFIE |ORD OF THE MATHS

x+1>0

Dans ce cas, on a

x> —1

1
S X e |z,
S|
~InBx—1) <In(x+1) ©In(3x—1) < 2In(x+1)
& In(3x—1) < In[(x +1)?]
& exp {In(3x — 1)} < exp {In[(x + 1)°]}
&3x-1<(x+1) < 0<x®—x+2
Le trinéme x> — x 4 2 posséde un discriminant strictement
négatif donc il est de signe constant sur IR. Son coefficient
dominant étant strictement positf, on en déduit que
ABDELLAH BECHATA
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X2

— x4+ 2 > 0 sur IR. Par conséquent, sous réserve que
I'inéquation initiale ait un sens, I'inéquation initiale est
toujours vraie, ce qui entraine qu’elle est vérifiée si et

) 1
seulement si x € } 3 +oo]| .

@ L'inéquation a toujours un sens et I'on a
2 > FoeMs e xin2 > xin3
& x(In2—1In3) >0 x<0
N———
<0

Ainsi I'inéquation initiale est vérifiée si et seulement si
x € RX.

«O0>» «F»r « > « =] Q>
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© L'inéquation a toujours un sens. En remarquant que
4 = (22)x =22 = (2¥)2, on a

2”1—1—824*<:>2><2X—(2X)2+8>0X<?2X ~X?+2X+8>0

Ce trin6me posséde deux racines distinctes réelles —2 et 4 et
son coefficient dominant est négatif donc ce trindme est
positif entre ses deux racines, c'est-a-dire lorsque

2<X<h4e —2<2<4 (A

Comme le réel 2 est toujours strictement positif, la

contrainte 2¥ > —2 est toujours vérifiée (puisque

2¥ > 0 > —2) donc I'encadrement (A) est équivalent a la

seule inégalité 2¥ < 4 = 22 & x < 2. Par conséquent,

I'inéquation initiale est vérifiée si et seulement si x € |—o0,2].

«O0>» «Fr «Z>» «E)» DA
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@ Domaine de définition : La fonction f est définie pour tout

-1
réel x tel que 3x +4 # 0 et ;{_’_4

4
x < —3 ou x > 1. Le domaine de définition D de f est donc

> 0, ce qui donne

}—M,—g[u]lﬁrw[.

Parité, périodicité : D n'étant pas symétrique par rapport a
0, la fonction f n'admet pas de parité. Le domaine de
définition n'étant pas stable par translation d'un réel non nul

4
(si cest le cas alors R\ Dy = —3 1] le serait pour un

certain réel T > 0 donc 1+ T > 1 serait dans R\Ds ce qui
est absurde) donc la fonction f n'est pas périodique.
Monotonie : Les opérations sur les fonctions monotones ne

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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. x—1
nous permettent pas de conclure. La fonction x — x4 est
X

dérivable sur D¢ (comme quotient de deux telles fonctions
dont le dénominateur ne s'annule pas) donc la fonction f est
dérivable sur D¢ (comme somme de deux telles fonctions) et
sa dérivée est donnée par

1 x—1Y\ 1
/ — —
Vx € 7Dy, f(X)_2+<3X—|—4>'X—1
3x+4
. 1+3x—|—4—3(x—1) 3x+4
2 (B3x+4)2 " x-—1
1 7 3x+4
-~ §+(3x+4)2'x—1 =0
—_——
>0 >0C|UD,€
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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ce qui nous donne le tableau de variations de f

% —00 —4/3 1] |1 +o0
00 [ 400

f(x) / I /

—00 | | —o0

Justification des limites :

1
x+1 X<1+x> 1
V< £ 0 5T 1\ 3
x 3x<1+) 14
3x

x+1 1
= In <3x—|—4> thooln <3> = —1In(3)

1
o 1
X —_—
ix—>—i>oo3
3

1 lim f(x) = o0
lim =x = Zoco= x~.>+oo
ttes D lim f(x)=—o0
X——00 «O0>» «F>» «E>» «E>» =] DA
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Lorsque x — 17 alors X . 0" donc
3x+4
n (X1 5 G IR % — = deduit
n — — i —x — =, onen i
Sy et puisque 5 5+ on en deduit que
lim f(x) = —o0.
x—1+
L S P2 g
orsque x — | —= | alors sur
a 3 3x 14 3x+ 4
1 1 2
Dy 1) donc In <?j;—:_4> — 400 et puisque X 3 on en
déduit que  lim  f(x) = +oo.
x—(—4/3)
Asymptotes :

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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4 . .
e en —= et 1: Puisque lim f(x) = +oo et que
3 x—(—4/3)~
lim f(x) = —oo, la courbe C¢ admet deux asymptotes
x—1
: . . 4
verticales dont les équation respectives sont x = —3 et x = 1.
. x+1
e en *oo : Etant donné que lim In = —1In(3), on
X——+00 3x+4
. X .
est assuré que lim (f(x) - f) = —In(3) donc la droite
X— 300 2

X
d'équation y = 5~ In(3) est asymptote a Cr en foo. En
outre, on a

f(x) = (5+M(3) >0 In (3XX—+14> > In(3) =In (;)
x-1 1, x-1 1

& > - & -2
3x+4 "~ 3 3x+4 3
7 4
S - 2083x+4<08 x< —3
3(3x + 4) X STz
«O0>» «F>» «E>» «E>» = Q>
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Par conséquent, cette asymptote est en dessous de Cr en tous

les points d'abscisse x < 3 et au dessus de Cy en tous les
points d'abscisses x > 1.

Tangentes horizontales : Puisque f’ en s'annule pas sur Dy,
la courbe Cr n’admet pas de tangentes horizontales.
Représentation graphique : En trait épais, Cy, en trait fin

I'asymptote oblique, en pointillé les asymptotes verticales.
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< retour a |'exercice
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@ Domaine de définition : La fonction f est clairement définie
sur R\{3}.
Parité, périodicité : Puisque Dr n'est pas symétrique par
rapport a l'origine, f ne posséde pas de parité. Elle ne posséede
pas de parité puisque Dy n'est pas stable par translation d'un
réel non nul (sinon, R\ Dr le serait donc 3 € R\ Dy et
3+ T # 3 aussi ce qui est absurde).
Monotonie : La fonction f est dérivable sur R\{3} comme
quotient de deux telles fonctions dont le dénominateur ne
s'annule pas sur R et on a :

2x —1)(x = 3) — (x* — x)
(x=3)?

vx € R\(3}, F(x)="

x2 —6x+3

(x—3)?
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Par conséquent, f'(x) est du signe de x> — 6x + 3. Les
racines de ce trindme sont 3 — v/6 et 3+ /6 et le coefficient
dominant du trinéme est 1 > 0 donc le trinéme est négatif
négatif entre ces deux racines et positifs a I'extérieur. On a
donc le tableau de variation suivant

X —00 3—6 3 3+6 —+c
' (x) + 0 I 0
5—2\@ “+o00 -+
f(x) / NN /!
) —00 5426
«O» «F> <> «E>» = DAl
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SOLUTION EXERCICE 9

—6
x(x—1
—  —00, f(x)zi) — 400
X—3 x-3- X—3 x—3*
S~~~ S~
—0- —0t
Asymptotes :
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X

SOLUTION EXERCICE 9

lim f = —ooetque I|lim f = 400, la
- 9@ A oF ()

courbe C¢ admet une asymptote verticale dont I'équation est

x = 3.

e en £oo : Puisque

x—+oo

x € R\{0,3}, on a

ABDELLAH BECHATA

f(x)

lim f(x) = %oo, on étudie —=. Pour
X

TN

66 / 122

«4O0>» «F»>» «E» «E» =

— 2

1 E X—Fo0

DA™

www.bechata.com


http://www.bechata.com

SOLUTIONS

MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS

§IFIE{JORD OF THE MATHS
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+o00. En outre, on a

f(x)—(x+2)

donc la droite d'équation y = x + 2 est asymptote a Cr en
>

0 &

x?—x—(x—=3)(x+2)

>0

x—3

6

& 3>O<:>x—320<:>x>3

X —
Par conséquent, cette asymptote est en dessous de Cr en tous
les points d'abscisse x > 3 et au dessus de Cr en tous les
points d'abscisses x < 3.

ABDELLAH BECHATA
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Tangentes horizontales : Puisque
flix)=0&x¢€ {3 — 6,3+ \@} , la courbe Cr admet des

tangentes horizontales aux points de coordonnées x = 3 + /6
et x = 3 — /6 dont les équations respectives sont

y = f<3+\f6) — 5426, y= f<3—\@) —5-2v6~0.1
Représentation graphique : En trait épais, Cy, en trait fin

I'asymptote oblique, les segments continus sont les tangentes
horizontales, en pointillé les asymptotes verticales.

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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< retour a |'exercice
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© Domaine de définition : La fonction f est clairement définie
sur R\{0, —1}.
Parité, périodicité : Puisque Df n'est pas symétrique par
rapport a l'origine, f ne posséde pas de parité. Elle ne possede
pas de parité puisque Df n'est pas stable par translation d'un
réel non nul (sinon, R\Ds le serait donc —1 € R\Ds et
—14T(>—-1)€R\Dsdonc =14+ T=0& T =1et
0+ T = 1 n’appartient pas a R\Dy ce qui est absurde).

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Monotonie : La fonction f est dérivable sur R\{0, —1}
comme somme de deux telles fonctions et on a

Vx € R\{0, -1},

—2 8
2(4x3 — x? —2x — 1)

(x+1)2

x3(x+1)2
(4x3 — x*> —2x — 1)

X

2

‘x2(x+1)2
Comme x = 1 est racine évidente de 4x3 — (x + 1)?, on peut
factoriser ce dernier polynéme par x — 1. Il existe donc trois
réels a, b, c tels que

Vx € R,
ABDELLAH BECHATA

43 —x? —2x—1=(x—1)(ax® + bx + ¢)

71 /122

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

§IFIE{JORD OF THE MATHS

SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 9
En considérant les coefficients dominant et constant et en
évaluant en x = —1, on obtient

4=1.a a=4
—1=-1c & c=1
—4=-2(a—b+0) b=3

=VxER, 4 —x*>—2x—1=(x—1)(4x*+3x+1)

Le trinéme 4x? + 3x + 1 a un discriminant strictement négatif
et son coefficient dominant est 4 > 0 donc il est strictement

positif sur R. Par conséquent, le signe de f'(x) est celui de
x—1

dont voici le tableau de signe

X — 00 0 1 +o00

x—1 — — 10|+

X — 10|+ F

(X_]-)/X + ” _.9.4—!%.4-5><:5> = 9ac
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et le tableau de variation de f est
X —o00 —1 0 1 +o0
f'(x) + | | 1
+0c0 —+oo
f(x) 4 B I e B I I
0 —00 -3
N
0
Justification des limites : Il est immédiat que
lim f(x) = 0, lim f(x) = oo,
x—rztoo x——1-
lim f = —o00, Ilimf = +o0.
errll‘*' (X) XTO (X) t
Asymptotes :
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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respectives sont

e en —1,0 : Puisque f tend vers o0 en ces deux points, la

x=-—1

1

e en oo : Puisque
X

SOLUTION EXERCICE 9
courbe Cr admet deux asymptotes verticales dont les équations
x = 0.
lim f
— o0

est asymptote a Cr en oo,

(x) = 0, la droite d’équation y =0
Tangentes horizontales : Puisque f'(x) =0< x =1, la
courbe Cr admet une tangente horizontale au point de
coordonnée x = 1 d’'équation

ABDELLAH BECHATA

Représentation graphique : En trait épais, Cr, en trait fin la
tangente horizontale, en pointillé les asymptotes verticales.
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< retour a |'exercice
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@ Domaine de définition : La fonction f est clairement définie
sur R.
Parité, périodicité : La fonction f est paire comme produit
de fonctions paires donc on peut restreindre le domaine
d'étude a R;. La fonction f n'est pas périodique (sinon si
T > 0 est une période alors 0 = £(0) = T2~ T’ > 0 ce qui
est absurde)
Monotonie : La fonction f est dérivable sur R comme
produit et composée de telles fonctions et on a :

2 2

Vx €R, f/(x) =2xe X +x2 x (=2x)e ¥ =2e " x(1—x2)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Par conséquent, le signe de f’(x) est celui de x(1 — x?) dont
voici le tableau de signe

X 0 1 400
1—x? + 10| —
X 0|+ +
x(I-x®) o[ +]0]| -

Le tableau de variation de f est alors

X 0 1 400
f'f(x)|0]+| 0 | —
1/e
f(x) / N\
0 0
«O> «Fr «E>» «Er» E DAl
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Justification des limites : A |'aide du changement de
variable t = x? (quand x — +oo, t — +00) et des
croissances comparées, on a

lim f(x) = lim te"=0
x—+oo t=x2 t—+0co

Asymptotes : en +oco : Puisque IiT f(x) =0, la droite
X— (o]

d'équation y = 0 est asymptote a Cr en +oo.

Tangentes horizontales : Puisque f'(x) =0 < x € {0,1},
la courbe Cr admet une tangente horizontale aux points de
coordonnées x = 0 et x = 1 dont les équations respectives

sont

y=f0)=0, y=f(1)="

Représentation graphique : En trait épais, Cr, les segments
continus correspondent aux tangentes horizontales.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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P
X
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© Domaine de définition : La fonction f est clairement définie
sur R.
Parité, périodicité : La fonction f est paire donc on peut
restreindre le domaine d'étude a IR . La fonction f n'est pas
périodique (sinon si T > 0 est une période alors
0=f(0)=In(L+ T2) > In(1) = 0 ce qui est absurde)
Monotonie : La fonction x — 1+ x? est strictement
croissante sur IR et comme la fonction In est strictement
croissante, par composition la fonction f est strictement
croissante sur R .

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Le tableau de variation de f est alors (je ne fais pas les limites

quand méme !)

X 0 +o0
Fx) [0 +] 0
—+o00
f(x) /
0

Asymptotes : en +o0 : Puisque lim f(x) = 400, on étudie

X——+00

f(x . .
Q. En factorisant par le terme dominant en +oo dans le
X
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logarithme et en utilisant les croissances comparées, on a

v 0 X 'n<x2<1+X12>) |n(x2)+|n<1+X12>
x > 0, _ )

X X X

21n(x) +|n <1+)1<> e

X X X——+00

Ainsi, la courbe Cr admet en +oco une branche parabolique de
direction |I'axe des abscisses.

Tangentes horizontales :La fonction f est dérivable sur IR
puisque la fonction x — 1 + x? est dérivable et strictement

positive sur Ry et que la fonction In est dérivable sur R’. La
dérivée de f est donnée par

. 2x
14 x2

VX€R+, fI(X)

ABDELLAH BECHATA
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Par conséquent, la courbe Cr admet une tangente horizontale

au point de coordonnées x = 0 dont I'équation est
y =f(0) =0.

Représentation graphique : En trait épais, Cr.

«4O0>» «F»>» «E» «E»
ABDELLAH BECHATA 83 /

DA™

www.bechata.com


http://www.bechata.com

SOLUTIONS

ES BIFIE |ORD OF THE MATHS

MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS

SOLUTION EXERCICE 9

< retour a |'exercice
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© Domaine de définition :
valeur de x telle que x # 0 et

La fonction f est définie pour toute

1
€+;>0<:>ex+

>0
X
Le tableau de signe de ce quotient est
X —00 —1/e 0 +o00
ex+1 — |0 4 +F
X — — 10|+
(ex+1)/x + |0 — | |l| +
Par conséquent, le domaine de définition de f est
1
} =0, —— [u]o, +ool.

ABDELLAH BECHATA
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Parité, périodicité : Puisque Df n'est pas symétrique par
rapport a l'origine, f ne posséde pas de parité. Elle ne possede
pas de parité puisque D n'est pas stable par translation d'un

réel non nul (sinon, R\Df = —,0} le serait pour un
e

certain réel T > 0donc 0+ T = T > 0 serait dans R\ Dy ce
qui est absurde).

) ; 1 :
Monotonie : La fonction x — e + — est dérivable et

X
strictement positive sur Dy, la fonction In est dérivable sur

1
IRJXr donc la fonction x +— In <e+ ) est dérivable sur Dy.
X

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Pour finir, la fonction f est dérivable sur Dy comme produit
de deux telles fonctions et on a

—1
, 1 )
Vx € D¢, f(x)=Inle+=)+x i
X
@4F
X
_ 1\ 1 1
= n e+; X;e}(i—f—l
X

= In<e+1>—1 =
X xex—+1

_ 1 1

- n<e+x>_ex+1

Comme on ne peut déterminer directement le signe de f’, on
étudie les variations de f’. Pour cela, on remarque gue la
<

O» «fF>» «E» «E»
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fonctions et on a

SOLUTION EXERCICE 9
fonction f’ est dérivable sur D comme somme de deux telles

Vx € Dp f(x) =X

!
i e
1 2
etk (ex+1)
X
_ -1 i e _ —(xe+1)+ex
 x(ex+1)  (ex+1)2 x(ex+1)?
—1
 x(ex+1)2

a calculer

On en déduit le tableau de variation de f (on ne cherchera pas
lim  f(x)et lim f'(x) car f’ est croissante

x—(—=1/e)~ x—0+

sur ] [ et sur |0, +oco[ et comme on a

—OO, e —

e
ABDELLAH BECHATA
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lim f'(x) =1 >0, on en déduit que f’ est strictement
X——00

positive sur D).

X —00 —1/e ||| |0 +o00
f"(x) + 1 | H =
f'(x) 0 I
1 I 1
f'(x) + -
—+00 —+00
f(x) /! I /
—0 | |0 0

Justification des limites : Pour la troisieme limite, on

factorise par le terme dominant dans le logarithme, i.e. par —
X

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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(pmsque I|m — =+ooete — e!) puison utilise les

SOLUTION EXERCICE 9
x—01 .
crOIssances comparees pour le premier terme x In x

1
lim In (e—|— > =In(e) =1= lim f(x)= %oo,
X— o0 X x—+oo
. 1
lim In{e+ ) = —0
—(=t/e)” Xl = lim
im x=--<0 X
x—(=1/e)~ e
f(x) = xIn

x>0

f(x) = 40
_fim, F()

<X [1+ ex]> = x [In (i) +in(1+ ex)]

= [—In( )+In(1+ex)]:;xw+xln(1+ex) — 0

~ x—0+t
—0 —0
Asymptotes :
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. 1
e en —— : Puisque f tend vers +o00 en ——, la courbe Cr admet
e
. . 1
une asymptote verticale dont I'équation est x = ——

i
e en 0 : Puisque f tend vers une limite finie en 0, il n’a pas lieu
de considérée d'asymptote au point d'abscisse x = 0.

f
e en too : Puisque lim f(x) = oo, on étudie ()
X—o00

1 (e 2) o =

On étudie alors f(x) — 1.x = f(x) — x. Pour lever
I'indétermination, on factorisation par le terme domaine dans

«O» «Fr <
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. : 1
le logarithme, ie. e car —

— 0.

X x—=+oo
1 1
f(x)—l.x = X {In <e+> —1] —X{In (e <1+>) _1}
X ex
1 1
= X{In(e)—i—ln <1—|—) —1} = xIn (1+>
ex ex
— 0, on se rappelle que
X X—=+oo

1
In{1+ —
In(1 ( >
TSI € ) T, e 1
u—0 u

x—+o0 1 -

ex
& lim
+

ABDELLAH BECHATA
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Par conséquent la droite d'équation y = x + — est asymptote
e

a Cr en +oo. Pour sa position relative, on remarque que
1 1

Vx>0, —>0=In{1+—)>In(l)=0
ex ex

1 1
= xln (1—}—) >0<:>f(x)—(x—|—) >0
ex e

x>0

1 1 1
Vx < —= <0, <0=>In<1+)<|n(1)=0
e ex ex
1 1
= xIn (1—1—) >0<:>f(x)—(x+> >0
x>0 ex e

L'asymptote est ainsi toujours en dessous de Cr.
Tangentes horizontales : Puisque f' > 1 sur Dy, il n'y a pas

de tangente horizontale.
Représentation graphique : En trait épais, Cr, en trait fin

I'asymptote oblique et pointillé les asymptotes verticales.
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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< retour a |'exercice
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@ On commence par remarque que

1/x

fix—x :exp(lln(x)
b%

Domaine de définition : La fonction f est définie lorsque

1
x # 0 (pour —) et x > 0 (pour In(x)) donc Dy = R.

X
Parité, périodicité : Puisque Df n'est pas symétrique par
rapport a l'origine, f ne posséde pas de parité. Elle ne posséede
pas de parité puisque Dy n'est pas stable par translation d'un

. . . T
réel non nul (sinon si T > 0 est une période, le réel > >0

, T T . ,
appartient & Dr donc 5 T = Y < 0 devrait y appartenir
aussi ce qui est absurde).

Monotonie : On commence par remarquer que la monotonie

de f est celle de la fonction g : x — = In(x) (puisque la
x

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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fonction x — e* est croissante). La fonction x — —In(x) est

X
dérivable sur RY comme le produit de deux telles fonctions et
sa dérivée vaut

Vx € RY, g'(x)

& In(x)<lex<e

On en déduit le tableau de variation de g donc de f

X 0 e 400
gex) | Il |+] 0
1/e
gC) | LA N
— 00 0
el/e +o00
fFO | I |/ \
0 <D>4é><2§><2§» = Q>
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Justification des limites : Puisque |lim — = 400 et

lim In(x) =
x—0F

x—0*t X
—o0, 0n a lim g(x) = —oo. On applique les
x—0+
croissances comparées pour la limite en +4oco.

Asymptotes :

e en 0 : Puisque f tend vers une limite finie en 0, il n'a pas lieu
de considérée d'asymptote au point d’'abscisse x = 0.

X 2 e.

e en +oo : Puisque Iiniﬁ f(x) =1, la droite d’équation y =1
X— 100
est asymptote & Cr en +oo et elle est en dessous de Cr lorsque

ABDELLAH BECHATA
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Tangentes horizontales : Puisque f = exp(g), on a

f' = g’ exp(g) qui ne s’annule que lorsque g’ s’annule i.e. en
x = e. L'équation de cette tangente verticale est alors
y=f(e) =el’¢

Représentation graphique : En trait épais, Cy, en trait fin
I'asymptote horizontale, le segment continu correspond a la
tangente horizontale

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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< retour a |'exercice
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@ On commence par remarque que
fiox— x/X = exp 1—|—1 In(x)
Domaine de définition : La f)énction f est définie lorsque
x # 0 (pour ;1<) et x > 0 (pour In(x)) donc Dy = R7.
Parité, périodicité : Puisque Dy n’est pas symétrique par

rapport a l'origine, f ne posséde pas de parité. Elle ne possede
pas de parité puisque D n'est pas stable par translation d'un

. . . T
réel non nul (sinon si T > 0 est une période, le réel > >0

T T
appartient & D¢ donc 5~ T = 5 < 0 devrait y appartenir

aussi ce qui est absurde).
Monotonie : On commence par remarquer que la monotonie

1
de f est celle de la fonction g : x — (1 + x) In(x) (puisque
(=

> «E»>» «E>» E DA
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la fonction x — e* est croissante). La fonction
1 : :
x — (14 = | In(x) est dérivable sur R} comme le produit
X

de deux telles fonctions et sa dérivée vaut

Vx eRY, g'(x) = (—Xlz> In(x) + <1+ i) % _ xt1-Ink)

x2

Ainsi g’(x) est du signe strict de la fonction

h:x— x+1—Inx. La fonction h est dérivable sur RY et
ona:

1 x-1

Vx>0, H(x)=1-

X X

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Le signe de h'(x) est celui de x — 1 (puisque x > 0). On en
déduit le tableau de variation de h puis son signe.

X 0 1 +o00
Hix) || - +
N /!
h(x) | | 2

la fonction h est strictement positive sur R, donc g’ aussi ce
qui entraine que g est strictement croissante sur R. Par
conséquent, il en est de méme f. En outre, on a

ABDELLAH BECHATA
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Pour déterminer la limite en 0" de g, on factorise par le terme
: 1.
dominant de 1 4+ —, i.e. par —, on a
X

1

~ In(x) (14 x) ’
~ — —00 —1 =
Asymptotes :

— —oo=f(x) — 0

x—07F

e en 0 : Puisque f tend vers une limite finie en 0, il n'a pas lieu
ABDELLAH BECHATA
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X——400

lim f(x) = 400 donc on considére
utilisant les régles de calcul sur les puissances puis les
croissances comparées, on a

1+1/x 1
) _ X = x1/X = exp <In(x)) — =1
X X X X—00
f(x)—1x = f(x)—x=x"*/x_x

- x (xl/x _ 1) = x (exp <)1< In(X)) _ 1)

On remarque ensuite que — In(x)

— 0 et comme
X— 400

ABDELLAH BECHATA
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1), on en déduit que

e <)1<In(x)) S <)1<In(x)) -1

X—+00 lln(x) X—+00 In(x)
X

X(exp <)1<In(x)) —1) e

In(x) — 2 X+
——+00

= f(x) =

—1

Par conséquent, la courbe Cr présente en +oo une branche
parabolique de direction la droite d'équation y = x.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
ABDELLAH BECHATA 105 / 122 www.bechata.com


http://www.bechata.com

§IFIE{JORD OF THE MATHS

SOLUTIONS MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS SOLUTION EXERCICE 9

Tangentes horizontales : Puisque f = exp(g), on a
f" = g’ exp(g) qui ne s'annule que lorsque g’ laquelle ne
s'annule jamais dont il n'y a pas de tangente horizontale

Représentation graphique : En trait épais, Cr, en trait fin la
droite d’équation y = x.

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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@ La fonction f est définie sur IR* et elle y est continue comme
somme de deux telles fonctions. Etant donné que la fonction

X — — est strictement décroissante sur [1, —|—oo[, on peut
X

affirmer que la fonction x — —% est strictement croissante
sur [1, +oco[ ce qui entraine la stricte croissance sur [1, +-o00[
de la fonction f (comme somme de deux telles fonctions). Par
conséquent, le théoreme de bijection continu s'applique et la
fonction f réalise une bijection de [1, +-0o[ sur

f ([1, +00[) = [0, +o0].

@ En trait épais, Cr sur [1, +00[, en trait fin C¢-1, en trait
discontinu, la droite d'équation y = x.

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>

ABDELLAH BECHATA

www.bechata.com


http://www.bechata.com

ES BIFIE |ORD OF THE MATHS

MPSI-PCSI-PTSI : BIJECTIONS

SOLUTION EXERCICE 10

Calculons 1. Soit b € [0, 4+-00[, déterminons son unique
antécédent a par f appartenant a [1, +oo[ i.e

1 =
f(a)zb@a—f:bﬁa =

5 b
s a’—1l=abs a®—ab—1=0
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Ce trinbme en a a pour discriminant
A = (—b)?> —4(—1) = b?> +4 > 0 ce qui nous donne

a b+Vb>+4
B 2

fla)=b< ou
a b—b2+4
=—

Etant donné que b admet nécessairement un antécédent par f
appartenant a [1, 400, on est assuré que I'équation f(a) = b
admet nécessairement une et une seule solution supérieure ou
égale a 1. Etant donné que

\/b2+4>\/b2b ob:>b—\/b2+4<0

>

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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cela ne peut étre la seconde solution donc c'est
nécessairement la premiére (sinon il n'y aurait aucune solution
ce qui contredit I'existence de |'antécédent) ce qui entraine

b+ Vb2 44
2

Par acquis de conscience, on constate que

L_btVERi4 V4

—— =1 (I'honneur est sauf :-))

que a = et sans calcul on est assuré que a > 1.

2 b>0 2
[1,+oo] — R
On a donc f1: " L b+ /b2 + 4 ou encore
2
[1,+0c0] — R
A . _ X+ \/X2 44 Coretoura recercice)

2
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@ La fonction f est continue sur IR . Pour étudier ses
variations, on détermine le signe de sa dérivée. La fonction f
est dérivable sur Ry (comme somme de deux telles fonctions)
et sa dérivée est donnée par

Vx €Ry, f/(x) =2e* —2e¥ = 2" (¥ —1) >0

Ainsi f’ est positive sur IR et elle ne s’annule qu’une fois (en

x = 0) donc f est strictement croissante sur R} et continue

donc elle réalise une bijection de R sur f(R;) = [—1, +00]

(car f(x) = e (1—2¢7%) — +o0).
\,./A,_/

X— 400

—+00 1

@ En trait épais, Cr sur [1, +00[, en trait fin Cf-1, en trait
discontinu, la droite d'équation y = x.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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y 4 -
-~
-
7
e
4 -
2 Ve
e
-

i 0 < 1 1 1
—t— t 1 1 1
-1 - 1 2

b

H—

4

X

Calculons f~1. Soit b € [—1, +oo[, déterminons son unique

antécédent a par f appartenant a [0, +oo] i.e
f(a)
=
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Ce trinéme en X a pour discriminant
A= (—2)> —4(—b) = b+4 >3 > 0 ce qui nous donne

X_2+\/4+b ., 2++VA+b
- 2 2

fla)=b& ou & ou
_2-VATh , 2-a+b
2 2
Etant donné que b admet nécessairement un antécédent par f
appartenant a [1, 400, on est assuré que I'équation f(a) = b
admet nécessairement une et une seule solution supérieure ou
égale a 0 donc on a nécessairement e? > 1. Etant donné que

2 \/b+4
ViLb > \/§>O:>2—\/4+b<2(:>7+<1

b>—1 2

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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la seule solution possible est

ea_2+\/4+b
- 2

>0« a=In et ceci est

2++4+0b
2

bien solution de I'équation f(a) = b avec a > 0 (sinon b

n'aurait aucun antécédent par f appartenant a IR, ce qui est
absurde).
Par acquis de conscience, en remarquant qu’une racine carré

2+4+b _ 2
est toujours positive, on a % > 5 =1 donc
2++vV4+b
In — > 0.
[0, 400 — R
On a donc 71 2++V4+b\ ou
b — In| ——
2
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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encore 1 :

{O,-+—oo{ — R
0% —
(retour 3 T'exercice)

n <2+\£m>
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A finir

< retour 3 |'exercice
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@ La fonction est continue et strictement croissante sur IRi
comme somme de deux telles fonctions donc elle réalise une
bijection de R’ sur

} lim f(x), lim f(x)[:]OO,JrOO[:]R

x—0*t X——+00

Pour la limite en 400, on utilise les croissances comparées en
In(x)
—  Ho00.
X X——+00
—1

L'équation x + In(x) = 1 est équivalente a I'équation

f(x) = 1 autrement x est solution de x + In(x) =1 si et
seulement x est un antécédent de 1 par f appartenant a IRY.
Puisque f réalise une bijection de R sur R et que 1 € R, on

est assuré de I'existence et de |'unicité d'un teI antécédent _
«O0>» «F>» «E>» «E>» E A
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c'est-a-dire de |'existence et de |'unicité de la solution a
x +In(x) = 1. Il est immédiat que x = 1 est solution de cette
équation donc c'est la seule.

< retour a |'exercice

@ Une telle fonction existe unique si Vx € R, g(x) > 0. Dans
ce cas, on remarque que g vérifie Vx € R, f(g(x)) = x et
comme f est une bijection de R sur IR, en composant par
fl,onaVx€R, g(x)=f1(x)doncg=f""! convient
et c'est la seule possibilité.

< retour a |'exercice
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Q g = f ! est strictement croissante sur R.
D'aprés la question 1, on a f(1) = 1 donc 1 est un antécédent
de 1 appartenant a IR} et comme f est bijective de R sur R
c'est le seul ce qui entraine que 1= f~1(1) = g(1).
Puisque g est croissante, on a
Vx>1, g(x)=g(l)=1>0.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Puisque g(x) = f1(x), comparer un antécédent (par f) a
des réels revient a comparer les images (par ). Pour x > 1,
ona

flg(x)) = f(Fix)=x f(x )—X—}—I\(’)/ > X,
>0
Fx—In(x)) = (x—In(x))+In(x — In(x))

= x+In(x—In(x)) —In(x)
x (car x —In(x) < x = In(x —In(x)) < In(x))
fx=In(x)) < f(g(x)) < f(x)
x—In(x) < g(x) < x (! croissante)

4 4 A

< retour a |'exercice
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A finir On introduit la fonction f : x — x3 + x.

@ Justifier que la fonction f définie une bijection de R sur R.

© Résoudre les équations
B+x=0, *+x=2 x*+x=3V2

© Prouver I'existence d'une fonction g définie et continue sur IR
telle que : Vx € R, (g(x))3+g(x) = x.

Q Quelle est sa monotonie ? Sa parité ? Sa limite en oo ? Sa
représentation graphique ?

Q Etablir que : Vx € Ry, g(x) < /x. Etudier alors
I'existence d'asymptote a C, en +oo.

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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