Limites des fonctions d’une variable réelle
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1 Limite d’une fonction en un point

1.1

Propriétés vérifiées au voisinage d’un point a € R

Définition 1 (Propriété vérifiée au voisinage de a € R) -
Soit f : I — R. On dit qu’une propriété (P) est vérifiée par f au voisinage de a € R si et seulement si cette propriété est
vérifiée sur un intervalle J C I dont a soit 'une des extrémités (incluse ou exclue). Cela peut se traduire aussi par :

Exemple 1

f vérifie la propriété (P) au voisinage de a € R si et seulement si il existe h > 0 tel que f vérifie la propriété (P) au
moins sur Ja — h,a[ ou sur |a,a + h[ (voire sur Ja — h,a + h[\{a} ou sur Ja — h,a + h[)

f vérifie la propriété (P) au voisinage de +00 (respectivement —oo) si et seulement si il existe A € R tel que f vérifie

la propriété (P) au moins sur [A, +oo[ (respectivement | — oo, A]).

. sinx P .
Les fonctions z +— 1 — 22, z+— , x /T et x— /—x sont définies au voisinage de 0.
T

1
Les fonctions  — vz — 1l et f:x+—In (sin <>) ne sont pas définies au voisinage de 0.
x

. 1 sin x . 1 e . .. .
Les fonctions t —» ————, x+— ——— et z +— In(sin | — sont définies au voisinage de +0o mais pas la
3 —x—1 T+ cosx z

fonction x — 1 — 2.

La fonction x — In (:r — :c3) est définie au voisinage de —oo mais pas la fonction f : z +— v/sinz.

. 1 .. . . .
La fonction x — — est bornée au voisinage de +o0o mais la fonction f : z — xsinx ne l'est pas.
x

2

. z° —3x+2 - . . 1 .

La fonction z — Q1 est bornée au voisinage de 1 mais la fonction f : z — — n’est pas bornée au voisinage de
T — x

0.

. 9 , .. . . (1
Les fonction & — 1+ 2¢ et © — (Inz) cos(z) ne s’annulent pas au voisinage de 0 mais la fonction f : 2 +— xsin | —

x

s’annule sur tout voisinage de 0.

La fonction z — z sin () ne s’annule pas sur un certain voisinage de 400 mais la fonction f : x +— xsinx s’annule
x

sur tout voisinage de +oo.

Solution 1

Les trois premieres sont définies sur |0, 1] et la derniére sur [—1,0].

La premiére a pour domaine de définition | — 0o, 1] donc elle ne peut étre définie sur un intervalle |0, h[ ou | — h,0[
lorsque 0 < h < 1.

1 1 1
Pour la seconde, quel que soit h > 0, il existe k € N* tel que 0 < T < h. On a alors T €]0, [ (resp. % € [=h,0])
T T T

1
et f (k) n’est pas défini (car sin(km) = 0) donc f ne peut étre définie sur tout ]0, k[ (resp. | — h,0])
T
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e Les deux premiéres sont définies sur [2, +o00[ car

Ve>2, 2d=za’>de=z+4+3z>zx+8>x+1, x4cosr =22+ (-1)=1>0

2
et la troisiéme sur } -, +oo[ car
T

2 1 1
V> 2, 0<-<Z=0<sn|- <sin(f> -1
71' z 2 T 2
La quatriéme fonction n’est pas définie au voisinage de 400 car elle n’est définie que sur [—1, 1] donc on ne peut la
deéfinir sur aucun intervalle |A, +oo[ lorsque A > 1
e La premiére est définie sur | — oo, —2[ car
Ve < -2, P =rr’<dr=z+3r<r—-6<z=>1—0>>0

Pour la seconde, quel que soit A € R, il existe k € Z tel que —g +2km < A. On a alors sin (—g + 2k77) = —sin (g) =
—1 < 0 donc f n’est pas définie sur tout | — oo, A].

e Pour la premiére, on a Vz > 1, 0 < — < 1. Pour la deuxiéme, on procéde par I’absurde en supposant qu’elle soit
x
bornée sur A, +oo[ pour un certain A. Il existe M € Ry tel que Vo > A, |f(x)] < M. Or il existe il existe k € N tel
que % + 27k > max(A, M) et

‘f(f+27rk)( =T okt fonk > M
2 2 2
ce qui est absurde donc f n’est bornée sur aucun voisinage de +oc.

e Pour la premiére, on a

2?2 -3x+2 (z—1)(z—-2) 22— 3z +2
2\ {1 = =r—-2= -2 ——7—<
vV €]0,2[\{1}, po| p— x = p— 0
Pour la seconde, on procéde par Pabsurde en supposant qu’elle soit bornée sur |0, h[ (resp. | — h,0[) pour un certain
h 1
h > 0. 1l existe M € R} tel que Va €]0,h[ (resp. | — h,0]), |[f(z)] < M. Alors zp = min <2’2]\4> €]0, h[ (resp.
o = —min h 1 €] — h,0]) et 'on a
0 — 27 oM )
1 1
| f(wo)| = P =2M > M

(L)L
min 2,2M oM

ce qui est absurde donc f n’est pas bornée au voisinage de 0.
e Pour les deux premiéres, on a

In(xz) <0

Vee[-1,1], 14+2*>1>0, Vao,1], {cosx>0

= (Inz)cos(z) < 0

Pour la troisiéme, on procéde par ’absurde en supposant qu’il existe h > 0 tel que Va €]0, h[ (resp. | — h,0[), f(z) # 0.
1 1 1 1
Il existe k € Z tel que 0 < — < h (resp. —h < — < 0)et f| — | = —sin(knr) = 0 ce qui est absurde donc f
km km km km
s’annule sur tout voisinage de 0.
e Pour la premiére, on a

2 1 1
V$€:|,+OO|:, O<<7r:>sin(>>0:>f(:z:)>0
T T 2 T

Pour la seconde, sur tout intervalle |A, +oc], il existe k € Z tel que kxr > A et f(kr) =0
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1.2 Définitions de la limite d’une fonction

Définition 2 (Limites en +00)
Soit f : I — R une fonction définie au voisinage de +o0o. On dit que

o f tend vers L € R en +00 si et seulement si :
Ve>0, IM.eR, Vexel, z>M =|f(x)—L|<e

On note alors lir_sr_l () =L ou Emf =L ou f(x) = L

e f tend vers +00 en 400 si et seulement si :
VAeR, dIMseR, Veel, z>2My= f(z)=2A

On note alors lim f(x) = +o00 oulim f = +o00 ou f(z) — +o0
Tr—+00 —+oo T—+00

e f tend vers —oo en 400 si et seulement si :
VAeR, IM4seR, Veel, z>2My= f(z)<A

On note alors lim f(x) = —o0 oulim f = —c0 ou f(z) — —o0
r—+00 +o0 T—+400

Définition 3 (Limites en —oc0)
Soit f : I — R une fonction définie au voisinage de —oo. On dit que

e f tend vers L € R en —oo si et seulement si :
Ve>0, IM.eR, Vexel, xz<M. =|f(x)—L|<e

On note alors lim f(z) =L oulimf=Lou f(z) — L

r— —0Q r— —0Q

e f tend vers +00 en —oo si et seulement si :
VAeR, IMseR, Veel, z<My= flz)=2A

On note alors lim f(z) = 400 ou lim f = +o0 ou f(z) — 400

r— —00

e f tend vers —oo en —oo si et seulement si :
VAeR, IMaeR, Veel, z<Myu=flz)<A

On note alors lim f(x) = —o0 oulim f = —o0 ou f(z) — —o0
T— —00 —o0 T——00

Définition 4 (Limites en a € R)
Soit f : I — R une fonction définie au voisinage de a € R et L € R. On dit que

e f tend vers L € R en a si et seulement si :
Ve>0, Iy, >0, Veel\{a}, |z—a|]<n.=|f(x)-L|<¢
On note alors :llir(ll f(z) =L ou lignf =L ou f(x) e L
e f tend vers +00 en a si et seulement si :
VAeR. dn.>0, Veel\{a}, |z—a|<n.= flx)2 A
On note alors achH}z f(z) = +o0 ou lignf = 400 ou f(x) o oo

e f tend vers —oo en a si et seulement si :
VAeR. dn. >0, Veel\{a}, |z—a|<n.= flx)<A

On note alors lim f(x) = —oco ou lim f = —o0 ou f(z) — —oo.

r—a r—a
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Remarque 1
Une fonction f peut posséder une limite en a sans étre définie en a.

Exemple 2 R
Montrons que hﬂI_l (22 + 2+ 1) = 400, hn}l\/% =2, lim — = =

T——+00 z—2 T —2

1.

Solution 2
e Soit AcR,si A<OalorsVe >0, 224+2+1>0>A4.5Si A>0, en choisissant MAZ\/Z, on a

Vo = My, 22rz+1>22> A

Ainsi,
(VAeR, 3MyeR, Vo> My, x2+x+1>A)<:>1+imf:+oo.

e Soit € >0, 0on a

Vo >0, |\/572|: (\/5\/?(;/25+2)‘

En choisissant 7, = 2 > 0, |z — 4| <7, = |z — 2| < % = ¢ donc

r—4 |  |z—4 o |z — 4]
Ve+2| Jr4+2 T 2

(Ve >0, 3dn.>0, VoeR\{4}, |x74|<n€:>|ff4|<s)<:>li£nf:2

e Soit € >0, 0on a

z? — 3z + 2 x? — 4z + 4 (z —2)?
z#2 x—2 ‘ x—2 ‘ x—2 =2
2
—3z+2
En choisissant ., = ¢ > 0, si x € R\{2}, |z —2|<n. = % - 1‘ <7, =¢ donc
z—
x? — 3z +2

(Ve>0, 3In.>0, VeeR\{2}, |z—-2/<n.= o

1‘<5)<:>li£nf:1

1.3 Premiéres propriétés des limites.

Lemme 1 B -
Soit f : I — R définie au voisinage de a € R. On note L = lim f € R

e Si L € R alors f est bornée au voisinage de a.
e Si L =400 alors Vm € R, f > m au voisinage de +00.
e SiL=—oco0alorsVM € R, f < M au voisinage de —oo.

e Si L # 0 alors f ne s’annule pas au voisinage de a.

Proposition 1
e Si L > 0 alors f > 0 au voisinage de a.

e Si L <0 alors f < 0 au voisinage de a.

Preuve

e On note L =lim f. Si a € R (resp. a = 400, resp. a = —00) en choisissant ¢ = 1, il existe n € R (resp. M € R) tel que

Vo e I\{a}, |z —al <7 (resp. @3 M, resp. & < M) = |f(2) — LI < 1 = [£(&)] = |(F(z) = L) + LI < | () — LI+IL] < 14
e On applique la définition de la limite avec A = m + 1.
e On applique la définition de la limite avec A = M — 1.

Proposition 2 (Unicité de la limite)
Soient a € R et f: I — R, définie au voisinage de a. Si f tend vers L et L’ en a, alors L = L'.
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Preuve

e acR.

— Si L € R alors la fonction f est bornée au voisinage de a donc il existe n > 0 (resp. A € R) et M € R tel que
Ve e I\{a}, [z—al<n=|f(z)]<M

Par conséquent, L' € R (sinon L = 400 ou L = —oo. En utilisant la définition de la limite dans chacun de ces cas,
on obtient pour le premier que f > M au voisinage de a et dans le second que f < —M, ce qui est impossible).
Puisque f(z) — Let f(z) — L', ona

r—a r—a

Ve' >0, I, >0, Veel\{a}, |z—a|<n.=|f(x)-L|<e
Ve’ >0, ., >0, Vexel\{a}, |z—a|l<n.=|fx)-L|<e"

IL-L|

En choisissant ¢’ =& = , Pintervalle on obtient

Ve € Ia}, |z—al<min(n.,n.), |L-L|=[L-f()+(f(z)- L) <[L-fl@)]+][f(z)- L]
|L-L'| |L-L| |L-1L |L — L'
4 4 2 2
— Si L = 400 (resp. —o0) alors I’ = 400 (resp. —o0). Si cela n’est pas le cas alors L € R U {—oo} (resp.
L € {—oc0} UR. Dans ce cas, f est majorée (resp. minorée) par une certaine constante M (resp. m) au voisinage
de a et en choisissant A = M +1 (resp. A = m—1)dans la définition de L = h}zn f, on obtient que f(z) > M+1> M

< =|L-L'|< S|IL-L|<0=|L-L|=0&L="L

(resp. f(x) < m —1 < m) au voisinage de +00, ce qui est absurde.
e Sia=+oo (resp. —00) la preuve est identique en remplacant n par A, |x —a| <7, par x > My (resp. x < My).
|
Lemme 2

Soit f : I — R définie au voisinage de a € R et lim f = L alors lim |f| = |L].

Remarque 2
La réciproque est fausse.

Preuve
e SiaeR
— si L € R, en combinant la définition de lién f = L et de 'inégalité triangulaire, on a
Ve > 0, In. >0, Veel\{a}, |z—a|<n.=|f(x)—L|<¢
= Ve>0, . >0, Veel\a}, |z—af<n.=|f(2)-I[Ll<[f(x)-LI<e
— Si L = +o0,
|

Proposition 3 B
Soit f : I — R définie au voisinage de a € R. On a les équivalences suivantes

e (lim f =L € R) si et seulement si (il existe g définie au voisinage de a tendant vers 0 en a et telle que |f — L| < g au
Voi'sinage de a).

e (lim f = 4o00) si et seulement (il existe g définie au voisinage de a tendant vers +o0c en a et telle que f > g au voisinage
deaa)

. (1i£nf = —o0) si et seulement (il existe g définie au voisinage de a tendant vers —oo en a et telle que f < g au voisinage

de a)

Exemple 3
La fonction z —

tend vers 1 en +oo et la fonction z — tend vers 0.

x
2 +1

et
Exemple 4 Sin (z)

La fonction z +— n’a pas de limite finie en 0.
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1.4 Limites de fonctions et suites.

Proposition 4 B B
Soit f : I — R définie au voisinage de a € R, de limite L € R en a.
Si (un)n>o est une suite de limite a, alors la suite (f(un))n>0 a pour limite L.

Preuve
Supposons tout d’abord L € R et a € R et soit € > 0. Alors comme f tend vers L en a :

>0, Veel, |zx—a|<n=|f(z)-L|<e

et comme (uy,)n>o tend vers a en 400 :
dng eN. Vn>=mng. Ju,—a|<n

On aura alors :
Vn =ng.  |f(un) — L] <e

ce qui montre que (f(un))n>0 converge vers L en +oo. Les autres cas sont analogues. m

Remarque 3
Ce résultat ne permet pas de prouver I'existence d’une limite. Il permet par contre de prouver qu’une fonction ne posséde

pas de limite en a € R, il suffit en effet :

e soit de trouver une suite (uy,)n=o de limite a telle que (f(uy,))n>0 ne posseéde pas de limite;

e soit de trouver deux suites (un)n>0 €t (Vn)nso0 de limite a telles que (f(un))nz0 €t (f(vn))nso0 possédent des limites
différentes.

Exemple 5 1
Montrer que x — FE(x) n’a pas de limite en +o00,  — cos () n’a pas de limite en 0 et qu’une fonction f non constante et
x

T-périodique, avec T' > 0, n’a pas de limite en +oc.

1.5 Limites a droite et a gauche

Définition 5 B
Soit f : I — R définie au voisinage de a € R. On dit que f admet L € R pour limite

e a gauche en a si et seulement si sa restriction f|;n_oc,q[ @ pour limite L en a.
On note alors lim f(x) =L ou f(x) — L oulimf = L.
r—a~— r—a~— a—

e a droite en a si et seulement si sa restriction f|inja,+o0[ @ pour limite L en a.
On note alors lim f(z) =L ou f(x) = L ou lir+nf =1L.
r—a a

rz—at

Remarque 4 (Z)
Pour certaines fonctions il n’est parfois pas possible de considérer la limite & gauche ou a droite (par exemple on ne peut pas
considérer la limite & gauche en 0 de la fonction  +— /z). On dit que f : I — R est définie au voisinage de a € R

e A gauche si et seulement si il existe A > 0 tel que [a — h,a[C I.

e & droite si et seulement si il existe h > 0 tel que |a,a + h] C I.

Proposition 5 -

Soient f : I — R définie au voisinage de a € R. Soit L € R, on a I’équivalence

(limf=1)< (liIPf et lim f existent et sont égales). Dans ce cas, on alim f =lim f = lirP I
a a a~ a a~ a

Remarque 5

Ceci donne également une méthode pour montre qu’une fonction ne posséde pas de limite en un point, en montrant que :
e soit I'une des limites & gauche ou & droite n’existe pas;
e soit les deux limites existent mais sont distinctes.

Exercice 1
Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en a ?
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0 siz <0
o I ( 1) . et a =0.
exp | —— siz>0
T

{szz six<m

. . eta=0
sinx six >

e I H—

e I H—

E(;) si x # 0.

2 Opérations sur les limites

Proposition 6 B
Soient f: I +— R et g:1+— R, définies au voisinage de a € R :

e Silim f =limg = 0 alors li(gn(f—l—g) =0.

Si f est bornée au voisinage de a et g tend vers 0 en a, alors fg tend vers 0 en a.

1
Sifﬁiooenaalors?HOena.

1
e Si f—0enaetsif>0 au voisinage de a alors — — 400 en a.

f

1
o Sif —0enaetsif <0 au voisinage de a alors ? — —00 en a.

Remarque 6 (—1)E@)
La réciproque est fausse. Par exemple x —

Théoréme 1 - -
Sif:I— Retg:I— R sontdéfinies au voisinage de a € R et admettent respectivement L, L’ € R pour limites en a, alors :

Théoréme 2
e f+ g admet pour limite L + L' en a sauf pour L, L’ € {+oco} avec L = —L'.

e fg admet pour limite LL' en a sauf pour (L, L") = (0,4+00) ou (L, L") = (+o0,0).

Proposition 7 (composition) - -
Si f: I — R est définie au voisinage de a € R et a pour limite L € R en a et g : I' — R est définie au voisinage de L et a
pour limite L' € R en L, et si f(I) C I', alors g o f est définie au voisinage de a et a pour limite L' en a.

Exercice 2

6_ 2.
Calculer liT (\/W—ﬁ) ot lim = 3sinz

z—too 3x2 + 426

3 Limites et relation d’ordre

Proposition 8 (Passage d’inégalités larges a la limite)

Soient f: I+ R et g: I+ R définies au voisinage de a € R et telles que f < g au voisinage de a. Si L et L' sont les limites
respectives de f et g en a, alors L < L'.

En particulier, si f > 0 alors L > 0.

Remarque 7
On ne peut pas obtenir des inégalités strictes, méme si les inégalités de départ le sont.

Théoréme 3 (d’encadrement)

Soient f:I+— R, g: I+ R et h:I+— R définies au voisinage de a € R et telles que f < g < h au voisinage de a. Si f et h
admettent en a la méme limite finie L, alors il en est de méme de g.

Exemple 6 1 1
Calculer limz F <> et limaF <) .
o+ T 0~ T
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Théoréme 4 (Limites des suites monotones)
Soit f :]a,b[— R une fonction monotone. Alors f admet une limite gauche et droite en tout point de [a,b].

e Sixg €]a, b alors lim f(z) < f(wo) < lim f(x0) si f est croissante et lim f(z) > f(wo) > lirf f(zo) si f est décroissante
Zo Zo Zo Zo

Si f est majorée sur |a,b[ par M € R alors llijr_n flz) < M.

Si f n’est pas majorée sur |a,b[, elle admet +oo pour limite gauche en b.

Si f est minorée sur ]a,b| par m alors li1+n f(x) = m.
a

e Si f n’est pas minorée sur |a,b|, elle admet —co pour limite droite en a.

4 Comparaison locale des fonctions

4.1 Définition et caractérisation des relations de comparaison

Définition 6 (Domination, négligeabilité, équivalent)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a.

e On dit que f est dominée par g, s’il existe une fonction € définie et bornée au voisinage de a telle que f = ¢ X g au
voisinage de a.
Dans ce cas, on note f = O(g) ou encore f(x) = O(g(x)) et I'on prononce « f est un grand O de g lorsque x tend
a

T—a
vers a »

e On dit que f est négligeable devant g, s’il existe une fonction € définie au voisinage de a avec lim e(x) = 0 telle que

Tr—a

f =€ x g au voisinage de a.

Dans ce cas, on note f = o(g) ou encore f(x) o(g(x)) et I'on prononce « f est un petit o de g lorsque x tend vers
a

r—a

a »

e On dit que f est équivalente a g, s’il existe une fonction fonction e définie au voisinage de a avec lim £(z) = 1 telle que

r—a
f =€ x g au voisinage de a.
Dans ce cas, on note f ~ g ou encore f(x) ~ g(x) et 'on prononce « f est équivalent a g lorsque z tend vers a »
a

r—a

Remarque 8
On a f = 0(0) & f =0 au voisinage de a, f = 0(0) < f = 0 au voisinage de a, f ~ 0 < f =0 au voisinage de a.

Proposition 9 (Caractérisation)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a telles que g ne s’annule pas au voisinage de a. Alors

1. f = 0O(g) si et seulement si la fonction i est bornée au voisinage de a.
a g

2. f=o(yg) si et seulement si lim I 0.
a g

a

=1.

Q [~

3. f ~ g si et seulement si lim
a a

Preuve

Dans un certain voisinage de a, on a = = ¢ et les résultats attendus s’obtiennent immédiatement. m

Exemple 7
Montrer que In(1 +¢e*) ~ zetva?+1 ~ =z

r— 400 T——+00

Définition 7
Soient a € R, f, g et h trois fonctions définies au voisinage de a.On définit les notations f = g+ O(h) et f = g+ o(h) par
a a

f=9+0Mh) & f-g=0h), f=g+o(h)& f-g=oh)
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4.2 Opérations sur les relations de comparaison

Proposition 10 (Opérations sur les O)
Soient a € R, f, g, h,k quatre fonctions définies au voisinage de a.

e Si f=0(g) et g=0O(h), alors f = O(h).
e Si f=0(h) et g=O(h), alors a x f + 8 x g = O(h) quels que soient a, 8 € R.
e Si f=0(h) et g=O(k), alors f x g =O(h x k).

e Si f =0(g) et si h ne s’annule pas au voisinage de 0 alors % =0 (g> .
a

a h

Exemple 8
Montrer que l'on peut avoir f = 0(h) et g = 0(k) sans pour autant avoir f + g = 0(h + k).

Proposition 11 (Opérations sur les o)
Soient a € R, f, g, h,k quatre fonctions définies au voisinage de a.

e Sif = o(g) et g = o(h), alors f = o(h).

e Si f=o0(h) et g=o(h), alors a x f + 8 x g = o(h) quels que soient «, 3 € R.
a a

a

e Si f=o0(h) et g =o(k), alors fg = o(hk).

e Si f =o0(g) et si h ne s’annule pas au voisinage de 0 alors % =o0 <%) .

Proposition 12 (relations entre O et o)
Soient a € R, f, g, h,k quatre fonctions définies au voisinage de a.

e Sif = o(g) et g = O(h), alors f = o(h);

e Sif=o0(h) et g=O0(k), alors f x g =o(h x k).

Proposition 13 (Opérations sur les ~)
Soient a € R, f, g, h, k quatre fonctions définies au voisinage de a.

o frge g~ f
a a

e Sif~getgn~ h,alors f ~h.

Sif~hetg~k, alors f xg~hxk.

S~

Si f ~ g et h ne s’annule pas au voisinage de a alors
a

S

1 1
Si f ~ g, alors — ~ —.
a

fag

Si f ~ g, alors f* ~ g* quel que soit o € R,
a a

Remarque 9 (Z)
1. On peut avoir f ~ h et g ~ k sans pour autant avoir f + g ~ h + k;
a a a

2. On peut avoir f ~ g sans pour autant avoir exp(f) ~ exp(g);
a a

3. On peut avoir f ~ g sans pour autant avoir In(f) ~ In(g);
a a

4. Plus généralement, pour une fonction F', on peut avoir f ~ g sans pour autant avoir F o f ~ F og.
a a

Proposition 14 (Opérations sur les égalités f = g+ O(h))

Soient a € R, f, g, h, k,l quatre fonctions définies au voisinage de a. et a, 3 deux réels (indépendants de n).
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Sif=g+0O(h) et g=k+O(h) alors f =k + O(h).

Sif=g4+0()etk=14+0(h) alors f + k =g+ 1+ O(h).

Sif=g+0(h)alors f xk=gxk+O(h x k).

|~
ool
ENS)
+
)
PR
> >
N———

Si f =g+ O(h) et si k ne s’annule pas au voisinage de a alors
a

Proposition 15 (Opérations sur les égalités f = g + o(h))
. a
Soient a € R, f, g, h, k,l quatre fonctions définies au voisinage de a. et «, 8 deux réels (indépendants de n).
o Sif=g+o(h) et g=k+o(h)alors f =k + o(h).
e Sif=g+o(h)etk=1+4o0(h)alors f+k=g+1+4o(h).
a a a

o Sif=g+o(h)alors f x k=g xk+o(hxk).
C . , . f g h
e Si f=g+o(h) et si k ne s’annule pas au voisinage de a alors T %+o e

Exercice 3
Illustrer ces différents cas.

Proposition 16 (Equivalents et composition)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a telles que f ~ g. Siu est définie au voisnage de b et liinu =aq
a

alors fou~ gou.
a

Remarque 10 (Z)
On ne peut par contre pas composer un équivalent par une fonction. Il faut dans ce cas toujours revenir aux limites.

Proposition 17 (Lien entre I’équivalence et la négligeabilité)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a. Alors f ~ g < f =g+ o(g).
a a

4.3 Applications des relations de comparaisons a I’étude locale des fonctions

Remarque 11

Pour une fonction f définie au voisinage de a € R, on a f = O(1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a, f = o(1)
a Tr—a

si et seulement si f converge vers 0 en a et f ~ 1 siet seulement si f converge vers 1 en a.
r—a

Proposition 18
Soient f et g deux fonctions vérifiant la condition (C'), alors :

e si f = O(g) et g est bornée au voisinage de a, alors f également;
a

e si f =0(g) et g converge vers 0 en a, alors f également;
a

e si f = o(g) et g est bornée au voisinage de a, alors f tend vers 0 en a;
r—a

si f ~ f, alors, au voisinage de a, f est du signe (strict) de g;
r—a

e si f ~ g etg posséde une limite (finie ou infinie) en a, alors f tend également vers la méme limite.
r—a

Exemple 9 21
Déterminer un équivalent en +oo (puis la limite) de In <2+1)
x

Proposition 19 (Fonctions et O)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a

1. f = 0(0) & f =0 au voisinage de a
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2. f = O(1) & f est bornée au voisinage de a
3. Sif = O(g) et si g est borné au voisinage de a alors f 'est également.
4. Sif = O(g) et si ligng =0 alors liénf =0.
Proposition 20 (Fonctions et o)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a
1. f = 0(0) & f =0 au voisinage de a
2. ffo(1)<:>li£nf20.
3. Sif = o(g) et si g est borné au voisinage de a alors lilrlnf =0.
Proposition 21 (Fonctions et ~)
Soient a € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de a
1. SothE]RX,onalitrlnf:L@ff;L.
2.5 f ~ 9, alors

(a) (f est bornée au voisinage de a) si et seulement (g est bornée au voisinage de a).

(b) (La fonction f ne s’annule pas au voisinage de a) si et seulement si (la fonction g ne s’annule pas au voisinage de
a).

(c) (La fonction f est de signe constant au voisinage de a) si et seulement (la fonction g est de signe constant au
voisinage de a).
Dans ce cas, elles ont le méme signe au voisinage de a.

(d) (La fonction f admet une limite dans R en a) si et seulement si (la fonction g admet une limite dans R en a).
Dans ce cas, elles ont la méme limite en a.

4.4 Comparaisons usuelles

Proposition 22 (Croissances comparées)

e Vo, BeRY, 2* = o(e?), (lnz)* = o(zf), (Inz)* = o)
x——+00 T— 400 T—+00
1 1 1 1
RX —Ba = J— N — - —Bz _ )
* Vo, BERy, e vtoo <x°‘> T atee ((ln x)fB) r© vt (Inx)B
e Vo, eRY, a<fB 2% = o(z%) 1 0 1
P + 250 ) 2O ztoo .Tﬁ )

o Vo, e RY, (In(x))* =, 0 (;) .

xr—

Proposition 23 (Utilisation de la dérivée)
Si f est dérivable en a € I et f'(a) # 0, alors f(x) — f(a) ~ f'(a)(xz —a).

r—a

Remarque 12
Remarquons que, si f'(a) = 0, on n’a pas f(x) — f(a) ~ f'(a)(z —a). 1l suffit par exemple de considérer f : x — 22 qui
Tr—a

n’est pas équivalente en 0 & 0, puisque f n’est pas la fonction nulle.

Corollaire 1
On en déduit les résultats suivants :

ef—1 ~ z In(l+z) ~ x sinz ~ = tanzx ~ x
z—0 x—0 r—0 z—0
arcsinz ~ arctanx ~ x shx ~ x argshz ~ =z
z—0 z—0 z—0 z—0
T «
Vitz—1 ~ = (1+42)*-1 ~ ar (ax€R)
z—0 2 z—0
Proposition 24 72 22
Onacosx—1 ~ ——  chx—1 ~ —.
x—0 2 z—0 2
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5 Développement limité d’une fonction

5.1 Définition et existence

Notation 1
Dans ce chapitre a désigne un élément de R, f, g désignent des fonctions & valeurs réelles définies au voisinage de a (elles ne
sont pas nécessairement définies en a)

Définition 8
On dit que f admet un développement limité a lordre n € N en 0 (ou un DL, (a)) si et seulement si il existe des réels
ag, ..., an, tels que, au voisinage de 0 dans I, on ait :

f@) =, a0+ (e =) + - +an(e - a)" +ol(o - a)").
Autrement dit, si et seulement si il existe P € R, [X] tel que I'on ait :
f@) = Pla—a)+o(z—a)")
Proposition 25 (Unicité du DL, (a))
Soit f une fonction définie au voisinage de a. Si
f(z) =, a0+ ar(x —a)+---Fap(z—a)"+o((xr—a)") et f(x) = bo+bi(z—a)+ -+ bn(z —a)” + o((z — a)")
alors Yk € [0,n]; ax = by (donc les coefficients ag, .., a,, sont uniques)

Remarque 13 (Z)
Deux fonctions différentes peuvent avoir le méme DI en un point (elles peuvent méme avoir le méme DI a tout ordre en un

1
point). Il suffit de considérer la fonction x — exp (2> pour z # 0.
x

Corollaire 2
Si une fonction paire (respectivement impaire) admet un DL, (0), alors ce DL ne fait intervenir que des puissances paires
(respectivement impaires).

Remarque 14 (Z)
La réciproque est fausse !

Proposition 26
Si f est de classe C™ au voisinage de a alors f admet un DL, (a) donné par

k) (g
f@) = (Z AL a>k> +ol(z - a))

k=0

Remarque 15
La réciproque est fausse. Une fonction peut admettre un DL, (a) sans étre C™ au voisinage de a, voire méme C* !

Proposition 27 (Intégration et dérivation terme a terme des DL, (a))
Soit f une fonction définie au voisinage de a.

1. Si f est continue en a et dans un de ces voisinages et si f admet un DL,,(a) donné par

f(z) = <Z ag(z — a)k> +o((x —a)™)
k=0

alors la fonction x +— /f(t)dt admet un DL, 11 (a) donné par

a

/f(t)dt = ( k"T’jl(m - a)‘f“) +o((z — a)™*h)
k=0

a

2. Si f est de classe C™ (n > 1) en a et dans un voisinage de a alors f' admet un DL,,_1(a) donné par

fl@) = (Z kag(z — a)’“”) +o((z —a)" 1)
k=0
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5.2 Développements asymptotiques en +oo

Déﬁnitign 9
Soit a € R. On dit que f admet un développement asymptotique a n termes en oo s’il existe n fonctions g, .., gp—1 définies
au voisinage de a si et seulement

o Vie[0,n—2], 9i1 = o(g:)

o flx) = go() +g1(x) +-- 4 gn1(2) + 0(gn-1())

r—+oo

Meéthode 1
Dans la pratique, pour obtenir un développement asymptotique de f a n termes au voisinage de a, on procéde de la fagon
suivante :

1. Sia € R et f admet un DL,,_1(a), le développement asymptotique de f sera simplement son DL,,_1(a).

2. Sia € R et limf = doo, on procéde par factorisation par les termes dominants en a dans I'expression de f afin

a
d’obtenir des quantités tendant vers 0 et on applique les DL usuels sur ces quantités.

3. Si a = o0, on procéde par factorisation par les termes dominants en oo dans Iexpression de f afin d’obtenir des
quantités tendant vers 0 et on applique les DL usuels sur ces quantités.

5.3 Application a I’étude locale des fonctions et des courbes paramétrées

Méthode 2 (Tangente et asymptote i la courbe représentative d’une fonction)

1. Soit a € R. Si on a obtenu pour f un DL(a) de la forme :

f(z) =, 0 + a1z + ap(xz — a)? + o((z — a)?)

Tr—

avecp = 2, ap # 0, alors la courbe représentative de f admet au point d’abscisse a une tangente d’équation y = a1x+ao.
La position de la courbe par rapport a la tangente est donnée par la parité de p et le signe de a,, :

e sip est pair, la courbe est située au dessus de la tangente si a, > 0 et au dessous si ap < 0,

e si p est impaire, la courbe traverse la tangente (on a un point d’inflexion). Elle est en dessous pour z < a et au
dessus pour x > a si a, > 0 et c’est le contraire si a, < 0.

2.
Méthode 3

5.4 Courbes paramétrées

Méthode 4 (Etude d’un courbe paramétrée a ’aide d’un DL)
Considérons une courbe paramétrée f de composantes x et y définies en ty. Pour étudier I’allure de la courbe au point de
paramétre ty, on détermine un Dl[n|(ty) de x et y de la forme :

z(t) o, 0 +ap(t —to)? +aq(t —to)? + o((t —to)?)

y(t) = bo+bp(t—10)” +bg(t —t0)? +o((t — t0)")

Qq

by

ap

N
b soit non nul et g > p est le plus petit entier tel que J
P

ol p > 1 est le plus petit entier tel que le vecteur T ne

N
soit pas colinéaire & I . On peut alors écrire :

FO) = fto) +(t—to)P T + (¢ —to)? T +o((t — t0)?)

t~_>t0
- —
I

Si on note (X (t),Y (t)) les coordonnées du point f(t) dans le repére (f(to), I, J), alors on a :

X)) ~ (t—t)? Y({t) ~ (t—to)

t—to t—to

ce qui permet de déterminer le signe strict de X (t) et Y (t) suivant la parité de p et q, ainsi que allure locale de la courbe.
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5.5 Développements limités usuels.

2 {L'S n

no_k
— ﬂ ny i n
expmmzolg)k+o(w) = 1+:c+2+ + +n!+0(x)

z—0 6

n
1‘2k 2 4 2n

— ny ror ot
Chx”;o;;) +o(z®) = 1+ =+ =4+

n $2k+1 1'3 5 2n+1

he — S 2n+1y  _ r©z . T on1
S%Hog(zkﬂ)!”(m et T BN o e TRACLC I

+ o(x®™)

_ - (_l)kak 2n _ ‘%2 .’L'4 (_1)nx2n 2n
05 2y 2 e PO St gy o)

) _ n (_1)k1.2k+1 _— B (E3 £L'5 (_1)nx2n+1 g1
e 20 e T S Rt g o)
3

— z 2 5 5
tans = @+ 3 —1—1590 + o(z”)

1 — - k ny __ 2 3 n n
1_961:0;090 +o(x )m:()l—l—m—i-x +z°+ -+ 2"+ o(z")
1 _ - k .k ny _ 2 3 n,.n n
1+xm:0kz_0( 1)*x —I—o(x)x:[)l r+a®—z’+--+(=1)"z" + o(z")
n 1)1k 2 3 _1)n—1lgpn
1n<1+w>;0;( P oy = e D T T
n 2k+1 3 5 7 n..2n+1
_ kT 2n4ly _ T (=)= 2n+1
arctanz = Z;]( 1) 1 +o(z )$:Ox 3 + F - + +72n+1 +o(z )
n
W alo—D(a—k+l)
(1+x) mzo; o x® + o(z™)

—1 1) (-2 ~1)-(a—n+1
Cpapg =D a@oD@=2) el e D)
2—0 2! 3! n!

1 1 1

) (k)
. _ 2k+1 n
arcsmxm:()’;] D 2h+ 1) x + o(z™)
1 1 1
S (U T R (N AR |
_ x?ﬂg+}x5+ n 2( 2 ) ( 2 )x2n+1+0($2n+1)
z—0 4 8 (E")(2k +1)

On peut retenir que

e le DL de exp permet retrouver celles de ch,sh, cos et sin en remarquant que ’on ne retient respectivement que les
indices pairs, les indices impairs, les indices pairs en alternant les signes, les indices impairs en alternant les signes.

1
e le DL de permet de retrouver celui de en alternant les signes.
1—-=z 1+
1
e le DL de In(1 + ) se retrouve en intégrant entre 0 et x le DL de sa dérivée, i.e. T
x
e le DL de arctan x se retrouve en intégrant entre 0 et = le DL de sa dérivée, i.e. 1522
x
—-(a—k+1
e le DL de (1 + z)* est analogue & la formule du bindéme en convenant que (Ok‘) = ala=1) k'(oz + )
1

e le DL de arcsinx se retrouve en intégrant entre 0 et x le DL de sa dérivée, i.e.

V1—z2
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