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Dans ce chapitre, la lette K désignera I'un des corps R ou C.
L’addition de K est notée + et Ok désigne I’élément neutre pour l'addition du corps K.
La multiplication de K est notée x.et 1 désigne ’élément neutre pour la multiplication de ce méme corps K.

Si p est un entier naturel non nul et si Ej,.., E, désignent p ensembles, I’ensemble E; X --- x E, désigne I’ensemble des
p-uplets (z1,..,x,) avec Vi € [1,p], z; € E;.
Si E est un ensemble et p un entier non nul, EP désigne ’ensemble £ x --- x E
—_—
p fois

Si A et B désignent deux ensembles non vides, F(A, B) désigne ’ensemble des applications de A dans B (i.esi f €
F(A,B), VxeA, f(x) € B).

1 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1 (Espace vectoriel)
On appelle K-espace vectoriel tout triplet (E,®,-) ou

e F est un ensemble non vide ,

e @ est une loi de composition interne sur E, i.e. une application qui & tout couple (u,v) de E x E associe un élément
de E noté u ® v.

e - une loi de composition externe, i.e. une application de K x E dans E, i.e. une application qui a tout couple («,u) de
K x E associe un élément de FE noté « - u.

et ces deux lois vérifient vérifiant les conditions suivantes :
1. Le couple (E,+) constitue un groupe commutatif, i.e.

e pour tout couple (u,v) de E X E, u®v=v®u (commutativité de @)
e pour tout triple (u,v,w) de EX EX E, (u®v)®w=u® (v®w) (associativité de @)
e il existe un élément Oy de E tel queVu € E, u® 0g = u (existence d’un élément neutre pour @)

e pour tout élément u de E, il existe un élément v de E tel que u @ v = 0 (existence d’un opposé pour la loi & de
tout élément u de E).

2. Pour tout couple (u,v) de E x E et tout couple (o, 8) de K x K, on a :
a-(Bru)y=(axp)u (a+p)u=a-udpf-u, a (ut+v)=a-uda-v, l-u=u

Les éléments x du K-espace vectoriel E s’appellent des vecteurs de E, les éléments o de K s’appellent des scalaires, la loi &
s’appelle Iaddition sur E, la loi - s’appelle la multiplication des scalaires sur les vecteurs.

Proposition 1
Soit (E,®,-) un K-espace vectoriel.

1. O est I'unique élément neutre pour ® et Og & 0 = Og.
2. Siu € E, u posséde un unique opposé que I'on note —u.

3. YueE, Ogx-u=0g VYaeK, a-0g=0g YueE, (-1)-u=-u
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Preuve

1. Soit @ un autre élément pour @. On a, par définition de Og, a & 0g = a et, par définition de a, Og $a = 0g. Or on a
0p ®a=a®0g donc a = 0g. En outre, par définition de Og, on a 0g & 0g = 0g.

2. Soient v et w deux opposés de u. Par définition, on a u @ v = 0p et u @ w = 0 donc

v=v®0g=0v® udw) =Wdu)Pw=(udv)dw =0 Pw=w.

3. Og - u = 0g : Puisque 'on a Og + Og = Ok, on en déduit que
O - u=(0g+0g) u=0k - uPOg-u=0k - u=0k - udOk-u
En ajoutant 'opposé —(0xk - u) de Ok - u & chaque membre de cette égalité, on obtient
Ok - u®(—(0x-u)) =0g-uPOk-u+(—(0g-u)) =0k - uPB [0k - u® (—(0k - u))] & 0p =0k - uP0p =0k -u = 0g-u=0g
a.0g = 0g : Puisque l'on a 0g @ 0 = Og, on en déduit que
VaeK, a-(0pd0p)=a-0gea-0gPa-0g=a-0g
En ajoutant Popposé —(« - 0g) de o - 0 a chaque membre de cette égalité, on obtient

(0 0p@a-0g)®(—(a-0g) = a-0g@(—(a-0g)<ea-0gd(a-0g®(—(a-0g))) =0g
& a-0pPp0g=0g< a-0g =0g

(<) u=—u:Ona
Op =0k -u=((-1)+1)-u=(-1)-udl-u=(-1)-udu

donc (—1) - u est un opposé a u. Comme l'opposé de u est unique et qu’il se note —u, on a bien (—1) - u = —u.

Définition 2
Si w,v appartienne a E, on poseu —v = u® (—v).
définition
Remarque 1 (Z)
Un C-espace vectoriel E est toujours a fortiori un R-espace vectoriel. En effet, si les propriétés du 2 sont satisfaites pour
tout couple (a, 8) de C x C, elles sont encore satisfaites pour tout couple (e, 3) de R x R (puisque R C C).
Par contre un R-espace vectoriel n’est pas forcément un C espace vectoriel.
En pratique le corps K & considérer sera toujours clair suivant le contexte.

Proposition 2
Soient (E, @, ) un K-espace vectoriel, « € K et u € E, on a :

a-u=0g < (a =0k ouu=0g)

Preuve

On sait déja que si u = 0g ou a = O, alors - u = 0p.

Réciproquement, supposons que « - u = Og. Si a = 0, c’est fini, sinon o # 0. Dans ce cas, o admet un inverse o~ ! dans K
pour la multiplication de K et 'on a

1

a-u=0g=a 'l (a-u)=a-0pe(atxa) - u=0g<1-u=0g < u=0g.

Notation 1

Dans la suite, lorsque ’on disposera d’un espace vectoriel, pour une plus grand simplicité d’écriture la loi interne sera toujours
notée + et la loi externe -, ce qui permettra de parler du K-espace vectoriel F au lieu du K-espace vectoriel (E, @, -).

On fera néanmoins attention que si «, § appartiennent & K, « + 3 désigne alors ’addition dans K et si u, v appartiennent &
FE, u+ v désigne I'addition dans E. En particulier, on évitera d’écrire o+ u lorsque o € K et u € E car cette notation n’aura
aucun sens.

Par contre, on continuera de désigner par Og 1’élément neutre pour ’addition de F.
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1.2 Contructions d’espaces vectoriels

Proposition 3 (Espace vectoriel produit)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Pour (u,v), (u',v") € E X F et a € K, on pose :

/i _ / / . — . .
(’LL, U) + (U A ) déﬁ;tion (U tu,vt )7 @ (U7 U) définition (Ot U ’U)

Alors E x F' muni des lois + et - ainsi définies est un K-espace vectoriel, que I'on nomme espace vectoriel produit de E et F.

Preuve
Il faut tout d’abord démontrer que la loi + définit sur £ X F' une structure de groupe commutatif.
Soient (u,v), (u',v"), (u”,v") appartenant & E x F et «, 5 appartenant & K

1. La loi + est commutative puisque 'on a
(u,v) + (W, 0") = (u+ v v +0") = (' +u,v +0v) =, 0) + (u,v)
étant donné que les lois d’addition sur E et F' sont des lois commutatives
2. La loi + est associative car les lois d’addition de E et F' le sont, en effet :
[(u,v) + (v, 0")] + (", 0") = (u+ ;o +0") + (W' +0") = ((u+d) +u”, (v+0) +0")
= (u+ (@ +u"), v+ (" +0") = (u,0) + [(v, ) + (u",0")]
3. La loi + admet un élément neutre Opx r qui est le couple (0g,0F). En effet :
(u,v) + (0g,0p) = (u+ 0p, v+ 0p) = (u,v)
4. Chaque couple (u,v) € E x F posseéde un symétrique qui est le couple (—u, —v), en effet :

(u,v) + (—u, —v) = (u —v,u —v) = (0g,0F)

5. Il faut ensuite vérifier les propriétés de la loi externe.

a-(B-(wv))=a- (B u,pf v)=(a (B-u),a- (5 v)=((axp) u(axp) v)=(axp):(uv)
(a+5)-(u7v)=((a+ﬁ)- (a+B)v)=(a-utB ua-v+pB-0)

=(a-wa-v)+ (B up-v)=a-(uv)+8-(u,v)
a-((u,v)+ W, ) =a (ut+v,v+v)=(a - (u+u),a - (v+v))=(a-ut+a v ,a v+a-v)
:(a-u,a-v)—l—(a v,a-v)=a (u,v) +a- (u,0)

1 (u,0)=(1-u,1-v)=(u,v)
On en déduit que F x F est bien un K-espace vectoriel.
]

Corollaire 1
Soit p € N*, si Ey, ., E, désignent p K-espaces vectoriels, Ey x --- x E, est un K-espace vectoriel pour les lois

(21, 2p) + (27, -, 7)) . (1 + 20, zp+ ), a-(21,.,3p) e (@21, xp)

En particulier, pour n > 1, K" est un K-espace vectoriel.

Preuve
On procéde par récurrence sur p et, pour I’hérédité, il suffit d’appliquer la proposition précédente avec £ = E; X --- X E, et
F = Ep+1. ]

Proposition 4 (Espace vectoriel des applications)

Soient E' un K-espace vectoriel et A un ensemble non vide. On note F(A, E) I'ensemble des applications de A dans E et
pour f,g € F(AFE) et a € K.

On définit la somme de deux telles applications ainsi que le produit d’un scalaire o € K par une telle fonction par les formules

suivantes :
A — E JA — E
f+g’{x = f(@)+g(z) a'f'{fﬂ = a- f(z)

Alors I'ensemble F(A, E)) muni des lois + et - ainsi définies est un K-espace vectoriel.
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Preuve
L’ensemble F(A, E) n’est pas vide car il contient la fonction z +— Og.
Considérons f,g,h € F(A,E) et a, 8 € K. On a, par commutativité et commutativité de + dans FE, :
Ve € A (fH+9)(z) = f2)+9(@) =g=)+ flz) =g+ @)= Ff+g=9+f
(f+g9)+h)(x) = (f+9)(x)+h(z)=[f(z)+g(x)+h(x)=f(z)+(@+h)(x)=(f+(g+h)@)=(f+g9)+h=Ff+(g+h)

Notons 0£(4, ) la fonction de A dans E qui & z € A associe 0 € E, alors :

Ve e A, (f+0ru,p)(@) = f(r)+0rm4rp ) =f(z)+0p=f(z)= f+0rur =f

Notons —f la fonction de A dans E qui & € A associe —f(x) € E, alors :
Vee A, (f+(=NH)@)=f(x)+ (=f)(z) = f(z) - f(x) =0 =0ru,r(*) = f+0rmar =f

ce qui montre —f est I'opposé de f pour addition dans F(A, E).
Ainsi, F(A, E) est un groupe commutatif pour 'addition 4. On doit ensuite vérifier les propriétés de la loi externe :

Ve A, (a-(f+9)(z)=a (f+g)(z)=a (f(z)+g()=a flz)+a g(z)=(a f+a g)(z)
sa-(ftg)=a ft+a-g
VeeAd, (1-fila)=1-fla)=f(x)=1-f=Ff

Par conséquent, F(A, E) est un K-espace vectoriel. m

Corollaire 2
1. L’ensemble KN des suites (u,)nen d’éléments de K, est un K-espace vectoriel pour les lois suivantes

Yu = (Un)nen € KY, Vo= (Un)nen € KY, VaekK,

u+v = w=(wn)p ot Vn €N, w, =up+v, a-u=(z)peyouVneN, z,=axu,
En outre, deux suites u = (un)nen €t v = (U )nen sont égales si et seulement ¥n € N, w, = vy,.

2. Si D est un sous-ensemble de R, ’ensemble F(D,K), qui désigne I’ensemble des fonctions x — f(x) de D dans K, est
un K-espace vectoriel.

Preuve
Le point 2 est immédiat puisque K est un K-espace vectoriel. Pour le premier point, on remarque qu’une suite v = (up, )neN
est simplement la donnée d’une application

u:{N - K € F(N,K)

no o= Uy

donc KN = F(N, K). Par conséquent, puisque K est un K-espace vectoriel, on en déduit que KN = F(N, K) est également un
K-espace vectoriel. En outre, deux applications étant égales si et seulement elles sont égales en tout point, ce qui donne la
caractérisation de 1’égalité de deux suites. m

Définition 3 (Matrices)

Soient n et p deux nombres entiers non nuls. On appelle matrice a4 n lignes et p colonnes tout tableau rectangulaire constitué
d’éléments de K comportant n lignes et p colonnes

L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans K se note M, ,,(K).

Soit A € M,, ,(K). Le coefficient situé a I'intersection de la i®™ ligne et k*™ colonne se note a; ; et on écrit alors

a1 aiz2 - aryo ot Gip

CL271 a272 N a2”j e CLQJ)
A =

ai71 ai72 “ e a’i,j PP a’i,p

On1 G2 o0 Gnjo ottt Ongp
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ou encore A = (a;, j)1<i<n. Lorsque n = p, on note conventionnellement M, (K) e My, (K) et les éléments de M, (K)
1<j<p éfinition

s’appellent les matrices carrées de taille n.
On remarque alors que K* = My, (K).

Corollaire 3
Soient n et p deux nombres entiers non nuls. L’ensemble M,, ,(K) est un K-espace vectoriel lorsqu’on le munit des lois

VA = (aiﬂj)lgign € gﬁn,p(K), VB = (bi,,j)lgign S mn@(K), Va € K
1<j<p 1<j<p
A +B = (Ci,,j)léién ou V(Z,]) c ﬂl,nﬂ X [[].,p]], Ci,j = Qi j + bi,,j
1<j<p
a-A = (di,,j)léién ol V(’L,j) < [[1,’17,]] X [[].,pﬂ, di,,j = X a4 ;
1<ysp

L’élément neutre pour 'addition de M, ,(K), que I'on note 0, ,, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

En outre, deux matrices A = (ai, j)1<i<n €t B = (bi, j)1<i<n de M, ,(K) sont égales si et seulement
1<j<p 1<j<p

V(i,j) € [L,n] x [L,p], aij="0bi,

Preuve

On remarque qu’une matrice A = (a;,_;)1<i<n €st simplement la donnée de Papplication
1<j<p

J L] x[Lp] — K
a{ bl o B < a0
donc M, ,(K) = F([1,n] x [1,p],K) qui est un K-espace vectoriel pour les lois + et - définies ci-dessus puisque K est un
K-espace vectoriel. En outre, deux applications étant égales si et seulement elles sont égales en tout point, ce qui donne la
caractérisation de 1’égalité de deux matrices. m

Remarque 2
Par définition de la somme de deux matrices et de la multiplication par un scalaire, on a

L1 0y, (=23 1\ _(~1 4 1y o (1 10)_(3 30
-2 2 1 0 1 4)  \-2 3 5) -2 2 1/ \-6 6 3
1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 4 (Sous-espace vectoriel)
Soient E& un K-espace vectoriel et F' un sous-ensemble de F.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F' est un K-espace espace vectoriel et F' C E.

Proposition 5 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E.. On a équivalence entre :

1. F est un sous-espace vectoriel de E;

2. F est non vide et quels que soient u,v € F et o, € K, on aa-u+ -v € F (stabilité par combinaison linéaire)

Preuve

(1) = (2) : Supposons que F est un sous-espace vectoriel de E. Alors, par définition, F' est non vide. Soient u,v € F' et
a€K. Onaalorsa-u € Fetf-veF (produit d’un élément de F par un scalaire) et (a-u)+ (5 -v) € F (somme de deux
éléments de F). Ainsi a-u+ 8 -v e F.

(2) = (1) : Supposons F non vide et a-u+ v € F quels que soient u,v € F et a, § € K. Ainsi, quels que soient u,v € F,

e en choisissant & = 3 =1, on obtient que u +v=1-u+1-v € F donc la loi + est bien une loi de composition interne
pour F.
En outre, comme 'addition est associative et commutative sur F, elle est encore associative et commutative sur F' C F.

e en choisissant 3 = Ok, on obtient que - u = a-u+ Og - v € F donc la loi - est bien une loi de composition externe sur
F.
En outre, 0O = 0x - u € F et comme u + 0 = u, on en déduit que Og est un élément neutre pour ’addition sur F'.

e en choisissant « = —1, 8 =1 et u = v, on obtient (—1)-u+u =0g € F donc (—1)-u, qui est un élément de F' d’apres
la ligne précédente, est un opposé de u pour la loi 4+ donc tout élément de F' admet bien un opposé pour 'addition +.
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e Les propriétés
a-(Bru)y=(axpf)u (a+p)u=a-udp-u, lu=u o (utv)=a-uda-v
étant valable sur E, elles restent valables sur F' C F

Par conséquent, F' est bien un K-espace vectoriel contenu dans E donc F' est sous-espace vectoriel de E. Remarquons que
O0g étant un élément neutre pour 'addition sur F' et que I’élément neutre étant unique, on en déduit que Op = 0. =

Remarque 3

D’aprés ce qui précéde, un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E contient nécessairement Og qui est son élément
neutre pour ’addition.

Un espace vectoriel E posséde toujours deux sous-espaces vectoriels particuliers : ’espace E tout entier et {Og} (sous-espace
nul).

Définition 5 (Fonctions polynomes)
Soit n € N, on note

o K,[z] = {P € F(K,K) pour lesquelles il existe (ag, ..,a,) € K**! tel que Vr € K, P(z) = apz™ + -+ a1+ ag =
n

Z apx®}
= U Ko [z]

neN

Un élément de K, [x] s’appelle une fonction polynoéme de degré au plus n a coefficients dans K et un élément de K[x] s’appelle
une fonction polynéme a coefficients dans K.

Si P € K,[z], alors il existe (ag, ..,a,) € KT VreK, P(z)= Z apz® et aj, s’appelle le coefficient de degré k de P.
k=0
La fonction polynéme nulle est la fonction P : x — Ok.

Il est immédiat que K, [x] C K,,[z] C Kz] lorsque n < m.

Proposition 6
Les ensembles K, [x] et K[x] sont des K-espaces vectoriels.

Preuve

1. Soit n € N. Montrons que K,,[z] est un sous-espace vectoriel de F(K, K).

e K,[z] ¢ F(K,K)
o K,[x] car P:z — Ok € K[z].

e Soient P,Q € K, [z] et , 8 € K, montrons que aP + Q) € K, [z]. Puisque P,Q appartiennent a K, [z], il existe
(ag, ..,a,) et (bo,.,b,) appartenant & K"+ tels que

Ve € K, Pz Zakx Q(x):ibkxk
k=0
= VeeK, (aP+pQ)(z)=aP(z)+pQ(z faZakx +ﬂ2bk => (aay + Bby)a*
k=0 k=0

donc aP + 8Q € K, [z].
Par conséquent, K, [z] est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F(K, K) donc K, [z] est un K-espace vectoriel

2. Montrons que K[z] est un sous-espace vectoriel de F(K, K).

K[z] ¢ F(K,K)
o K[z] car P:z — Ok € K[z].

e Soient P, @ € K[z] et «, 6 € K, montrons que P + fQ € Klz]. Il existe deux entiers n et m tels que P € K,,[z] et
Q € K, [z]. En notant N = max(n,m), on an < N et m < B donc K, [z] et K,,[z] qui sont contenus dans Ky [z].
Par conséquent, P et () appartiennent & Ky [x] et Ky [z] étant un K-espace vectoriel, on a aP+5Q € Ky[z] C K[z].
Par conséquent, K|[x] est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F(K, K) donc K][z] est un K-espace vectoriel
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Méthode 1 (Montrer qu’un ensemble F' est un K-espace vectoriel)
1. Déterminer un K-espace vectoriel E « classique » contenant F' (K", F(A, V') avec V est un K-espace vectoriel, M,, ,,(K),
etc.)

2. Montrer que F' est non vide en montrant qu’il contient Og;

3. Montrer que pour tous u,v € F et tous o, e K, a-u+p-v e F.
Alors F est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E, c’est donc Iui-méme un K-espace vectoriel.

Exemple 1
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.
A={(z,9,2) €K’® /| 2-y+2=0} B={feFR,C) / VezeR, f[flz+1)=/f(z)}

C= {(un)nEN e KN / vn € N, Un42 + Up = O} D= {<2ab _ba> ) (avb) € ]K2}

E = {P € Ky[z] pour lesquels il existe (a,b) € K? tel que Vz € K, P(z) =az?+b, (a,b) € K2

Solution 1
1. e ACK3 quiest un K-espace vectoriel,

o A = () puisque Ogs = (0,0,0) € Acar 0—0+0=0.
e Soient X, Y € A et o, 8 € K, montrons que aX + Y € A. Puisque 'on a X = (z,y,2) avec x —y + 2z = 0 et
Y =(2/,y,2') avec 2’ — ¢y + 2/ = 0, on obtient
aX +8Y = a(z,y,2)+ By, 2) = (ax + B2, ay + By, az + 52)
(az+Ba') — (ay + BY) + (az + B2) = alz—y+2)+BE" -y +2)=ax0+Bx0=0
ce qui montre que aX + Y € A.

Par conséquent, A est un sous-espace vectoriel de K? donc A est un K-espace vectoriel.

2. e BC F(R,C) qui est un C-espace vectoriel,
e B # () puisque Opgcy:z+—0€ BcarVr €R, Ormrc)(r+1)=0et 0xrc)(z) =0donc Ve € R, O0rmc)(r+
1) = 0x®rc) ()
e Soient f,g € Bet «, 8 € K, montrons que af+8g € B. Puisque'onaVz € R, f(x+1) = f(z) et g(z+1) = g(x),
on obtient

Ve eR, (af +Bg)(x+1)=af(z+1)+bg(x+1)=af(z)+ By(z) = (af + Bg)(x)

ce qui montre que af + fg € B.
Par conséquent, B est un sous-espace vectoriel de F(R,C) donc B est un C-espace vectoriel.

3. e C C K" qui est un K-espace vectoriel,
e C # () puisque Ogv = (0)pey car Vn € N, (Ogn)ni2 + (Ogn)p =0+ 0= 0.
e Soient u,v € C et a, f € K, montrons que au + v € C. Puisque 'on a Vn € N, w19 + uy €t vyp2 +v, =0, on
obtient

Ve €N, (qutPv)nio+(au+bv), = Qupio+B0nr2taun,+Bv, = & (tunyo + tn)+8 (Vnp2 + vn) = ax0+5x0 =0

ce qui montre que au + Bv € C.

Par conséquent, C est un sous-espace vectoriel de K~ donc C' est un K-espace vectoriel.

4. o D C My(K) qui est un K-espace vectoriel,

o D 7& 1] puisque Ofmg(K) = (8 8) € D car (8 8) = (;b ba> si ’on choisit a = 0 et b = 0.

26 —a 200 —a

_(a b d Y\ _(aa+pd  batp \_(c d
e =o(y 2)es(s )= 2= 4

si ’on choisit ¢ = aar + Ba’ et d = ba + B, ce qui montre que aX + Y € D.

/! /
e Soient M, N € D et a, 8 € K, montrons que aM + SN € D. Puisque 'on a M = (a b ) et N = (a b ,)a

on obtient

Par conséquent, D est un sous-espace vectoriel de 95 (K) donc D est un K-espace vectoriel.
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5. e E C Kyz] qui est un K-espace vectoriel,
o E # () puisque Og,[;) : ¢ +— 0 € E car Vo € R, Og,g(x) =0 x 22 4+ 0 (on choisit a = b = 0).
e Soient P,Q € E et a, 3 € K, montrons que aP + $Q € E. Puisqu’il existe (a,b) € K2 et (a’,t’) € K2 tels que
Ve eR, P(x)=az?+b et Qz)=dz*+V,
on obtient
vz eR, (aP+pQ)(z)=aP(z)+BQ(z)=a(az®+0b) + B (d'z* + V) = (aa + Bd’) 2* + (ab+ V) = ca® + d
si Pon choisit ¢ = aa + Ba’ et d = ab + BV, ce qui montre que aP + Q € E.

Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de Ko[z] donc E est un K-espace vectoriel.

Proposition 7 »
Soient P : x — Z apz® et Q :x— Z bpz® deux éléments de K, [z].

k=0
Alors P = Q si et seulement si Yk € [[O nll, ar = by.

Preuve
L’implication réciproque est évidente. En effet, si Vk € [0,n], ax = by alors

Ve eK, Pz Zak :Z prt = Q(x)
k=0

donc P = Q.
Montrons I'implication directe : Supposons que

VeeK, Plx)=Q(x)eVrekK, apyuz"+ --+ax+a=bpz"+---+bx+b

Montrons que récurrence sur k € [0,n], ar = by. On considére ’hypothese de récurrence H(p) : « Vp € [0,k], ap =0, »
Initialisation k£ = 0 : En substituant = = 0 dans l'égalité P(x) = Q(x), on obtient ag = by, ce qui démontre H(0).
Héreédité : Soit k € [0,n — 1]. Supposons que H(k) est vraie et montrons H(k + 1). Puisque Vp € [0,k]], a, = b, et que
Ve e K, P(z)=Q(x), on obtient

Ve e K, anz" 4+ appat = bpa 4+ 4 byttt

k+1 on obtient

Lorsque x # 0, en divisant par x
Ve e K, apaz" D) 4.4 a1 = by~ kD 44 bri1

En choisissant z € R (ce qui est possible car K = R ou C) et en faisant tendre x vers 0, on obtient agy1 = brr1 donc
Vp e [0,k+1], ap=by, ce qui démontre H(k + 1) et achéve la récurrence.
Par conséquent, H(n) est vraie, i.e. Vp € [0,n], ap =0, ®

1.4 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Proposition 8 (Intersection de deux sous-espaces vectoriels)
Soient E¥ un K-espace vectoriel et F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve

e Il est immédiat que F NG C E qui est un K-espace vectoriel.

e FNG # () car; puisque O appartient & F et & G (ce sont des sous-espaces vectoriels de E !), on en déduit que
0 € FNG.

e Soient u,v € FNG et o, B € K, montrons que a-u+ f-v € FNG. Puisque u,v € F (resp. G) et que F (resp. G) est
un K-espace vectoriel, on en déduit que ao-u+ 5-v € F (resp. G) donc a-u+f5-v € FNG.

Par conséquent, F'N G est bien un sous-espace vectoriel de £. m

Proposition 9 (Intersection d’une famille finie de sous-espaces vectoriels)

Soient E un K-espace vectoriel, I un ensemble non vide (fini ou infini) (F;);c; des sous-espaces vectoriels de E. Alors n F;
i€l

est un sous-espace vectoriel de E.
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Preuve

e Puisque Vi € I, F; C E, on en déduit que ﬂ F,CE.
il

° ﬂ F; # () car O € ﬂ F; puisque Vi € I, 0Og € F; (ce sont des sous-espaces vectoriels de E'!)
iel iel
e Soient u,v € ﬂ F; et a, B € K, montrons que a-u+5-v € ﬂ F;. Puisque Vi € I, wu,v € F; et que F; est un K-espace
iel i€l
vectoriel, on en déduit que ao-u+ S -v € F; et ce quel que soit i donc a-u+ [ -v € m F;.
iel
Par conséquent, ﬂ F; est bien un sous-espace vectoriel de £. m

i€l

Remarque 4 (Z)
En général, si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, le sous-ensemble F'U GG n’est pas un sous-espace vectoriel de
E (saufsi FC GouG C F)..

1.5 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition 6
Soient E un K-espace vectoriel et uy, ., u, des vecteurs de E.

1. On dit qu'un vecteur u € F est combinaison linéaire de uy,..,u, si et seulement si il existe a1,..,0, € K tels que
U=0Q1 UL+ FQp o Up.

2. On note Vect(uy, .., u,) I'ensemble des combinaisons linéaires de w1, .., up, autrement dit
Vect(uq,...,up) ={a1 -us +--+ap-u, / ai,..,o €K}
En particulier, Vect(u) = {a-u, «€K}.

Remarque 5
Etant donné que E est un K-espace vectoriel et que uq, .., up, on est assuré que aq -ug +-- - +ap - u, € E done Vect(uq, ..., up)
est un sous-ensemble de F.

Proposition 10 (Sous-espace vectoriel engendré)
Soient E un K-espace vectoriel et uq, ...,up € E.
Alors Vect(u1, ..., up,) est un sous-espace vectoriel de E et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E' contenant u, ..., up.

Preuve
Posons F = Vect(uy, ..., up) et montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E.

e FCE
e F#PcarOp =0-u; +---+0-u, € F.
e Soient u,v € F et a, 8 € K. Par définition de F), il existe a1, ..., € K et 4, ..., 8, € K tels que :
u=ap-upto oy uy, v=LFpur o+ B,y
On en déduit que
autfrv=a-(aurt-tapuy) 8- (B urt By up) = (@xar+Bx By) ur -+ (axay+ B x8,)up
et ceci montre que a-u+ 5-v € F.

Par conséquent, F' est un sous-espace vectoriel de F.
Montrons que c’est le plus petit. Soit G un sous-espace vectoriel de ' contenant uy,.,u,. Il contient alors nécessairement
a1 - U + -+ + ap - up quels que soient les scalaires o, .., @, € K donc Vect(uq,...,u,) CG. ®
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Exemple 2
On considére les fonctions :

R —~ R R —~ R R —~ R
o e

x +— cos(2x) r +— cos?(z)
Montrer que h € Vect(f, g).

Solution 2
On a f =2h — g donc f € Vect(f,g).

Méthode 2
Soit F' un sous-ensemble d’un K-espace vectoriel E. Pour montrer que F' est un K-espace vectoriel,

e soit on montre que c’est un sous-espace vectoriel de E,

e soit on détermine une famille uq, ..,u, de F telle F' = Vect(uq, .., u,) et on conclut en remarquant que Vect(uz, .., up)
est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 3
Montrer que

1. B= {(;b ba) . (a,b) € K?} est un K-espace vectoriel

2. F={zw— (a+2c)e* + (a+b+c)x?> +¢, (a,b,c)€ C?} est un C-espace vectoriel.

Solution 3
1. 1l est immédiat que E C M2 (K) qui est un K-espace vectoriel. En outre, ’égalité

a b 1 0 0 1
<2b a> _“(0 1) +b(2 o)
entraine 1’égalité ensembliste

E:{<2ab _ba>, (a,b)EKQ}Z{a(é _01)“’(2 (1)> (a,b)eK2}=Vect<<(1) _01)’((2) (1)>>

donc E est un K-espace vectoriel.

2. 1l est immédiat que F C F(R,C) qui est un C-espace vectoriel. En outre, I'identité
(a+2c)e” 4+ (a+ b+ c)z® 4+ ¢ = a(e” + 2?) + ba* + ¢(2e” 4+ 2% + 1)
entraine ’égalité ensembliste

E = {z—(a+2)e" +(a+b+c)x®+c, (a,bc) € C}={x ale® +2?) +bx? +c(2e” + 2> +1), (a,b,c)cC?}

= Vect (x — e 2% x— 22 26" + 2% + 1)
donc F est un C-espace vectoriel

Définition 7
Soit E un espace vectoriel. On dit que ug, .., u, est une famille génératrice de E si et seulement si E = Vect(uq, ..., up)

Proposition 11
1. La famille e; = (1,0,..,0),..,ex = (0,..,0,1,0,..,0),...,e, = (0,..,0,1) est une famille génératrice de K".
—_——

1 en k-iéme position

2. La famille ey : x +— x™,..,e; : x — z¥ ... e, : & — a™ est une famille génératrice de K™.

3. Soit (1,7) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé a I'intersection de
la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.
La famille (E; ;)1<i<n est une famille génératrice de M, ,(K).

2

1<j<sp
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Preuve
Il est immédiat que
u € K'ewu=(x1,.,2,) 21,2, €K
u=x1(1,0,..,0) +--- +x;(0,..,0,1,0,..,0) +---+2,(0,..,0,1) 21,..,z, € K& u € Vect(ey, .., )
1 en k-ieme position
= K" = Vect((1,0,..,0),---,(0,..,0,1,0,..,0),..,(0,..,0,1))
1 en k-ieme position
P e Kyz]eP:iz—az"+---+ay an,.,a0 €K
& P=ay(z—2")+ apz— ")+ +az—1) an,..,a0 €K
= Ku[z] = Vect((z — z"),.., (x — zF), .., (z — 1))

Pour 9, ,(K), on en traite que le cas n = p = 2, les autres étant absolument semblables (sauf que l'écriture est plus aride).

a b 10 0 1 0 0 0 0
M € S)ﬁg(]K)éM—<c d>’ a,b,c,dEK@M-a(O 0)+b(0 0>—|—c<1 0>+d(0 1), a,b,c,d e K

= o =vea (3 0). 00095 0)

Méthode 3 (Déterminer une famille génératrice d’un espace vectoriel)
Soit E' un K-espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E (éventuellement égal a E).

O =

e Si F' est défini par la forme des paramétres composant les vecteurs le constituant, écrire ces vecteurs comme combinaison
linéaire de vecteurs u1, ., u,, chacun étant pondéré par un seul de ces paramétres pour en déduire que F' C Vect(uq, ., up).
Ensuite, vérifier que uy, .., u, € F' pour obtenir Vect(u1, ., u,) C F.

e Si F est défini par des équations vérifiées par les vecteurs le composant, considérer un vecteur u de F' et I’écrire sous
forme explicite faisant intervenir différents paramétres dans K. A Iaide des équations vérifiées par u,
— obtenir un systéme d’équations portant sur ces paramétres,
— le résoudre en fonction de certains paramétres auxiliaires,
— réinjecter les solutions du systéme « dans u » pour obtenir F' comme ensemble défini par la forme des paramétres
composant les vecteurs le constituant, ce qui raméne au cas précédent.
Exemple 4
Montrer que chacun des ensembles suiOn admet que les ensembles suivants sont des K-espaces vectoriels. Donner, pour

chacun d’eux, une famille génératrice.

_ a a+b c 3 _ " _ _
By = {(C—CL b+c b)a (a7b7C)GK} EQ—{(.T,y7Z)€K / z y+2—0}

Es

{t—acos(t+b), (ab)eR?} Ey={PeKsz], P(1)=P(-1)=P(1)=0}

a a+b ¢

c—a b+c

. 1 1 0\ (0 1 0\ (0
on obtient El—Vect<<_1 0 0)?(0 1 1> (

e Soit X = (z,y,2) € Es,onax—y+2z=0<y=ux+ 2z ce qui entraine que
X =(z,z+2,2) =2(1,1,0) + 2(0,1,1) € Vect((1,1,0),(0,1,1)

donc Es C Vect((1,1,0),(0,1,1). Réciproquement, puisque (1,1,0) € B3 (1—1+0=0)et (0,1,1) € B3 (0—14+1=0),
on en déduit que Vect((1,1,0),(0,1,1) C Ey d’on Ey = Vect((1,1,0),(0,1,1).

Solution 4
e En remarquant que

=] O =

e Soit f € Fjs,
f it acos(t+b) = acos(b) cos(t)—asin(b) sin(t) = f = acos(b)(t — cos(t))—asin(b)(t — sin(t)) € Vect(t — cost,t — sint)

donc Es C Vect(t — cost,t — sint). Réciproquement, ¢ +— cos(t) € E3 (prendre a = 1,b = 0) et ¢t + sin(t) € Es
(prendre a = 1,b = g) donc Vect(t +— cost,t +— sint) C Es, ce qui montre 'égalité E5 = Vect(t — cost,t — sint).
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e Soit P€ E4. Ona P: x+— az® + bx? + cx + d donc

P(1)=0 a+b+c+d=0 a+b+c+d=0 a+b+c+d=0
P(-1)=0 &< —a+b—c+d=0 < b+d=0 2+@1 < b+d=0
P(1)=0 3a+2b+c¢=0 —b—2c—-3d=0 (3)—-3(1) —2c—-2d=0 (3)+(2)
a=d
S b=-d =P:iz—dd®—di®—do+d=d(z® — 2" —ax+1) € Vect(z — 2° —2® —x +1)
c=—d

donc B, C Vect(z +— 23 — 2% —x +1). Réciproquement, P; : z +— 2% — 22 —2+1 € Ey (car P1(0) = Pi(1) = P'(1) = 0)
donc Vect(z +— 2% — 2% — 2 + 1) C E4, ce qui montre 1'égalité E; = Vect(z — 2% — 2% — 2 +1).

Si un espace vectoriel E admet une famille génératrice, celle ci n’est pas nécessairement unique. Pour s’en convaincre,
pour lespace Fy de l'exercice précédent, lors de la résolution de I’équation x — y 4+ z = 0, si l'on avait choisi z = y — z, on
aurait obtenue (1,0,—1) et (0,1,1) pour famille génératrice. Une question naturelle apparait : est-il possible de comparer
deux ensembles Vect(ui,..,up,) et Vect(vy,..,vq) 7 Sic’est & dire existe-t-il un moyen simple permet de savoir s’ils sont égaux
ou, plus généralement, si 'un est contenu dans 'autre uniquement en comparant les vecteurs uq, .., u, aux vecteurs vy, .., vg.
La proposition suivante répond a cette interrogation.

Proposition 12
Soient E un K-espace vectoriel, u1, .., up, v1, .., vq des vecteurs de E. Alors

1. Vect(uq,..,up) C Vect(v1,..,vq) si et seulement (Vk € [1,p], up € Vect(vy,..,vq)).
2. Vect(us, .., up) = Vect(vy, .., vq) si et seulement (Vk € [1,p], ux, € Vect(v1,..,vq) et Vk € [1,¢], vy € Vect(uq, .., up).
3. Siupyr € Vect(uq, .., up) alors Vect(uq, .., upy1) = Vect(uq, .., up).

Preuve

Le point 2 est la conséquence immédiate du 1 et le point 3 est la conséquence immédiate du 2.

Pour le premier point, I'implication directe est immédiate puisque Vk € [[1,p], ur € Vect(u, .., u,) C Vect(vy, .., vq).

Pour l'implication réciproque. Supposons que Vk € [1,p], ux € Vect(v1,..,vq). Puisque Vect(vy,..,v,) est un sous-espace
vectoriel de E contenant uq, ., u, et que Vect(ui, .., u,) est le plus petit sous-espace vectoriel les contenant, on en déduit que
Vect(u, .., up) C Vect(vq,..,75). W

Remarque 6
Cette proposition permet de comparer deux espaces engendrés mais il permet également de diminuer le nombre de générateurs.

Exemple 5
Montrer les égalités suivantes :

1. E=K2, Vect((2,2),(0,1),(1,2),(1,0)) = Vect((1,1), (1, —1))

2o p-m, v ()00 %) () v (5 %) (6 0) (1 5)

Solution 5
On procede par double inclusion

1. On note F' = Vect((2,2),(0,1),(1,2),(1,0)) et G = Vect((1,1), (1,—1)).
Montrons que F' C G. 1l est immédiat que
1 1 1

22)=20,1€eG, ©O1)=30,1)-0,-1)ed 1,0)=701)+ %(1, _ea

Pour le dernier vecteur, si ’on ne voit pas la combinaison « de téte », on procéde par résolution de systéme

L3
a+b=1 o 21

(1,2):a(1,1)+b(17—1)©(172)=(a+b’“—b)@{ a—b=2

3

1
donc (1,2) = 3 — 5(1, —1) € G, ce qui montre que F' C G. Montrons l'inclusion réciproque G C F. Il est immédiat

que

(1,1)

(L) = (LO)+(O.1) G, (1,-1)=(1,00~(0,1) €G
donc G C F, ce qui montre que F' = G.
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sommar (1 1)1 2).4 1)) e ()0 -0 D)

Montrons que F' C G. 1l est immédiat que
1 1 1 0 0 1 0 0 1 2 1 0 0 1 0 0
(4 = (S @o)e()ee G 2)-( 5) o)+ 0 0)ee
1 1 1 0 0 1 0 0
(2 —1) = (0 —1)*(0 0>+2<1 0> €a
donc F' C G. Montrons l'inclusion réciproque G C F. Il est immédiat que

G- 26 e @O0 1) (L)

Pour le dernier vecteur, si ’on ne voit pas la combinaison « de téte », on procéde par résolution de systéme

o) (11 12 11 1 0\ _[(a+btec a+2b+c
<0 —1> - a<1 —1>+b(1 —1>+C(2 —1>©(0 —1>_<a+b+2c —a—b—c>

a+b+c=1 atbte=1 a=3

a+2b+c=0 a+2b+c=0 (2)—(1) _
< atbt2e=0 T\ a+bt2e=0 (3)-(1) 7 ﬁ:_i

—a—b—c=-1 —a—-b—c=-1 (4)+(1) a

1 0 1 1 1 2 1 1
b 2= 5)-( 2)-( 4)=
donc G C F, ce qui montre que F' = G.

Exemple 6
On note uy = (1,2), us = (1,1), uz = (2,1), ug = (1, -1).
Déterminer une famille génératrice de Vect (u1, ug, us, uq) de cardinal minimal

Solution 6
On remarque que

1 1
U + uz = 3ug & Uy = §U1 + §U3 € Vect (u1,u3) ug = ug — uy € Vect (u1,us)

donc Vect (ug, ug, us,uq) = Vect (u1,u3). Par contre, uy ¢ Vect(us) (u; n’est pas proportionnel & usz) et ug ¢ Vect(uq)
(uz n’est pas proportionnel & u;) donc on ne peut plus simplifier. Par conséquent, ui,us est une famille génératrice de
Vect (u1, ug, us, us) de cardinal minimal.

Définition 8
Soient E& un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.

e On appelle espace engendré par A lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A et I'on note cet
ensemble Vect(A). Autrement dit, si (F;);c; désigne la famille des sous-espaces vectoriels de E contenant A, on a
Vect(A) = () Fi.

iel
e On dit que A est une partie génératrice de F si et seulement si Vect(A) = E.

Remarque 7

Si A = {ug,..,up} alors Vect({ug,...,up}) = Vect(ug,...,up,). En effet, soit F; un sous-espace vectoriel de E contenant

A, il contient donc uq,..,up. Or Vect(us,..,up) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant uq,..,u,, ce qui

entraine que Vect(u1,..,u,) C F; et ce quel que soit ¢ donc Vect(uq,..,up) C () F; = Vect({us,...,up}). Réciproquement,
i€l

puisque Vect(uy,..,u,) est un sous-espace vectoriel de E contenant A = {uy,..,u,}, Vect(uy,..,up,) est 'un de ces Fj
donc I'intersection Vect({u1,...,u,}) = (] F; est contenue dans Fjy = Vect(us, ..,u,), ce qui entraine 'égalité ensembliste
iel

Vect(ug, ..., up) = Vect({ur, ..., up}).
Proposition 13 (Sous-espace vectoriel engendré par une partie)

Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.
Alors Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.
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1.6 Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Proposition 14 (Somme de deux sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et F' et G des sous-espaces vectoriels de E. On note :
F+G={ur+ug /| ur€F etugeG}
Alors F 4+ G est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de EI contenant a la fois F' et G.

Preuve

1. e '+ G C E.Eneffet,six € '+ G alors x = up + ug avec up € F et ug € G. Puisque F et G sont contenus dans
E, on a up et ug qui appartiennent & £ donc z = up + ug € E, ce qui montre l'inclusion F'+ G C E.

e F+G#PcarOgp = O + Op € F+ G (F et G sont des sous-espaces vectoriels de E donc ils contiennent Og).
—~ —~—~

cF €G

e Soient u,v € F'+ G et a, f € K, montrons que a-u+ g -v € F + G. Il existe up,vp € F et ug,vg € G tels que
u=up +ug et v =vp + vg donc

a-ut+pf-v=a (uptug)+pB - (vrtvg)=(a-up+p8-vp)+(a -ug+p8 vs)
Puisque F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, on a a-up + 8 -vp € F et a-ug + 5 -vg € G donc

a-u+pf-veF+G.
Par conséquent, F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F' et G. Soit © € F 4+ G, 1 existe up € F et ug € G tel que u = up +ug.

Puisque F' C H et G C H, on en déduit que up et ug appartiennent & H donc = = up + ug aussi, ce qui montre que
F + G C H. Par conséquent, F' + G est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant & la fois F' et G.

Méthode 4 (Montrer que E=F+G)
Soient E un K-espace vectoriel et I, G deux sous-espaces vectoriels de E. Pour montrer que E = F + G, on procéde de la
fagon suivante.

e Remarquer que les inclusions F C E et G C E entraine que F + G C E.

e Montrer I'inclusion réciproque E C F' + G en procédant par analyse-synthése.

— Analyse : Considérer un élément u, quelconque dans E et supposer qu’il s’écrit w = up + ug avec up € F et
ug € G. Calculer alors I'expression de I'un des vecteurs up ou ug en fonction de u et en déduire Iautre grace a
Pégalité u = up + ug.

— Syntheése : Considérer un élément u quelconque dans E et choisir pour ur et ug les expressions obtenues précédem-
ment puis vérifier que I'on a bien u = ur + ug, urp € G et ug € G et conclure.

Exemple 7
On pose :

F—{(Cc‘ Z)e%(K) | a+b+c+d—0} G—{aG }) | aeK)

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de M5 (K) et que, pour une matrice A € My (K) quelconque, il existe
a € K tel que A — aU € F. En déduire que F + G = M, (K).

Solution 7
F est un espace vectoriel :

o F C My(K) qui est un K-espace vectoriel.

o F # () car Oy, k) = (8 8) € F puisque 0+0+0+0=0.
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e Soient M; N € F et o, € K, montrons que aM + BN € F. Par définition, on a: M = b) aveca+b+c+d=0

d

aa+ Ba’ ab+ B
ac+ B ad+dp avee

I /
et N = <Z, Z,) avec a' +b +c +d =0. On en déduit que aM + SN = (
(aa+ Ba’) + (ab+ V) + (ac+ B) + (ad +d'B) =a(a+b+c+d)+p(a +b + +d)=ax0+3x0=0
ce qui entraine que aM + BN € F.

Par conséquent, F' est un sous-espace de M(K) donc F' est un K-espace vectoriel.
G est un espace vectoriel :

e G C My(K) qui est un K-espace vectoriel.
G#0 0 =0 b F.
o G # () car Ogn,x) = 0 % 11 S

e Soient M; N € G et o, € K, montrons que aM + SN € F. Par définition, on a : M = a (1 1) avec a € K et

N=ad G 1) avec ¢’ € K. On en déduit que aM + BN = (aa + Ba’) G }) cGq.

Par conséquent, G est un sous-espace de M3 (K) donc G est un K-espace vectoriel.
F 4+ G =95(K) : On procede par double inclusion.

e F+ G C My(K). Puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de M5 (K), on a bien F + G C My (K).
e My(K) C F+ G. Soit M € My(K), montrons qu’il existe My € F et Mg € G tels que M = My + M.

I /
Analyse : Supposons que I’égalité précédente soit vérifice. Ona: M = (3 Z) , Mp = (CCL, Z,) avec @' +b'+c'+d =0
et Mg =« <1 i), ce qui nous donne
d+a=a
a b d+a b+a V+a=b
M_MF+MG®(C d>_<c’—|—a d+a) T dta=c
d+a=d

En exprimant a’,b’, ¢, d’ en fonction de a, b, ¢, d, a et en réinjectant dans I’égalité a’ +b' + ¢’ +d’ = 0, on en déduit que

at+b+c+d

(a—a)+(b—a)+(c—a)+(d—a)=0&a= 1

Par conséquent, on a

Mg =

4 1 1

a+b+c+d (1 1
—a—b+3c—d —a—b—c+3d

1 b _ I
>éMFMMG4<3a b—c—d a+3b—c d)

. . _f(a b
Synthése : Soit M = (c d

_a+btc+d (1 1 1 /3a-b—c—d —-a+3b—c—d
Me = 4 <1 1) et MF_4<ab+3cd abc+3d)'

> € My (K), on considere

— Il est immédiat que M = Mp + Mg (par construction de Mp et Mg).

a+b+c+d (1 1
Vo= (] ) ee

My e F car (3a—b4—c—d>+(—a+3ljl—c—d)+(—a—bz3c—d>+<—a—b;c+3d> _0

ce qui démontre que My (K) C F + G donc My(K) = F + G.
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Définition 9 (Sous-espaces supplémentaires, somme directe)
Soient E& un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans
FE lorsque :

Vue E. Iur,ug) € FXG. u=up+ug.

Dans ce cas, on note E = F & G. On dit aussi que les sous-espaces sont en somme directe ou encore que la somme F 4+ G est
directe

Remarque 8

Lorsque FF & G = F, tout u € E peut donc s’écrire comme somme d’un élément de F' et d’un élément de G. On a donc
F 4+ G = E. La notation @ signifie qu'une telle décomposition non seulement existe mais qu’elle est unique. Par conséquent,
siEFE=F®Galors E=F+G.

Remarque 9 (Z)
Ne pas confondre supplémentaires et complémentaires.

Théoréme 1
Soient E un K-espace vectoriel et F' et G des sous-espace vectoriels de EE. On a équivalence entre :

1. Les sous-espaces F' et G sont supplémentaires;
2. E=F+Get FNG ={0}.

Preuve

Implication directe : Supposons que E = F' & G. Dans la remarque précédente, nous avons déja constaté que = F + G et

il reste donc a montrer que FF NG = {0g}.

On sait que {Og} C F'N G puisque F NG est un sous-espace vectoriel de E. Soit u € F' NG, il appartient a la fois & F et a

G, ce qui nous permet d’écrire u = 0p + u etu=_u + O0p . Comme I'écriture de v comme somme d’un élément de F
~ ~  ~~

€F €eG cr €G
et d’un élément de G est unique, on a nécessairement u = Og, donc F NG C {0g}, ce qui entraine I’égalité F NG = {0g}
Implication réciproque : Supposons E = F + G et F NG = {0g}. Par conséquent, tout élément de F peut s’écrire comme
somme d’un élément de F' et d’un élément de G et il reste & montrer que cette écriture est unique. Soit u € F et supposons
qu’il existe up,vp € F et ug,vg € G tels que

u=up t+ug = UF +Ug =V +Ug S U Vp = U
w=vp + v F+ug =vr +vg F —UF = UG — UG
Puisque up,vp (resp. ug,ve) appartiennent au sous-espace vectoriel F' (resp. G), on en déduit que up — ug € F (resp.
vg — ug € G). Ainsi les vecteurs up — vp et vg — up appartienent & F et & G (car up — vp = vg — ug € G et
v — ug = up —vp € F) donc
ugp —ovp =0 Up =0
{ F—UF E { F F
VG — UG UG = UG

ce qui démontre 'unicité de ’écriture donc E = F & G. n

Exemple 8
Soient E=F(R,R), F={feE |/ VexeR, f(-z)=f(x)letG={f€E | VxeR, f(-x)=—-f(z)}.
Montrer que £ = F & G.

Solution 8
F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

e F et G sont deux sous-ensembles du R-espace vectoriel F(R,R) = E.
e Chacun est non vide puisqu’il contient la fonction Oxrr) (V2 € R, 0zr®Rr)(—2) =0 = 0rrr)(r) = —0rrRr) (7))

e Soient f,g € F (resp. f,g € G) et a, 8 € R, montrons que af + Bg € F (resp. af + fg € G)

Ve € R, (af+Bg9)(—z)=af(—z)+ Bg(—)=af(x)+ By(x) = (af + Bg)(z)
(resp. (af +Bg)(—x) = af(—z)+ Bg(—x) = —af(z) — Bg(x) = —(af + Bg)(z)

Par conséquent, F' et G sont bien deux sous-espaces vectoriels de E.
FE=FapG:

www.mathematiques.fr.st 16 abdellah bechata


http://abdellah.bechata.free.fr

ook 1 ESPACES VECTORIELS ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

e FNG = {0g}. Il est immediat que {Og} C F NG (car c’est un sous-espace vectoriel). Soit f € F N G, alors
Ve eR, f(—z)=f(z)(feF)etVxeR, f(-z)=—f(z)(fe€G)doncVxeR, f(-z)=—-f(z)< f(z)=0
donc f = 0z@®r) = Ep, ce qui entraine que F NG C {0} dot FNG = {0g}.

e [/ = F + G : Puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de F/, on a F' + G C E. Pour 'inclusion réciproque,
procédons par analyse-syntheése :

— analyse : Soit f € E, supposns qu'il existe fr € F et fg € G tels que
f=frtfceVzeR, [f(z)=/Ffr(z)+ fc(z)
On en déduit que

Ve € R, f(-z)=fr(-2)+ fo(-2) = fr(z) - fc(-2)

fr(z) = fa(—z) = f(-=) fuolz) = M N
— synthése : Soit f € E, on note fp:z+— M et fa:x— M

Il est immédiat que f = fp + fg. Vérifions que fr € F et fg € G

veeR, fo(-a)= LEDHIO _JOIED _ py gy = - - =)~ fola)

ce qui démontre que f € F+ G donc E C F + G ce qui entraine que £ = F + G.
Par conséquent, F' et GG sont bien en somme directe dans F.

Remarque 10
Si f = exp, il est immédiat que fr = ch et fo = sh donc ch est la partie paire de exp et sh sa partie impaire.

Exemple 9
Soient F = {(z,y) € K* / x+y =0} et G = Vect((1,1)). En admettant que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de
K2, montrer qur K2 = F & G.

Solution 9

F NG ={0g:}. 1l est immédiat que {Ogz} C F NG (car c’est un sous-espace vectoriel de K?).

Soit X € FNG, alors X = (x,y) avecx+y =0 (X € F) et il existe o € K tel que X = a(1,1) = (o, a) (car X € G). On en
déduit que a+a =0 a=0= X = (0,0) = Ogz d’ou FNG C {0kz} et, par double inclusion, on a F NG = {0k=}.

K? = F + G : Puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de K2, on a F + G C K2. Pour l'inclusion réciproque,
procédons par analyse-syntheése :

e analyse : Soit X = (z,y) € K2, supposns qu'il existe Xr € F et Xg € G tels que X = Xr + Xg. On a Xp = (2/,7)

avec ¢’ + 3y =0 et Xg = a(1,1) pour un certain a € K, ce qui nous permet d’écrire

/ _ /o o
X_XF+XG<:>(xay)_($/7y/)+a(171)_(1:/+0é7y/+04)<:>{x—’_a_x {x—m «

Y+a=y V=9 -a

En utilisant 1’égalité 2’ + 3’ = 0, on en déduit que (z —a)+ (y—a) =0 a = # donc

_f(r+y x+y v _(r-y y—=x
Xg—( 5 3 > et Xp=X Xg—( 5 3 )

. synthése: Soith(x,y)GKz, on note Xp = (w;y,y;CU) et Xg = (:p;%x;y)

Par construction de Xz et Xg, on a X = Xp + Xg. Vérifions que Xp € F et Xg € G

ngI;y(l,l)EVect((l,l)):G <x;y>+<x;y> 0= XpeF

ce qui démontre que X € F + G donc K2 C F 4 G ce qui entraine que K> = F + G.
Par conséquent, F' et G sont bien en somme directe dans K2.
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2 Applications linéaires

2.1 L’ensemble Lk (FE, F)

Définition 10 (Applications linéaires)
Soient E et F' des K-espaces vectoriels. On appelle application linéaire de E dans F' toute application f : E — F telle que,
pour u,v € Eeta,f €K :

flarutp-v)=a-flu)+5-f(v)

L’ensemble des application linéaires de E dans F' sera noté Lx(E, F'). On dit qu’une telle application est :
e une forme linéaire si F' = K;
e au isomorphisme si elle est bijective;
e un endomorphisme lorsque E = F et I'ensemble des endomorphismes de E est noté Lx(E);

e un automorphisme si c’est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme et I'ensemble des automorphismes de E est
noté GL(E,K), groupe linéaire de E.

Exemple 10
Montrons que les applications suivantes sont linéaires :

f)ﬁg (K) — K2

K2 — K3
(1) f:{ (x,y) — (x+y,z—y,x+2y) @ g: <Z Z = (2a+d,c—3b)
Kifz] —  Ksfz] [ FR,R) F(R,R)

(3) T P — 1z xP (1) f = oz fe+1) - f(o)
. KN — KN . F(R,R) — RN
(5) . { (Un)nEN = (unJrl)nEN ' { f - (f(n) * nf(2n))n€N

Solution 10
1. Soient X, Y € K? et o, 8 € K, on a X = (z,y), Y = (2/,%') donc

flaX +8Y) = fla(z,y)+B@",y) = f((ax + Bz’ ay + By')

= ((az + Ba’) + (ay + BY') , (ax + ') — (ay + BY') , (az + Bz") + 2 (ay + BY'))
(alx+y)+ B +y), ez —y) + Bz — ), alz +2y) + B2’ +2y"))
= a@t+y,r—yr+2)+8E +y 2" -y, 2" +2¢) = af(X) + BF(Y)

I /
2. Soient M, N € My(K) et a, f € K, on a M = (CCL Z) , N = (Z, Z,) donc

e = o(oft Yol D)2 222)
= (2(aa+Bd’) + (ad+d'B), (ac+ ') — 3 (ab+ V)
(a(2a +d) + B(2a" + d'), a(c — 3b) + B(c' — 3V)

= a2a+d,c—3b)+3(2d +d,c —3)=ag(M)+ Bg(N)

3. Soient P,Q € Kj[z] et o, 8 € K, on a

T(af+Bg) : xa(@P+pQ) (x) = (el (z) + Q' () = axP'(z) + f2Q'(x) = a(T(P))(z) + B(T(Q))()
= (aT(P) + BT(Q))(x) = T(aP + BQ)) = aT(P) + BT(Q)

4. Soient f,g € F(R,R) et o, € R, on a

Ulef +8g) : z—(af+Bg)(x+1)—(af +Bg)(z) = af(z+
a(f(z+1) = f(z)) + Bg(x +1) — g(x)) = a(U(
(aU(f) + BU(9))(x) = Ulef + Bg)) = aU(f) + BU(9)
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5. Soient (un)nen, (Vn)nen € KN et a, 3 € N, on a

V(a(un)nen + B(vn)nen) = V((aun + Bun)nen) = (@unt1 + Bunti)nen = &(Unt1)nen + B(Vnt1)nen
= aV((un)nen) + BV ((vn)nen)

6. Soient f,g € F(R,R) et o, € R, on a

Wiaf +p8g) = ((af +B89)(n) +n(af + B9)(2n))nen = (a(f(n) +1f(2n)) + B(g(n) + ng(2n))nen
a(f(n) +nf(2n))nen + B(g(n) +ng(2n))nen = aW (f) + LW (g).

2.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 11
Soient E et F' deux K-espaces vectoriel et f : E — F une application linéaire. On appelle :

e noyau de f I'ensemble noté ker(f) défini par ker(f) ={z € E, f(z)=0p}.
e image de f l'ensemble noté Im(f) défini par Im(f) = {f(z), =€ E}.

Proposition 15
Si f € Lx(E,F) alors f(0g) = 0p.
En outre, ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve :
f(Og) = 0p : En effet, puisque Og = 0 4+ 0g, on a par linéarité : f(0g) = f(0g +0g) = f(0g) + f(0g). En additionnant par
Popposé de f(0g) dans F, on obtient

f0g) + (=f(0p)) = f(0p) + f(0p) + (- f(0r)) © Or = f(0r) + 0F < f(0F) = Op.
ker(f) :
e ker(f) C E (par définition de ker(f))
o ker(f) # 0 car O € ker(f) puisque f(0g) = Op.

e Soient u,v € E et a, f € K, montrons que a-u+ - v € ker(f) & f(a-u+ B -v) = 0p. Puisque u,v € ker(f), on a
f(u) = f(v) = Op, ce qui nous donne, par linéarité de f

flarut B -v)=a- flu)+B-f(v)=a -0p+5-0p =0p

Par conséquent, ker(f) est bien un sous-espace vectoriel de E.
Im(f) :

e Im(f) C F puisque, Ve € E, f(z) € F.

e Im(f) # 0 car Op € ker(f) puisque O = f(0g) € Im(f).

e Soient u,v € F et a, 8 € K, montrons que - u + - v € Im(f) Puisque u,v € Im(f), il existe u',v" € E tels que
u= f(u') et v= f(v'). Par linéarité¢ de f, on a

arutfrv=a flu)+p f()=fla v +B-v)€Im(f)
Par conséquent, Im(f) est bien un sous-espace vectoriel de E. m

Proposition 16
Soient E et F' sont deux K-espaces vectoriels et f € Lx(E,F). Si E admet une famille génératrice (u1,..,up), ie. E =
Vect(u1, .., up) alors Im(f) admet pour famille génératrice (f(u1),.., f(up)), i.e. Im(f) = Vect(f(u1), .., f(up)).

Preuve :
Soit v € Im(f), il existe u € E tel que v = f(u). Puisque £ = Vect(ui,.,up), il existe aq,..,ap € K tels que u =
a1 - Uy + -+ @p - up. Par linéarité de f, on en déduit que

v=f(u)=flar-ui+-+ap-u)=ar- flur)+--+ap- fluy) € Vect(f(w), ., f(up))

ce qui entraine que Im(f) C Vect(f(u1), .., f(up)). D’autre part, par définition, f(u1),.., f(up) appartiennent a Im(f) qui
est un sous-espace vectoriel de F' et Vect(f(u1),.., f(up)) est le plus petit sous-espace vectoriel de F' les contenant donc
Vect(f(u1), .., f(up)) C Im(f), ce qui démontre 1’égalité attendue. m
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Méthode 5 (Calcul de ker(f) et Im(f))
Soit f : E +— F une application linéaire :

e pour décrire ker(f), on peut résoudre I’équation f(u) = 0 et caractériser les vecteurs obtenus;

o pour décrire Im f, si E = Vect(ug, ..., up) alors Im f = Vect(f(u1), ..., f(up)).

Remarque 11
Un espace vectoriel n’admet pas toujours une famille génératrice finie, ce qui est le cas de K ou de F(R,R), ce qui nous
empéche d’appliquer la méthode précédente. Dans ce cas, il faut caractériser les éléments de F' qui posséde un antécédent

par f.

Exemple 11
Déterminer le noyau et 'image des applications suivantes (on admet qu’il s’agit bien d’applications linéaires
f . &TELQ (]Ii) — K ' K3 — K3 . K2 — K3
| ( d) —~ a+d " T (@y2) o @tyytaete) (2,9) — (z+yz—yz+2y)

_ KN — KN | Kylz] — K3
5 {(un)nEN = (Un+1)nen T'{ p = (P(0), P(1), P(=1))

Solution 11 o b
ker(f) : Soit X € ker(f) < f(X) = Ox. Puisque X = <c d> ,on a

f(X):OK@cH-d:o@a:_d@X:(ch b)

—a

ker(f) = {(Z _ba> | a,meK}:{a(é _01>+b<8 (1))+c<(1) 8) | a,b,ceK}
v (o %) () (0 5)

. 1 0 0 1 0 0 0 0 . . .
Im(f) : Puisque (0 0) , <0 0) , (1 0) , <0 1) est une famille génératrice de My (K), on a

. s (6 8))1 (6 9)4(( 9)-(6 1)

= Vect(1,0,0,1) = Vect(1) =K

donc

Im(f)

Puisque 1 est générateur de K (Vr € K, z =1z x 1)
ker(g) : Soit X € ker(g) < g(X) = Ogz. Puisque X = (z,y,2), on a

z+y=0 T =y y=20
g X)=0ge = (z+y,y+2)=0,00=¢ y+2z=0 & z2=—y &< =0 & X =(0,0,0)
t+z=0 (=y)+(-y) =0 z=0

donc ker(g) = {Ogs }.
Im(g) : Puisque (1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1) est une famille génératrice de K3, on a

Im(g) = Vect (¢(1,0,0), ¢(0,1,0),¢(0,0,1)) = Vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1))

ker(h) : Soit X € ker(h) < h(X) = Ogs. Puisque X = (x,y), on a

z+y=0 z=0 (1)+(2)
hX)=0s & (z+y,z—y,z+2y) =(0,0,0) & r—y=0 << y=0 (1)—(2) & X =(0,0)
z4+2y=0 0=0

donc ker(h) = {Og2}
Im(h) : Puisque (1,0), (0,1) est une famille génératrice de K2, on a

Im(h) = Vect (h(1,0),h(0,1)) = Vect((1,1,1), (1, -1, 3))
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ker(S) : On a

(un)neN S ker(S) = S((un)neN) = O]KN = (un+1)neN = (O)neN = Vn e N, Up1 = 0
o Vp € N*, wu,=0<%¢ (up)nen = (uo,0,...) = up(1,0,...) € Vect((1,0,....))
p=n
donc ker(S) = Vect((1,0,...)).
Im(f) : Puisque KN n’admet pas de famille génératrice finie, on doit déterminer directement Im(f). Soit (vp)nen € KV,
cherchons a quelles conditions cette suite admet un antécédent (u,)nen par S.

(Un)nen = S((Un)nen) € (Un)neN = (Unt1)nen & VR EN, vy = Upyr p:f;l Vp € N, Up = Up—1

& (un)nen = (uo,vo,v1,..)

En choisissant ug = 0, on obtient que la suite (un)nen = (0,v0,v1,..) est bien un antécédent de (vy,)nen par S. Autrement
dit, toute suite de KN (ensemble d’arrivée) admet au moins un antécédent (v,)n,en € KN (ensemble de départ) par S donc
Im(S) = KN

ker(T) : Soit P € ker(T) < T(P) = Ogz. Puisque P : x — az? + bz + ¢, on a

c=0 c=0
T(P) = O0g2< (P(0),P(1),P(-1))=(0,0,0) < (c,a+b+c,a—b+¢)=(0,0,0) &< a+b=0 << a=0 (2)+(3)
a—b=0 a=0 (2)—(3)

~ P:CE'—>0<:>P=0K2[£]

donc ker(T') = {Opy[q) }-
Im(T) : Puisque x + 1,2 + x,2 — 22 est une famille génératrice de Ry[x], on a

Im(T) = Vect(T(z +— 1), T(x — z),T(x — 2?)) = Vect((1,1,1), (0,1, —1),(0,1,1))
Rappel : Soient X et Y deux ensembles et f : E — F. On dit que
e [ est injective si et seulement Vz,z’ € E, f(z) = f(a') <z =2’

e f est surjective si et seulement si pour tout y € F, il existe x € E (non nécessairement unique) tel que y = f(z).
Autrement dit, tout élément de ’ensemble d’arrivée F' admet au moins un antécédent par f dans E.

e f est bijective si et seulement f est injective et surjective. Autrement dit, tout élément de 1”ensemble d’arrivée F'
admet un antécédent (dans E) et un seul par f.
Lorsque f est bijective, f~! désigne son application réciproque définie par Vy € F, f~!(y) = 'unique antécédent de
y par f appartenant & F.

Théoréme 2
Soient E et F' deux K-espaces vectoriel et f € Lx(E, F). Alors

1. f est injective si et seulement si ker(f) = {0p}.
2. f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Preuve

1. Implication directe : Supposons que f injective. Soit u € ker(f) < f(u) = Op et puisque f(0g) = O, on en déduit
que f(u) = f(Op). L’injectivité de f entraine que u = Og donc ker(f) C {Og} et, puisque ker(f) est un sous-espace
vectoriel de E, on a {0g} C ker(f) d’ou I'égalité ker(f) = {Og}.

Implication réciproque : Supposons que ker(f) = {Og}. Soient u,v € E tels que

flwy=fv)e flu)—flv)=0r < flu—v)=0pcsu—veker(f)={0pteu—v=0Esu="0

linéarité
donc f est bien injective.
2. Cette équivalence est évidente par définition de Im(f).
]

Meéthode 6
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
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1. Pour montrer que f est injective, on justifie que son noyau ker(f) est égal a {Og}.
2. Pour montrer que f est surjective,

e si E = Vect(ui,..,up) et si F' = Vect(vy, .., vq), on calcule Im(f) par la formule Im(f) = Vect(f(u1), .., f(up)). Il est
immeédiat que Im(f) C F. Pour I'inclusion réciproque, il suffit de montrer queVk € [1,q], v4 € Vect(f(u1), .., f(up)).
Dans ce cas, on obtient Vect(v1, ..,v4) C Vect(f(u1),.., f(up)) donc F' C Im(f).

e si 'un des deux espaces E ou F' n’admet pas de famille génératrice finie, on montre que tout vecteur v de F' admet
au moins un antécédent u par f, i.e. que I’équation v = f(u) (en u) admet au moins une solution dans E.

3. Pour montrer que f est bijective, on montre qu’elle est a la fois injective et surjective.

4. Lorsque f est bijective, pour calculer sa réciproque, on fixe v € F et on résout I'équation v = f(u). La solution u
obtenue est par définition f~1(v).

Exemple 12
En reprenant les applications linéaires f, g, S et T de ’exemple précédent, déterminer celles qui sont injectives, celles qui
sont surjectives, celles qui sont bijectives. Lorsqu’une telle application est bijective, calculer sa réciproque.

Solution 12
e Puisque ker(f) # {Om, ()}, f n’est pas injective (donc non bijective) et puisque Im(f) =K, f est surjective

e Puisque ker(g) = {Ogs}, g est injective et Im(g) = Vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)). Pour étudier la surjectivité de g,
regardons si Im(g) = K3. Il est immédiat que Im(g) C K?* (par définition de Im(g)). Pour linclusion réciproque,
remarquons que K* = Vect((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) et 'on a

1 1 1
(17071)+(17170)_(07171) = 2(13070) <:>(1507O) = 5(17()’ 1)+§(17170)_§(07171) 6Vect((l,O,1),(1,1,0),(0,1,1))
1 1 1
7(1,07 1) + (17 170) + (Ov 1, 1) = 2(Oa 1,0) g (Oa 170) = 75(13 0, 1) + 5(17 1, 0) + 5(07 1, 1) € VeCt((lv 0, 1)7 (17 1, O)’ (Ov 1, 1))
1 1

1
(170, 1) - (1’ 170) + (07 1, 1) - 2(0a 0, 1) < (Oa 0, 1) = 5(17 0, 1) - 5(17 1, 0) + 5(07 1, 1) € Vect((l,(), 1)3 (1’ 170)a (07 1, 1))
donc K* C Vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) = Im(g), ce qui démontre que Im(g) = K*® donc g est surjective. Par
conséquent, g est bijective. Explicitons sa réciproque. Soit Y = (x,9,2) € K? (ensemble d’arrivée), déterminons

X = (a,b,c) € K? (ensemble de départ) tel que

T+Y+=2
atbte=2TYTZ2 (1) + (2) + (3)
at+b==zx a:y—(b+c):_m+y_z
Y = gX)e (z,y,2)=(a+bb+ca+c)e btec=y & R
ato=z b=z—(ato)= —FT2
c:x—(a—l—b):#
—x+y—z —r—y+z r—y—=z 1 —r+yYy—z —r—y+z r—y—=z
& X = = =
(TR TR ) o e = (TS TR T

e Puisque ker(h) = {Ok=2}, h est injective et Im(h) = Vect((1,1,1), (1,—1,2)). L’application h n’est pas surjective car
(1,0,0) ¢ Vect((1,1,1),(1,—1,2)). Justifions cela par 'absude. Supposons qu’il existe a,b € K tels que

1
“=3 (1) +(2)
a+b=1 1
(1,0,0) = a(1,1,1) + b(1,~1,2) = (1,0,0) = (a + ba—ba+2b) & { a—b=0 < b= 1) - (2)
a+2b=0 1 1
S i9x I —
2+ X3 0
ce qui est absurde donc Im(h) # K3.
e ker(h) : Soit X € ker(h) < h(X) = Ogs. Puisque X = (z,y), on a
r+y=0 z=0 (1)+(2)
MX)=0s < (z+y,z—y,2+2y)=(0,0,0) ¢ z—y=0 <¢ y=0 (1)—(2) X =(0,0)
z+2y=0 0=0
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donc ker(h) = {Ok=}
Im(h) : Puisque (1,0),(0,1) est une famille génératrice de K2, on a

Im(h) = Vect (h(1,0), 7(0,1)) = Vect((1,1,1), (1, 1, 2))

e Puisque ker(S) # {0k}, on en déduit que S n’est pas injective (donc non bijective) et Im(S) = KN donc S est surjective.

e Puisque ker(T") = {Op, [y}, on en déduit que T est injective et Im(7") = Vect((1,1,1),(0,1,—-1),(0,1,1)). Pour étudier
la surjectivité de g, regardons si Im(f) = K3. Il est immédiat que Im(f) C K3 (par définition de Im(f)). Pour I'inclusion
réciproque, remarquons que K* = Vect((1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)) et I'on a

(1,0,0) = (1,1,1) —(0,1,1) € Vect((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1))
(0,1,-1)+(0,1,1) = 2(0,1,0) < (0,1,0) = %(0,1,*1)4‘%(0,1,1) € Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
0.1 -1+ (0,11 = 20,0,1) & (0,0,1) = ~5(0,1,~1) + 3 (0,1,1) € Veet((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)

donc K3 C Vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) = Im(T), ce qui démontre que Im(f) = K*® donc f est surjective. Par
conséquent, g est bijective. Explicitons sa réciproque. Soit Y = (x,y,2) € K* (ensemble d’arrivée), déterminons
Pt at® + bt + ¢ € Ka[z] tel que

c=zx
C=X Y
Y = T(P)e (@y.2)=(catbtca—bt+c)e{ atbte=y o =5~ % 2+
_ — T
< Plt'—>$t2+y;Zt—i-%—x:f_l(m,y,z):t»—>xt2+%t+%—x

Exemple 13
Montrer que T : {

! s JI”REl —a) est un automorphisme de F (R, R) et expliciter 72

Solution 13
Commengons par montrer que T est linéaire. Soient f,g € F(R,R) et o, 8 € R, on a

T(af +8g) : w—(af+Pg)(1—2) = af(l—x)+fg(l —z) = (T(f))(z) + B(T(9))(x)
= (oT(f) +PT(9))(x) = T(af + Bg) = oT'(f) + BT (9)
Montrons l'injectivité de T’
f S ker(T) = T(f) = Of(R,R) & Ve e R, f(l — ZC) =0 t:<1:>—z Vt e R, f(t) =0« f = Of(R,R)

donc ker(T') = {0x®,r)} ce qui montre I'injectivité de 7.
Montrons la surjectivité de T. Soit g € F(R,R), cherchons f € F(R,R) tel que g = T'(f)

g=T(f) &V eR, gl)=f(1-2) & VIR g(l-1)=f()

Par conséquent, la fonction f : ¢ — g(1—1¢) est un antécédent de g par T' (et c’est méme le seul) donc tout élément g € F(R, R)
(ensemble d’arrivée) admet au moins un antécédent par T' donc Im(T) = F(R,R).

Puisque pour tout g € F(R,R), la fonction f : ¢ +— g(1 —t) est Pantécédent de g par T, on a T~1(g) : t — g(1 —t) = T(g)
donc T71 =T.

2.3 Structure de L(FE, F)

Proposition 17
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, alors Lx(E, F) est un K-espace vectoriel.

Preuve

o Lx(E,F)C F(E,F) qui est un K-espace vectoriel (puisque F est un K-espace vectoriel)
o Lx(E,F)#0car Oppr):x+— 0p € Lx(E, F)
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e Soient f,g € Lx(E,F) et o, 8 € K, montrons que a X f+ 8 x g € Lx(E, F). Soient u,v € F et A\, € K, on a

(axf+Bxg)Autp-v)=a fAutp-v)+B-gA-utp-v)=a-(A-flu)+p-fv)+6-(A-g(u)+p-g9(v))
=a-(A-fw)+a-(p-f0)+5-(A-g(w) +5- (- g(v))
= (axA)- f(u) + (axp)- f(v) +(BxA)-g(u) + (8 x p)-g(v)
=A-(a-flw)+6-gw)+p-(a- flv)+5-9(v))
=A-((ax f+pxg)(w)+p-((axf+8xg)(v)

Par conséquent o x f 4+ 8 x g € Lx(F, F) donc Lx(E, F') est un sous-espace vectoriel de F(E, F'), ce qui entraine que
c’est un K-espace vectoriel.

Proposition 18
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f € Lx(E, F) et g € Lx(F,G). Alors go f € Lx(FE,G).

Preuve
Soient u,v € F et o, € K, on a
(gof)la-u+pB-v) = g(flarut+p-v) = gla- flw+B-f(v) = ag(f(u)+B 9(f(v))

linéarité de f linéarité de g

= a-(gof)(u)+B- (g0 f)v)
ce qui montre que go f € Lx(F,G). =

Notation 2

Lorsque f € Lg(E), on note fO =1Idg (ot Idg : @ — x) et Vn € N, f"= fo--.0 f..
————
n fois

Il est alors immédiat que Vn,m € N,  fo f™m = fMo fr = frm et (f7)" = (f™)" = fm

Proposition 19 (Groupe linéaire)
Soit E un K-espace vectoriel.
Si f et g appartiennent a GLg(FE) alors f o g et f~! appartiennent également a G Lx(FE).

Remarque 12
On constate que

e la loi o est une loi de composition interne sur GLg(F) (si f,g € GLg(E) alors f og € GLx(FE)),
e GLk(E) est non vide car il contient Idg,

e Idg est Iélément de GLg(FE) pour la loi o. En effet, Vf € GLg(F), on a

Vue E, (foldg)(u)= f(Idg(u)) = f(u) =Idp(f(v)) = (dgof)(u) = foldg =Idgof
e tout élément f de GLg(E) admet un inverse dans G Lg(E) pour cette loi o (en 'occurence f~1).

On résume ceci en disant que GLk(FE) est un groupe pour la loi o, qui n’est pas commutative en général.

Preuve
Soient f,g € GLk(E). Puisque f et g sont des bijections de FE sur F, on en déduit que f o g est également une bijection de
E sur E. En outre, comme f et g appartiennent a Lg(FE), la proposition précédente montre que f o g appartient a Lx(E),
ce qui montre que fog € GLg(E).
L’application f étant bijection, elle admet une réciproque f~! qui est également une bijection de E sur E. Il suffit maintenant
de montrer que f~! est linéaire. Soient u,v € F et o, 8 € K. Puisque f est bijective de E sur E, il existe u’, v’ € E tels que
u=f(u') e u = f"1u) et v=f(v) & v = f~}(v), ce qui nous donne

SN autBv) = o f@)+B8-f(0) = T (flau'+B0) = (fT e fllau'+ B0

linéarité de f

= Mdgla-v+8-v)=a v +8-vV=a-f 1 u)+8-f )
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Proposition 20
Soit E un K-espace vectoriel, alors Vf,g,h € Lx(FE) et Vo, 8 € K, on a

(axf+pBxgloh=ax(feh)+Bx(goh)  folaxg+pfxh)=ax(fog)+fx(foh)

Preuve

La premiére propriété n’est pas spécifique aux endomorphismes puisqu’elle résulte de la définition de la composition des
applications (et du fait que ’ensemble d’arrivée est tout de méme muni d’une addition !) tandis que la seconde est spécifique
aux endomorphismes

Vu € E, [(axf+pBxg)oh](u)=(axf+pBxg)(h(u)=a-f(h(u))+B g(hw)=a-(foh)(u)+p (g0h)(u)
= (axf+pBxg)oh=ax(foh)+Bx(goh)

Vu € B, [folaxg+fxh)(u)=/f(axg+Bxh)(w)=Fflagu)+b-hw) = = o Flg)+s-f(hu)
= a (fog)u)+B - (foh)(u)= fo(axg+pBxh)=ax(fog)+pBx(foh)

|

Remarque 13
Par conséquent, Lx(F) muni des lois d’addition des endomorphismes, de la composition o des endomorphismes et de la
multiplication x des endomorphismes par un scalaire est une K-algébre, i.e. que
o (E,+, x) est un K-espace vectoriel,
e o est une loi de composition interne associative possédant un élément neutre (si f,g,h € Lx(E), fog € Lx(E) et
fo(goh)=(fog)oh)et foldg =Idgof)
e ces différentes lois vérifiant les égalités de la proposition précédente.

Ainsi, les calculs dans Lk (FE) sont en tout point semblable aux calculs sur les réels ou sur les complexes a la différence
fondamentale suivante :

e la loi o n’est pas commutative, i.e. fog # go f en général, ce qui entrainera une attention particuliére a I'ordre des
multiplications

e tout élément de Lk (£) non nul (i.e. différent de Oz, (gy) n’admet pas nécessairement un inverse pour la composition o
(analogue du produit usuel).
En effet, un endomorphisme f est inversible dans Lx(F) si et seulement il est bijectif | Par conséquent, on évitera
1
d”écrire — a tout bout de champ, méme lorsque f est inversible, i.e. bijectif. car la notation S est problématique dans
une K-algebre non commutative (i.e. lorsque o n’est pas commutative) . Dans les nombres réels ou complexes, on a
1 1

a 1
par définition FTexy =g xa g désignant l'inverse de b. Si 'on adopte cette notation, on a fog= # g~ o f en

général donc on ne posséde pas de bonne définition de i
g

Exemple 14
1. Développer (f + g)2. Trouver alors les conditions sur f et g pour que l'on ait (f +¢)? = f2+2fog+¢°

2. Soient f,g,h € Lx(F). Lorsque f est bijective, résoudre les deux équations suivantes en g.
fog=h gof=h fogoft=h
Solution 14
1. On utilise la définition du carré d’un endomorphisme
(f+9?® = (f+go(f+g)=fof+fogtgoftgog=[f'+fog+gof+yg’
(f+9? = FP+2fog+g e fP+fogtgof+g®=f"+2fog+g’ e fog=gof

2. Dans le premier cas, on utilise la composition & gauche par f, dans le second la composition & droite par f et dans le
troisieme ... les deux :-)

fog = heflo(fog)=f" Oh@(f_lof)og—f_lOh@IdEOQZf_loh@W:f_loh
gof = he(gof)of'=hoftego(fof)=hof'egoldg=hof & g=hof!
fogof™ = heflo(fogof of=flohofs (flof)ogo(ftof)=f"ohof
& Idpogoldp=flohofeg=ftohof
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3 Projecteurs et symétries

3.1 Projecteurs

Définition 12
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces supplémentaires de F, i.e. E = F @ G. Pour tout u € E, il existe
un unique couple (up,ug) € F x G tel que u = up + ug.

E —

W= uptug — s’appelle le projecteur de E sur F parallélement a G.

L’application pr;/q :

Proposition 21
Soient E¥ un K-espace vectoriel et I, G deux sous-espaces supplémentaires de E.
L’application pr,,¢ est un endomorphisme de E qui vérifie en outre

(pr/c)? =pryc, F=Imprc)={ueE, | pryclu)=u}, ker(pr c)=_G.

Preuve
Soient u,v € F et o, f € K. Par définition, il existe up,vp € F et ug,va € G tels que

U=upr+ug UV=0UfF+vVg
avec, par définition de pr, /g, ur = pp//g(u) et vp = pr//g(v). On en déduit que

a-ut+Bv=a (uptug)+ B -(vr+vg)=(a-up+ 8- -vr)+(a-ug+p- vg)

cF eG

La décomposition de a- u + 8 - v en somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de GG étant unique, on obtient

pr/ala-u+p-v)=a-up+p-vr=a-ppau) +B8-pr/av)

ce qui prouve la linéarité de pr,,q-
Pour tout élément u de E, il existe un unique couple (up,ug) € F x G tel que u = up + ug. Par conséquent, on a

Vu € E, (pryc)’ (W) =pr/c(prc) =prclur) =up (car up = up + 0p ) =pr/c(u) = (0r/c)° =pr)/c

er eG
pr/ja(u) = weSup=urtugSug=08u=urcF=>F={uck, /| ppglu)=u}
pr/jg(u) = wup € F=Im(ppq) CFetVueF, u= _u_+ O0p = pp/ja(u) =u=F €Im(pp//q) = F =Im(pr//q)
V- ~~ ———
er €G €lm(pr//a)
pF//G(U) = Opecupr=0g&su=ugeG= ker(pF//G) =G
[
Exemple 15

Montrer que les ensembles F = {(z,y,2) € K> / x+y+2z=0} et G = Vect((1,1,1)) sont supplémentaires dans K* puis
déterminer les projecteurs pr,,q et pa/,/r-

Solution 15

Il est immédiat que G est un sous-espace vectoriel de K? et je laisse le soin au lecteur de vérifier que F est bien un sous-espace
vectoriel de K3.

Montrons que F' et G sont bien supplémentaires. Soit X = (z,y,2) € FNG. Onaxz+y+ 2z =0 car X € F et il existe un
certain o € K tel que X = «(1,1,1) = (o, 0, ) car X € G donc

ata+a=083a=0a=0< X =(0,0,0) = Ogs
Montrons que K® = F + G. On procéde classiquement par analyse-synthése

Analyse : Soit X € K?, Xr € F et Xg tels que X = Xp + Xg. Ona X = (2,9,2), Xr = (a,b,¢) avec a +b+c = 0 et
Xe = (o, a, @) done

at+a=zx
X=Xr+Xge (2,9,2) = (a,b,¢) + (a,a, ) & (2,y,2) = (a+a,b+a,c+a)=( bra=y
cta=z
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Puisque a + b+ ¢ = 0, en addition les trois égalités précédentes, on obtient

~—— 3 3 3 3
=0
Xr = X—Xg= <2z—3y—z’—z+§y—z7—$—g+22>

Synthése : Soit X = (x,y,2) € K3, on pose

o 20 —y—z —rz+2y—z —r—y+2z ot X — r+y+z x4+y+z z+y+z
- 3 3 3 ¢ 3 ' 3 ' 3

Il est immédiat que X = Xr + X (par construction de X et X¢) et que X¢ € G. Quant & Xp, on a

20 —y — 2 —r+2y—=z —r—y+2z
= J T )9
() () ()

donc Xg € F, ce qui démontre que = F + G.
Par conséquent, on a pour tout (z,y,2) € R?

20 —y—z —x+2y—z —r—y+2z r+y+z x4+y+z z+y+z
pF//G(xawa): 3 ) 3 ’ 3 pG//F(xay7z): 3 ) 3 ) 3

Exemple 16
Déterminer le projecteur p de F(R,R) sur F' = {f € F(R,R) / f(0) =0} parallelement a Vect(z — 1).

Solution 16

Je laisse le soin au lecteur de vérifier que F' est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel F (R, R).

Montrons que F' et Vect(x +— 1) sont supplémentaires dans F(R, R).

Soit f € FNVect(x+ 1),ona f(0) =0car f € Fetilexiste v € Rtel que f: 2z — a.1 =a donc f(0) = «. Ainsi, « =0 et
fix—0=0ggrRr) donc FNVect(x — 1) C {0xrr)}. En outre, puisque F' N Vect(z +— 1) est un sous-espace vectoriel de
F(R,R), on a {0xr®r)} C F N Vect(x — 1) donc F' N Vect(x — 1) = {0zrr)}-

Justifions que F(R,R) = F'N Vect(x — 1) en procédant par analyse-synthése. On pose G = Vect(z — 1).

Analyse : Soient f € F(R,R), fr € F et fg € Vect(z — 1) tels que f = fr + fg. On a fr(0) = 0 (puisque fr € F) et
fe : ® — a pour un certain @ € R. Par conséquent, on a f(0) = fr(0)+ fc(0) & f(0) = a, ce qui entraine que fg : © — f(0)
et fr=f—fc:z— f(x)— f(0).

Synthése : Soit f € F(R,R), on pose fr : x — f(z) — f(0) et fo : = — f(0). Il est immédiat que f = fr + fq,
fa = f(0)(x— 1) et fr(0) = f(0) — f(0) =0 donc fr € F donc F(R,R) = F + G.

On en déduit que Vf € F(R,R), pp//a(f) = fr:z— f(x)— f(0).

Proposition 22 (Caractérisation des projecteurs)

Soient E un K-espace vectoriel et f € Lx(E).

f est un projecteur de F si et seulement si f> = f. Dans ce cas, on a f est le projecteur Pim(f)// ker(f) de E sur Im(f)
parallelement a ker(f).

Preuve

L’implication directe a déja été montrée dans la proposition précédente.

Montrons I'implication réciproque. Soit f € Lk (E) telle que f2 = f.

Commengons par montrer que F = Im(f) @ ker(f). Soit v € Im(f) Nker(f). Il existe v’ € F tel que u = f(u') (puisque
u € Im(f)) et f(u) =0g (puisque u € ker(f)). On en déduit que

F(f(W) =0p & f*(u') = 0p & f(u') = 0p < u=0p

Vérifions que E = Im(f) + ker(f).
Analyse : Soient u € E, ur € Im(f) et ug € ker(f) tels que u = up + ug. Puisque up € Im(f), il existe v’ € F tel que
up = f(u') et f(ug) = 0 car ug € ker(f). En composant par f I'égalité u = up + ug, on en déduit, en utilisant I’égalité
f?=1f, que
f(u) = flur) + f(ug) & f(u) = f2(u') + 0p & f(u) = f2(u) = f(u') = up

Par conséquent, up = f(u) et ug =u —up = u— f(u).
Syntheése : Soit u € F, on pose up = f(u) et ug = v — f(u). Il est immédiat que u = up + ug et que up = f(u) € Im(f).
En outre, on a

flue) = Fu = J@) | = J) — J(() = f(@) ~ () = J@) — () = 0 = ug € ker()).
Il est alors immédiat que Vu € E, on a pry(f)// ker()(¥) = up = f(u) donc pim(s)//xer(f) = f ce qui démontre la proposition.
|
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Méthode 7
e Si E = F'&G, pour calculer le projecteur pr; q de E sur F' parallélement a G, on cherche, pour chaque u € E, I'unqiue
couple (ur,ug) € F' x G tel que u = ur +ug. Dans ce cas, on a pp/;g : u = ur +ug — ur.

e Pour vérifier que f : E — E est un projecteur, on montre que f € Lx(E) puis on justifie que f?> = f. Dans ce cas, f
est le projecteur de E sur Im(f) parallelement a ker(f).

Exemple 17 FR,R) — F(R,R)
Montrer que T : I f(z)+ f(—=x) est un projecteur puis le caractériser.
s JA) T I
2

Solution 17
Montrons que T € Lg(F(R,R)). Soient f,g € F(R,R) et a, 3 € R, on a

T(af +Bg) : x— (af + Bg)(x) +2(af+ﬁg)(—$) _ af(@) + By(@) +;Jéf(—:v) + Bg(—z)
- af(x) +2f(—x) +ﬁf(—x) ;rg(—x) — o(T(F)@) + BT (@) (@) = (aT(f) + BT(0))(x)

= T(af+Bg) =aT(f)+ BT(g)

Vérifions que T2 = T.

X —X X —X +
Vf € FRR), Tz(f):T(T(f)):T(xHiﬂ)+2f( >);xH9()+29( )_ 2 M—
—_—

=g(z)

W =T(f)(x) = Vf € FR,R), TXf)=T(f)=T>=T

Par conséquent T' est un projecteur.

f e Im(T)eT(f)=feVreR, Wzﬂx}@h’xél& f(=z) = f(x)

f(z) + (=)

f S ker(T) = T(f) = 0]:(]]@1@) & Ve e R, 5

=0eVzeR, f(-z)=—f(2)

Ainsi, T est le projecteur de F(R,R) sur le sous-espace vectoriel des fonctions paires parallélement au sous-espace des
fonctions impaires.

Exemple 18
Montrer que ’application suivante est un projecteur puis le caractériser :
I { K3 — K3
' (.’E,y,Z) = ($7y7 —Z _y)

Solution 18
Montrons que f est linéaire. Soient X = (x,y,2), X’ = (z/,9,2') € K3 et a, 3 € K, on a

flaX +pX") = fla(z,y,2) + Ba"y,2") = flox + Ba’ oy + By, oz + B2)
= (az+pa' a0y + By, —(ax + B2') — (ay + BY')) = alz,y, —z —y) + By, -2’ =¥/
= of(X)+B8f(X")

Calculons f?
VX = (LE,y,Z) €K37 fZ(X) :f(f(X)) :f(mayvf'r*y) = (:vaa*xfy) :f(X) :>f2 :f

donc f est bien un projecteur

X = (z,y,2) €ker(f) & f(X)=0gs & (z,y,—z—y) =(0,0,0) ez =y=0< X = (0,0,2) = 2(0,0,1)
< X € Vect(0,0,1) = ker(f) = Vect(0, 0, 1)

X = (xvyv )GIm( )<:> (.’E,y7 )=(x,y,z)@(x,y,—x—y):(Ly,z)@z:—m—y@X:(x,y,—x—y)
= IL‘(I,O77 ) (0717 ) GveCt((laO;fl)v(Oalyfl)) :>Im(f) :VeCt((lvovil%(Oala*l))

Par conséquent, f est le projecteur de K3 sur Vect(0,0, 1) parallélement a Vect((1,0,—1), (0,1, —1)).
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My(K) — Mo (K)
Exemple 19 a+d
Montrer que f : (a b) . 0 est un projecteur et le caractériser
c d a+d
2

Solution 19 a b J b
Montrons que f est linéaire. Soient M = (c ) , N = (c’ ) € Me(K) et o, 8 € K, on a

d d
_ b a v\\ _ aa+ aa’  ab+ pb
f(aM—i—ﬁN) - f d)+ﬁ<cl d/>>_f(<ac+6cl ad+ﬁd/>>
(a + aa’) (ad + Bd’) 0
(aa + aa’) + (ad + Bd')
2
a+d CLI—I-dI 0
-l a+d S R Rt e
2 2
Calculons f?
at+d a+d
b atd 0 g 0
a
VM= (c d)E%(K), FA(M) = f(f(M) = f (2) wrall= 2 vid aid
2 0 2 2
2
a+d 0
- 3 ard|=fM)=f=f
2
donc f est bien un projecteur
a+d 0
a b —_— 00 0 b
_ _ 2 B o -
M = (C d)eker(f)ﬁf(M)—Osmz(K)ﬁ o atd _(0 0><:>d_ a@M_<C _a)
2
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
= a(o _1>+b<0 0>—|—c<1 O)@MGVect(<0 _1>,<0 0>7<1 O))
1 0 0 1 0 0
(s %))
a+d b—0
- (¢! = 2 O ) _ (a0 _ ~f(a 0\ _ (10
M= (C d>61m(f)©f(M)_M® 0 a+d _<c d>© Z;(c)l (:)M_<0 a) a(O 1)

2

o MeVect((é 2)):&Im(f):VeCt<((1) (1))>

Par conséquent, f est le projecteur de My (K) sur Vect ((é 2)) parallelement & Vect ((é _01> , (8 é) , <(1) 8)) .

3.2 Symétries

Définition 13
Soient E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces supplémentaires de F, i.e. E = F @ G. Pour tout u € F, il existe
un unique couple (up,ug) € F x G tel que u = up + ug.

) —

) Z . N N N
b= uptug — up — ug s’appelle la symétrie E par rapport a F' parallélement a G.

L’application s/ ;g :

Lemme 1
Soient E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces supplémentaires de E, i.e. E=F ®G.
Si pry/q désigne la projection de E sur F' parallélement a G et sp;)g la symétrie de E par rapport a F' parallélement a G
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alors

1
sr/ja = 2pr/)c —ldE & ppyja = i(IdE +58//F)

Preuve
Pour tout u € E, il existe un unique couple (up,ug) € F x G tel que u = ur + ug. On a

pF//G(U) =Ur SF//G(U) =Up —Uug = 2uF — (ILF + UG) = QPF//G(U) —Uu
1
donc sp//g = 2pr/jq — ldg & pr/ja = i(IdE +sg//p)- W

Proposition 23
L’application s, ;g est un endomorphisme de E qui vérifie en outre

(sF//G)2 =Idg, F =ker(sp/jc—1dg)={ueckE, / SF//G(U) =u}, G=ker(sp/gt+ldp)={uveckE, / sF//G(u) = —u}.

Preuve
Puisque Lx (F) est un K-espace vectoriel et que sp//q = 2pp; ¢ —Idg est une combinaison linéaire de deux endomorphismes
de E, on peut affirmer que sp,,q est également un endomorphisme de E. En utilisant les propriétés de pr,/q, on obtient

(sry/c)® = (2prye—1dE)* = 2pr/ ¢ —1dE) o (2pr)/¢ — IdE) = 4(pr)/c)* — 2pF) /G 0 ldg —21dg opr) /¢ + (Idg)?
= Apr/ic —2pr//c — 2pF/)c + 1dg = 1dE

u € F&ppalu)=us2ppc(u)=2us2pp/,6(u) —u=us spgu) =usucker(sp/q—1dg)
= F=ker(sp/)qg—Ildg)={uc E, | sp/alu)=u}

u € G&pryelu) =08 < 2pp/qu) =08 < 2pp//a(u) —u=—u sp/,g(u) = —u s u € ker(sp//q + 1dg)
= G=ker(spyig+1dg)={uecE, | spjau)=—u}

Proposition 24 (Caractérisation des symétries)

Soient E un K-espace vectoriel et f € Lx(F).

f est une symétrie si et seulement f? = Idy. Dans ce cas, on a f est la symétrie Sker(f—Idg)// ker(f+1dp) de E par rapport a
ker(f — Idg) parallélement a ker(f + Idg).

Preuve
L’implication directe a été traitée dans la proposition précédente.

1
Pour I'implication réciproque, soit f € L(E) tel que f2 = Idg. Montrons que p = §(IdE +f) est un projecteur

[(Idg)®> +1dgof + foldg +f?] :i[IdE+f+f+IdE] = %(IdE‘i‘f) =p

B~ =

P = {(dp +f)? = (g +f) o (Idp +f) =

1
D’aprés la caractérisation des projecteurs, p = §(IdE +f) est le projecteur prm(p)//ker(p) de E sur Im(p) parallelement a

ker(p) donc

1

SUde+F) = Prne)//xerr) © f = 201m(p)// er(p) — 1B = Stm(p) 1/ kex(n)
ce qui montre que f est une symétrie. En outre, on a

u € Im(p)eplu)=ue2pu)—u=ue flu)=usucker(f—Idg) = Im(p) = ker(f — Idg)
u € ker(p) ©pu)=0g<2p(u)—u=—-us f(u) =—u<sucker(f+Idg) = ker(p) = ker(f + Idg)

ce qui entraine que [ = Sier(f—1dy)// ker(f+1dp) €St 1a symétrie de E par rapport a ker(f —Idg) parallelement a ker(f +Idg).

[
Méthode 8
e Si E = F®G, pour calculer la symétrie sp; /g de E par rapport a F' parallélement a G, on cherche, pour chaque u € E,
I'ungiue couple (up,uc) € F x G tel que u = up + ug. Dans ce cas, on a SF//G U = UF +Ug — UF — Ug-
e Pour vérifier que f : E — FE est un projecteur, on montre que f € Lx(E) puis on justifie que f? = Idg . Dans ce cas,
f est la symétrie de E par rapport a ker(f — Idg) parallélement a ker(f + Idg).
Exemple 20

Déterminer la symétrie de K? par rapport a F = {(z,y,2) € K3 / 2z + 2z = 0} parallelement & G = Vect((1,1,0)) (on
admettra que F est un sous-espace vectoriel de K3)
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Solution 20

Montrons que F' et G sont bien supplémentaires. Soit X = (z,y,2) € FNG. Onaxz+2z =0 car X € F et il existe un certain

a € K tel que X = «a(1,1,0) = (a, o, 0) car X € G donc
a+0=0a=0& X =(0,0,0) = Os

Montrons que K? = F + G. On procéde classiquement par analyse-synthése

Analyse : Soit X € K3, Xr € F et Xg tels que X = Xp + Xg. On a X = (2,y,2), Xr = (a,b,¢) avec a +c = 0 et

X¢ = (o, ,0) donc

at+a=cx
X=Xr+Xge (2,9,2) = (a,b,¢c) + (a,,0) & (z,9,2) = (a+a, b+ a,c) & b+a=y

cC=2z

Puisque a 4 ¢ = 0, en addition la premiére et la troisiéme égalités précédentes, on obtient

at+c+a = z+zeoa=z+z2=>Xeg=(r+z22+20)
~—~—
=0

Xr = X—Xg=(—z,—2+y—22)

Synthése : Soit X = (x,y,2) € K3, on pose

Xp=(-2,—24+y—22) et Xg=(xr+2z2+20)

Il est immeédiat que X = Xr + X¢ (par construction de Xr et X¢) et que X¢g € G. Quant & Xp, on a (—z) + (2) = 0 donc

Xp € F, ce qui démontre que F = F 4+ G.
Par conséquent, on a pour tout (z,y,2) € R?

SF//G(xay,Z) = (fz,f:r+y—z,z)f(x+z,m+z,0) = (fx—Qz;—Qernyz,z)

Exemple 21
Vérifier que f : {

SN

C . . . .
: z est une symétrie du R-espace vectoriel C puis la caractériser.
Solution 21
Montrons que f € Lg(C). Soient z,2' € Cet o, 5 € R, on a

flaz + B2") :ozz—&—ﬁz’:W—i—Waﬁ:eR aZ 4 B2 = af(z) + Bf(2)

)

Calculons f2.

V2eC, f(2)=f(f(2)=fZ) =F=2= f* =1

ce qui montre que f est bien une symétrie.

z € ker(f-Ide) e f(z)=zz=22€R
z € ker(f+lde) e f(z)=—2&Z=-z2&2z€iR

donc f est la symétrie de C par rapport a R et parallelement a iR.

Rofz] — Rolx]
P — z—P(l-2x)

est une symeétrie puis la caractériser.

Exemple 22
Montrer que T : {

Solution 22
Montrons que T' € Lg(Rz[z]). Soient P, Q € Ry[z] et o, f € R, on a

T(aP+p4Q) : zw—(aP+pQ)(1—=z)=aP(l-=z)+pQ(1—-1)=a(T(P))(z)+A(T(Q))(x) = (T (P)+ BT(Q))(x)

= T(aP+ Q) =aT(P)+ BT(Q)

Vérifions que T2 = Idg, (2] -

VP € Ryz], T*P)=T(T(P)=T(x— P(1-2)):2+—Q(1—2)=Pl—-(1-2))=P(x)

——
=Q(x)

= VPeRyz], T*(P)=P=T?=Idg,y
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Par conséquent 7' est une symétrie.

P zear’+br+ceker(T —Idg,y)) © T(P)=P& Vo eR, P(l-2z)=P)
& VzeR, a(l—2)*+b(l—2)+c=ar’ +br+ceaVeeR, ar’—x(2a+b)+a+b+c=ar?+br+c
a=a
& ~2a-b=b ©b=-a&P:z—ar’®—ar+c=a(x’—2z)+ce Vect(z— 2? —z,2 1)
a+b+c=c
= ker(T — Idg,[y)) = Vect(z — 2° — 2,2+ 1)
P i z—ar’+br+ceker(T +1dg,y)) © T(P)=-P &V eR, P(l-z)=—P(z)

& VreR, a(l—z)*+b(l—2)+c=—-ar’—br—ceVzeR, ar’—2(2a+b)+a+b+c=—ar’—bxr—c

a=—a
& —2a—-b=-b & a=0 & Pz —2cx+c=c(—2z+ 1) € Vect(z — 2° — ) = ker(T + Idg,[,]) = Vect(z +

at+b+c=—c b=—2c

2

Ainsi, T est la symétrie de Ry[z] par rapport aVect(z — x* — x,x — 1) parallelement & Vect(z — 2z — 1).

K3 — K3

Justifier que 'application f : (z,y,2) — (z,y+2z,—2)

Exemple 23
{ est une symétrie puis caractérisez la.

Solution 23
Je laisse au lecteur le soin de vérifier que f € Lx(K?). Montrons que f? = Idgs .

VX = (2,9,2) €K%, f2(X) = f(F(X)) = fla,y + 22, —2) = (2, (y + 22) + 2(=2), —(=2)) = (z,9,2) = X = f* = Idgo
donc f est une symétrie.

X = (2,9,2) € ker(f — Idis) & f(X) = X & (0,9 +22,—2) = (1,5,2) ©{ y+22=y ©z=0
—z=2z

o X = (2,9,0) = 2(1,0,0) + 5(0,1,0) € Vect((1,0,0), (0,1,0)) = ker(f — Idgs) = Vect((1,0,0), (0, 1,0))
e z=20
X = (xvyaz) € ker(f+IdK3) ~ f(X) =-X<& (x,y—i—QZ, _Z) = (_xv_y7 _Z) ~ y+22 =Y < { z :_—y
—Z = —Z

< X =(0,y,—y) =y(0,1,—1) € Vect((0,1,—1)) = ker(f + Idgs) = Vect((0,1,—1))

d’ott f est la symétrie de K® par rapport a Vect((1,0,0), (0,1,0)) parallélement & Vect((0,1, —1)).
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