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Nous allons étudier dans cette lecon une famille de courbes particuliére : les coniques. Ces courbes remarquables peuvent
étre définies de plusieurs maniére différentes : géométriquement, analytiquement (en coordonnées cartésiennes ou polaires)
ou encore mécaniquement. Elles possédent de plus des propriétés remarquables dont nous donnerons des exemples. On se
place, dans cette lecon, dans un plan orienté P.

1 Définition monofocale des coniques

1.1 Définition géométrique

Définition 1 (Conique)

Soient D une droite du plan, F' un point n’appartenant pas a D et e un réel strictement positif. On appelle conique de foyer
F, de directrice D et d’excentricité e I’ensemble de points du plan :

C—{MGP / d(Z\]\i,FD)_e}

(rappelons que la distance de M a D, notée d(M.D), est égale a la distance M H si H est le projeté orthogonal de M sur
D). La droite passant par F' et orthogonale a D est appelée axe focal de la conique et le réel p = eh, ot h est la distance de
F a D, est appelé paramétre de C. Lorsque e < 1, on dit que C est une ellipse, si e = 1 on dit que c’est une parabole et si
e > 1, on dit que c’est une hyperbole.

Si C est une conique de foyer F' et de directrice D, on appelle repére focal associé a C le repére orthonormé direct d’origine
F dont 'axe des abscisses est Paxe focal (orienté de D vers F'). Ce repére sera noté Rp. Dans le repére Ry, la droite D
a pour équation x = —h et il est clair que ’axe focal est un axe de symétre de la conique C. Voyons s’il est possible de
déterminer quelques points de C. Considérons tout d’abord un point M situé a la verticale de F', alors M appartient a C
si et seulement si MF = ed(M, D). Or d(M,D) = d(F,D) = h, donc M € C si et seulement si MF = p. On en déduit que

. 0 0 . . . . .
les points P, ' » et P p appartiennent & C. Considérons maintenant un point M situé sur ’axe focal et cherchons a
quelle condition M € C. On distingue pour cela trois cas :

e si M est a droite de F, on doit avoir MF = e(MF + h), i.e. (1—¢e)MF = p. Ce cas n’est possible que si e < 1 (en

effet, on doit non seulement avoir e # 1, mais aussi 1 — e > 0 puisque MF > 0) et on a alors M F =

(1—e)

P
(1+e)

e si M est a gauche de D, on doit avoir MF = e(MF — h), i.e. (e —1)MF = p. Ce cas n’est possible que si e > 1 (en
-1y

Appelons sommet de la conique C tout point de C situé sur ’axe focal, on a donc les résultats suivants :

e si M est entre D et F, on doit avoir MF = e(h — MF), i.e. (14 e)MF = p et il suffit donc d’avoir M F' =

effet, on doit non seulement avoir e # 1, mais aussi e — 1 > 0 puisque M F > 0) et on a alors M F =

p p
e si C est une ellipse, elle posséde deux sommets Sy 1+e et S| 1—e ;
0 0
__P
e si C est une parabole, elle posséde un unique sommet S 1+e ;
0
__P p
e si C est une hyperbole, elle posséde deux sommets S; l+e et S| 1—e
0 0



http://abdellah.bechata.free.fr

ok 1 DEFINITION MONOFOCALE DES CONIQUES

pe

Si C est une conique possédant deux sommets, on appelle centre de cette conique le point Q| 1 —¢e2 | milieu de Sy et So
0

et on dit que C est une conique a centre (nous montrerons plus tard que € est alors un centre de symétrie pour la conique).

|
|
|
P1|

31 S2

ellipse

parabole
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hyperbole

Exercice 1

. . . . . -1
Dans un repére orthonormé direct fixé, on considére la droite D d’équation 3z — 4y = 1, le point F ’ . Pour M| *

)

0
calculer d(M,D)? et MF?. En déduire une équation (que I'on ne demande pas de simplifier) de la conique de directrice D,
de foyer F' et d’excentricité 2.

Solution 1

On a d(M, D)2 = 32— 4 =1

55 et MF? = (x4 1)2 4+ y?, d’oul I'équation de la conique :

4
(z+1)2+y? = %(Sx—ély— 1)2

1.2 Equations cartésienne et polaire

Proposition 1 (Equations cartésienne et polaire d’une conique dans Ry)
Soit C une conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e. Dans le repére R, C a pour équation cartésienne :

o’ +y° = (e +p)°

et pour équation polaire :

p

p= 1—ecost

Preuve

Soit M ; dans le repére Rr. On note H le projeté orthogonal de M sur D, donc H ;h (toujours dans Rp) et :

MeCe MF=eMH & MF?>=eMH? & 2° +y* = (2 + h)? o 22 +9? = (ex + eh)? & 2% +y? = (ex + p)?

Supposons maintenant que M admette (p,#) pour coordonnées polaires dans R, le projeté orthogonal H de M sur D a
pour coordonnées (—h, psinf) et on a alors :

MeC& MF=eMH & |p| =l|epcost +p| < p=epcosd +poup=—epcostd —p
p —-p

© p(l—ecosf) =poup(l+ecost)=—pep=7 NPT T ecost

—ecosf
p

Rt = e ——— e —
P 1—ecos(6+m)

1—-ecosf voe
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Comme les coordonnées polaires (p, ) et (—p, 8+ ) correspondent au méme point, une seule de ces équations suffit & définir
la conique, d’ou le résultat. m

Exercice 2
On considére dans un repére orthonormé direct la droite D d’équation = — y = 2 et le point F'

Donner, dans le repére Ry ’équation de la conique de directrice D, de foyer F' et d’excentricité —.

DO =

Solution 2 1
Cette équation est 2% + 32 = (ex + p)?. On sait que e = 3 et il suffit par conséquent de calculer p. On a :
1>< n-1-2 2
2 V12412 2V2

p=ceh= %d(F, D)=

Sl

d’ot I’équation :

T 1\?
2,2

Py =5+ —=
’ (2 NG )
Méthode 1 (Reconnaitre une conique définie par son équation polaire)
On considére la courbe d’équation polaire r = p(0) ou :

9 =
p(0) =3
avec a et b non nuls et ¢ et d non tous deux nuls. Il est toujours possible d’écrire ccosf + dsin @ sous la forme :

ccos@ + dsind = /2 + d? cos(f — @)

a

—ccosf —dsinf

ce qui permet d’écrire ensuite :

En réalisant un changement de repére par rotation d’angle ¢, la courbe est décrite dans le nouveau repére par I’équation

polaire r = P(O) avec :
a

PO) = — ="
1- CT—i_d cos(©)

ord

a
C’est donc la conique de foyer 'origine du repére, d’axe focal I'axe des abscisses, de paramétre 3 et d’excentricité

Exercice 3
Déterminer le type des coniques déterminées par les représentations polaires suivantes ainsi que les valeurs de e et p et
I’équation de leur directrice :

2 1 1
r=——mo-— r=———  r==——-
1—2cosf’ 1—2sinf’ 1—cos —sind
Solution 3 5
1. La premiére équation est celle d’une hyperbole dont la directrice a pour équation = = 3= —1;

. . . . . m .
2. La deuxiéme équation n’a pas directement la forme qui convient. Posons § = 6’ + 5 (autrement dit, effectuons une

s T
rotation du repére de départ, d’angle 5) On a sin @ = sin(6’ + 5) = cosf’. Dans ce nouveau repére, ’équation devient

1 1
r= T 20050 C’est donc une hyperbole, dont la directrice a pour équation dans le nouveau repére X = —5 Son
— 2cos
équation dans ’ancien repére est donc y = —5
3. Pour la troisiéme équation, constatons que :
T 2
cos (0 - 7) = i(cos@ + sin 6)
4 2
us 1
En posant §' = 6 — —, I’équation considérée devient r = —————=——. On obtient ainsi une hyperbole de directrice
4 1—+v2cosé

d’équation X = —/22 dans le nouveau repére. Comme X = v/22z ++/22y, ’équation de cette directrice est z+y = —1
dans ’ancien repére.

www.mathematiques.fr.st 4 abdellah bechata


http://abdellah.bechata.free.fr

Kokokok ok 2 PARABOLES

2 Paraboles

Dans cette section, C désigne une parabole de directrice D, de foyer F' et de parameétre p. Rappelons que nous avons montré
plus haut qu’une telle conique posséde un unique sommet que nous noterons S. On note Rg le repére ayant les mémes

axes que Ry mais dont lorigine est le sommet S. Rappelons que S a pour coordonnées (fg, O) dans le repére Ry et, par
conséquent, que F' a pour coordonnées (g, O) dans Rg et D a pour équation X = —g dans Rg. On passe des coordonnées
(X,Y) dans Rg aux coordonnées (z,y) dans Ry de la maniére suivante :

P
=X — = =Y
€T 2, Yy

2.1 Equation réduite et paramétrage

Proposition 2 (Equation réduite et paramétrage de la parabole dans Rg)
Dans le repére Rg, la parabole C admet pour équation :

Y2 =2pX
et est le support de la courbe paramétrée de composantes :

t2

Y(t)=t
Preuve
Rappelons que, dans le repére Ry, C admet pour équation 22 + 32 = (z + p)?, autrement dit 3> = 2p (w + g) 11 suffit de

remplacer x par X — g et y par Y pour obtenir I’équation dans le nouveau repére. m

Remarque 1
On observe que :

w = im @ =
e R T Rl

On en déduit que la parabole posséde deux branches paraboliques, de direction I'axe focal.
Exercice 4

Déterminer le foyer et la directrice de la parabole d’équation y? = 3z.
Que dire de 'ensemble de points d’équation z? = 3y ?

Solution 4 3
5 0 3 , - . . , . 3
y® = 3x : Le sommet est ‘ g ' P= 2 le foyer a pour coordonnées | 4 et la directrice a pour équation x = T
0

™
et d’angle —1—5 alors le point de coordonnées dans 'ancien repére

0
0

22 = 3y : Si l'on effectue la rotation de centre

. X = . .
orthonomé direct a pour coordonnées v — 7yx , ’équation devient

?=3ys (-Y) =3X o Y?=3X

, X=0 R ) . 0
e Le sommet a donc pour coordonnées V=0 dans le nouveau repére donc ses coordonnées dans ’ancien sont 0
3
® D= §a
X = 3 x=0
2 N — 2 9 .
e le foyer a pour coordonnées dans le nouveau repére 4 donc ses coordonnées dans ’ancien sont 3
Y =0 ¥=3
. . , . R 3 . N 3 . 3
e le directrice a pour équation dans le nouveau repére X = ~1 donc dans I'ancien repére son équation est y = I

www.mathematiques.fr.st ) abdellah bechata


http://abdellah.bechata.free.fr

Kokokok ok 3 ELLIPSES

2.2 Tangentes

Proposition 3 (Tangente A la parabole : principe de dédoublement)
Dans le repére R, la tangente a la parabole d’équation cartésienne Y2 = 2pX au point de coordonnées (Xo, Yo) admet pour
équation cartésienne :

YYy = p(X + Xo)

Preuve
En utilisant le paramétrage de la parabole vu plus haut, notons o un parameétre associé au point de coordonnées (Xo, Yp).

t
La tangente en ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées (-2, 1) et admet pour équation (X — Xo) — — (Y —Yy) = 0,

autrement dit p(X — Xo) — toY + toYp = 0. On sépare les parties en X de celles en Y, puis on utilise le fait que tg = Yj et
t% = 2pX0 :
toY = pX — pXo +toYy & YoV = pX — pXo + 2pXo © VY, = p(X + Xo)

Exercice 5

. . . . 1 1
On considére la parabole d’équation X = Y2. Déterminer sa tangente aux points M ‘ 1 et P ‘

-1

Solution 5
On applique le principe de dédoublement X +1 —-2Y =0et X +1+2Y =0.

3 Ellipses

Dans cette section, C désigne une ellipse de directrice D, d’excentricité e < 1, de foyer F' et de parameétre p. Rappelons que
nous avons montré plus haut qu’'une telle conique posséde deux sommets distincts que nous noterons S et S’ et le milieu 0
de S et S’ est appelé centre de la conique. On note R, le repére dont les axes sont ceux de Ry et donc 'origine est située
ep
(1—¢?)

(_ep 0) dans Rq. Ainsi, les coordonnées (z,y) dans Ry se déduisent des coordonnées (X,Y) dans Rq par :

(1—e?)’

en ). Rappelons que  a pour coordonnées ( ,0> dans le repére R et, par conséquent, que F' a pour coordonnées

pe

=X
v +1—627

y=Y

3.1 Equation réduite et paramétrage

Proposition 4 (Equation réduite et paramétrage de ’ellipse dans Rg,)
Dans le repére Rq, ellipse C admet pour équation :

X2 y?
R
ol on a posé a = 1 P 5 et b= 1p R L’ellipse C est également le support de la courbe paramétrée de composantes :
— e ¢
X(t) =acost, y(t)=bsint
Preuve

Nous avions obtenu plus haut ’équation suivante dans le repére Rgq :

2

1—e?)? , 1
( p:)X2+ p2ey2:1

ce qui conduit bien a I’équation voulue. En effet, on sait que, pour u,v € R, on a :

wW4+1P=1<3teR. wu=-costetwv=sint
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Remarque 2

1.

On appelle a le demi-grand axe de ellipse et b le demi-petit axe. Quand a la distance ¢ = ea entre le foyer F et le

centre 2, on I'appelle demi-distance focale. Comme 0 < 1 —¢e? < 1,ona 1l —e? < V1 —¢€2 et b < a. En particulier,
une ellipse n’est jamais un cercle (qui correspondrait au cas e = 0). Par contre, on voit sous cette forme que 'ellipse
est contenue dans le cercle de centre ) et de rayon a (appelé cercle principal de Dellipse). L’ellipse peut d’ailleurs étre
considérée comme 'image du cercle principal par application qui, & un point M de coordonnées (X,Y) dans Rgq,

associe le point M’ de coordonnées (X, —Y). Cette application est appelée affinité orthogonale d’axe passant par 2 et
a

. — b
dirigé par ¢ et de rapport —;
a

. Sous cette forme, il est clair que ’ellipse est une conique bornée, symétrique par rapport a €2, par rapport a ’axe focal

et par rapport a la droite passant par € et parallele a la directrice. Notons alors F' le symétrique du foyer F' par
rapport a Q et D’ la droite symétrique de D. La conique C’ de foyer F’, de directrice D’ et d’excentricité e est alors
symétrique de C par rapport a . On en déduit que C' = C, ce qui montre que C peut également étre définie au moyen
de la directrice D’ et du foyer F’ (avec la méme excentricité). De plus, si M est un point de ’ellipse de coordonnées
(X,Y), on a |X| < a et, par conséquent, C est situé a l'intérieur de la portion du plan délimitée par les droites D et
D'. Les foyers on pour coordonnées (—ea,0) et (ea,0) dans Rq tandis que les directrices D et D’ ont pour équations

a a
respectives X = —— et X = —.
e e

Exercice 6
Déterminer le foyer, I'excentricité et la directrice de ellipse d’équation 2x2 + 332 = 1.
Que dire de I’ensemble de points d’équation 3z2 4+ 2y?> =1 ?

Solution 6 0
222 4+ 3y? =1 : Le centre de ellipse est 0

1 1 b 2 1
a=—, b=—, b<a, —-= 1—€2<:>\/>:\/1—€2<:>e=
V2 V3 a 3 V3

1
—— 3
Le foyer est F’ /6 et la directrice D a pour équation z = — 5
0
2 2 . 1 1 s . 0 5 s
3z°4+2y*=1:1Ici,ona « a=—, b= —— » donc b > a. On considére la rotation de centre et d’angle +— alors le
- = V3 V2 0 2
. . . X = . .
point de coordonnées ; dans 'ancien repére orthonomé direct a pour coordonnées v — _y , 'équation devient

327+ 2 =1 3(-Y)* +2X? =1<2X2+3Y% =1

dans le nouveau repére donc ses coordonnées dans ’ancien sont

X =
Le centre donc pour coordonnées v — 8

1 =0
X=—-—— )
le foyer F' a pour coordonnées dans le nouveau repére /6 donc ses coordonnées dans I’ancien sont _ 1
Y =0 R
. . ) . . 3 . . , . 3
le directrice a pour équation dans le nouveau repére X = — 3 donc dans I’ancien repére son équation est y = — oh

Exercice 7
Soit C Dellipse paramétrée dans un repére orthonormé R = (O, i, j ) par z(t) = acost et y(t) = bsin(¢). On considére le
).

- —

— -

point M de paramétre ¢, déterminer une mesure de 'angle (i ,OM

Solution 7
- =7 . ™ .
Notons 6 une mesure de 'angle (i ,0OM). Si cost = 0, alors 6§ = j:E. Sinon, on a tanf =

btan(t)
a

et on en déduit que

a a

0 = arctan (btan(t)) ou # = arctan <btan(t)) +
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3.2 Définition bifocale

Proposition 5 (Définition bifocale de 1’ellipse)
Notons F et F' les deux foyers de Dellipse et a = (172) On a:
—e
C={MeP | MF+ MF'=2a}

Preuve
Pour un poit M du plan, notons H (respectivement H') son projeté orthogonal sur D (respectivement D). On sait que :

MeC&s MF=eMH < MF' =eMH'
2
Par conséquent, si M € C,ona MF + MF' =e(MH +MH'). Or MH+ MH' = HH' = = (car M est situé entre D et
e
D'), ce qui montre que MF + MF’ = 2a. Réciproquement, supposons que M F + MF’' = 2a et notons » = MF et 6 une

mesure de ’angle orienté de ﬁ vers FM. Les relations d’Al-Kashi dans le triangle M FF' indiquent que :
MF? 4+ FF” —2cos0MF x FF' = MF"”
On remplace alors M F par r, MF’ par 2a —r et FF’ par 2c :
72 4+ 4¢% — 4dercosf = (20— r)? = r? — dar + 4a>
On en déduit que (¢ — a?) + r(a — ccosf) = 0, autrement dit que 7(1 — ecosf) = p. Comme cette relation représente

I’équation polaire de la conique, on en déduit que M € C. =

3.3 Tangentes
Proposition 6 (Tangente a D’ellipse : principe de dédoub%ynerij;}

Dans le repére Rq, la tangente a l'ellipse d’équation cartésienne —- + == 0 au point de coordonnées (Xg, Yy) admet pour
a
équation cartésienne :
XXo  YYy
@ T Tl

Preuve
En utilisant le paramétrage de Dellipse vu plus haut, notons ¢y un parameétre associé au point de coordonnées (Xo, Yp). La
tangente en ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées (—asintg,bcosty) et admet donc pour équation bcosto(X —

Y
—0, il vient :

X
Xo) + asinty(Y — Yp) = 0. En remplacant costy par 20 ot sin to par 2
a

b b a a
“XXo—-X§+-YYy— Y7 =0
a 07 g * b 0 0
Ou, de maniére équivalente :
b a b a
“XXo+ YY) = -X3 + Y7
a L b0 a0 + b0
. . . ) o i L. XXy YY)
En divisant par ab, et compte tenu du fait que le point de coordonnées (X, Yp) est situé sur ellipse, il vient 5 e 1.
a

Exercice 8
Déterminer la tangente & ellipse d’équation cartésienne X2 + 4Y2 =1 au point M

(\)
-

Solution 8 1
On applique le principe de dédoublement §X +3Y =1.

4 Hyperboles

Dans cette section, C désigne une hyperbole de directrice D, d’excentricité e > 1, de foyer F' et de paramétre p. Comme pour
’ellipse, nous savons qu’une telle conique posséde également deux sommets distincts S et S’. On se place a nouveau dans le
repére Rq centré en ) (milieu de S et S”) et donc les axes sont ceux de Rp. Les coordonnées (z,y) dans Ry se déduisent
des coordonnées (X,Y) dans Rq par les formules :

pe
1—e2’

r=X+ y=Y
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4.1 Equation réduite et paramétrage

Proposition 7 (Equation réduite et paramétrage de I’hyperbole dans Rq)
Dans le repére Rq, ’hyperbole C admet pour équation :

X2 Y?
R

ou on a posé a = . L’hyperbole C est également la réunion des supports des courbes paramétrées de

composantes :
X(t) = tacht, Y(t)=bsht

Preuve
L’équation cartésienne s’obtient de la méme maniére que pour ’ellipse, en écrivant z et y en fonction de X et Y dans
I’équation générale d’une conique. Il suffit ensuite d’utiliser le fait que, pour u,v € R, on a :

w—1P=1e3teR. wu==xchtetv=sht
[]

Remarque 3
1. On voit ainsi que {2 est un centre de symétrie pour 'hyperbole et qu’elle admet ’axe des abscisses et ’axe des ordonnées
du repére Rq comme axes de symétrie. Notons alors F’ le symétrique du foyer F' par rapport a Q et D’ la droite
symétrique de D. On constate, comme dans le cas de Dellipse, que C est également hyperbole de foyer F’, de directrice
D’ et de méme excentricité e. Les foyers on pour coordonnées (—ea,0) et (ea,0) dans Rq tandis que les directrices D

a a
et D’ ont pour équations respectives X = —— et X = —;
e e
2. La distance ¢ = QF = ea est appelée distance focale. Remarquons finalement que, si un point M de coordonnées
(X,Y) appartient & Phyperbole, on a |X| < a et, par conséquent C est située hors de la portion du plan comprise entre
D et D';

3. Considérons la branche de I'hyperbole support de la courbe paramétrée de composantes X (¢t) = acht et Y (¢) = bsht.
On observe que :

Y(t) ) bsh(t) b ) b .
—Z = ] - = - 1 t)— —x(t) = 1 b(sh(t) —ch(t)) =0
tt50 X(t) t—+oo ach(t) o’ t»—}Elooy( ) am( ) fr b0 (sh(t) — ch(t))
Y(t) . bsh(t) b . b . _
tn—}gloo W o ti}gloo E Ch(t) o 70,’ tnl}gloo y(t) N gx(t) o ti}gloo b(Sh(t) N Ch(t)) o 0
Par conséquent, la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe en 400 et la droite d’équation y = —— est
a

asymptote en —oo. L’autre arc de courbe présente les mémes asymptotes.

Exercice 9
Déterminer le foyer, la directrice et 'excentricité de I’hyperbole d’équation 222 — 3y = 1.
Que dire de ’ensemble de points d’équation 3y? — 222 =1 ?

Solution 9 0
222 — 3y =1 : Le centre est Q‘ 0

1 1 b 2 5
a=—, b=—7, :\/62—1<:>\/7:\/€2—1<:>6:\/7
V2 V3 a 3 3

5
S e 3
donc le foyer est F \/; et la directrice D a pour équation z = — 0
0
3y? — 222 =1 : On considére la rotation de centre 8 et d’angle +g alors le point de coordonnées dans ’ancien
X=y

repére orthonomé direct a pour coordonnées v I’équation devient

Y =—

3y — 2P =13X? -2(-Y)?’=1<3X2-2v?=1

Il s’agit donc d’une hyperbole et voici ses éléments caractérisitiques.
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e Le centre donc pour coordonnées i),( f 8 dans le nouveau repére donc ses coordonnées dans ’ancien sont 8 ,
1 1 b 3 5
ca=—, b=— Z\/e2—1<:>\/7=\/€2—1<:>€:\/7
V3 V2 oa 2 2

b 5 z=0
e le foyer F' a pour coordonnées dans le nouveau repére ~— "\ g donc ses coordonnées dans I’ancien sont 5
Y =0 Y="\V6
. . ) . S 2 . . ) : 2
e le directrice a pour équation dans le nouveau repére X = — I donc dans ’ancien repére son équation est y = — T

4.2 Définition bifocale

Proposition 8 (Définition bifocale de l’hyperbole%

Notons F et F' les deux foyers de ’hyperbole et a = o1 On a :
e

C={MeP | |MF-MF|=2d}

Preuve
Pour un poit M du plan, notons H (respectivement H') son projeté orthogonal sur D (respectivement D’). On sait que :

MeC& MF=eMH < MF' =eMH'

Par conséquent, si M € C,ona MF—MF' = e(MH—MH') et M étant situé a 'extérieur de la portion du plan délimitée par
DetD,ona|MH—-MH|=HH dou |MF — MF'| = eHH' = 2a. Réciproquement, supposons que |MF — MF'| = 2a
et montrons que M € C. Ceci signifie que l;une des deux égalités MF — M F' = 2a ou MF' — MF = 2a est vraie et, comme
les foyers F' et F’ jouent des roles symétriques, on peut supposer que c’est la premiere egahte qul est vérifiee, autrement dit
que MF — MF’' = 2a. Posons r = M F' et notons # une mesure de 1’angle orienté de FF’ vers FM. Les relations d’Al-Kashi
dans le triangle M FF’ nous indiquent que :

MF?+ FF? —2cosMF x FF' = MF"*
On remplace alors M F par r, MF’ par r — 2a et F'F’ par 2c :

72 +4c% — 4ercosf = (1 — 2a)? = r? — dar + 4a*
Comme dans le cas de l'ellipse, on en déduit que (c¢? — a?) +r(a — ccos @) = 0, autrement dit que 7(1 — ecosf) = p. Comme
cette relation représente 1’équation polaire de la conique, on en déduit que M € C. =

4.3 Tangentes

Proposition 9 (Tangente & I’hyperbole : principe de dédoubl menpz

Dans le repére Rq, la tangente a I’hyperbole d’équation cartésienne = 1 au point de coordonnées (Xy,Yy) admet

a?
pour équation cartésienne :
XXo YYy
 ® )
Preuve
En utilisant le paramétrage vu plus haut, on note ¢g un parametre associé au point de coordonnées (X, Yp). La tangente en
ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées (eashtp,bchty) (avec € € {—1,1} suivant la branche considérée) et admet

eXo Yo
donc pour équation bchtg(X — Xo) — eashto(Y —Yy) = 0. En remplacant chty par — et shty par — b , il vient :
a

b b b
ZeX X — —eXZ — SV Yo+ —e¥2 =0
a a b a

En divisant par ab et compte tenu du fait que le point de coordonnées (X, Yp) est situé sur hyperbole, on obtient finalement
XX, YY, X2 V¢

P R B S Ha
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Exercice 10
Déterminer la tangente & ’hyperbole d’équation cartésienne X2 — 4Y2 =1 au point M

I\D‘SN)
w

Solution 10
On applique le principe de dédoublement 2X — 2/3Y = 1.

5 Reéduction d’une équation du second degré

On sait qu’'un probléme de géométrie, moyennant le choix d’un repére, peut se ramenener & un probléme de calcul. Un
exemple classique de tels probléme consiste & décrire ’ensemble des points vérifiant certaines conditions. En passant par
les coordonnées, il est possible d’obtenir une équation cartésienne de I’ensemble de points considéré et le probléme est alors
de reconnaitre cet ensemble. En général, ’équation obtenue est du second degré et nous allons montrer que ces équations
peuvent toujours se ramener soit & des coniques, soit a des objets géométriques plus simples (le plan tout entier, 'ensemble
vide, des droites ou encore des cercles). Pour démontrer ceci, nous n’allons pas travailler directement sur ’équation la plus
générale mais plutdét commencer par considérer des cas particuliers puis montrer qu’il est possible de transformer I’équation
de départ afin de se ramener a 'un de ces cas.

Définition 2
On appelle courbe du second degré tout sous ensemble £ du plan P admettant dans un repére orthonormé direct une équation
de la forme :

Az? + Bay+Cy> + Dz +Ey+F =0

avec A,B,C,D,E,F € R et (A,B,C) # (0,0,0). Le réel A = 4AC — B? est appelé discriminant de I’équation. On dit
que 'équation est sans terme rectangle lorsque B = 0 (le terme Bzy est appelé terme rectangle de I’équation). On dit que
Iéquation est sous forme réduite lorsqu’elle se présente sous I'une des formes suivantes (avec A # 0 et C #0) :

v *=Dx+F, Az*4+Cy*=F

Remarque 4

Une équation sous forme réduite est donc un cas particulier d’équation sans terme rectangle (elle-méme un cas particulier
d’équation du second degré). Il n’est pas difficile de constanter qu'une courbe du second degré admet une équation de la
forme précédente dans tout repéere orthonormé (les coefficients peuvent, bien entendu, varier d’un repére a l'autre).

5.1 Equations sous forme réduite

Proposition 10 (Equation réduite, A = 0)
Soit € une courbe du second degré décrite dans un repére orthonormé direct par une équation réduite de la forme :

y>=Dz+F
Alors € est soit une parabole, soit vide, soit réunion de deux droites paralléles (éventuellement confondues).

Preuve
On raisonne suivant le signe (strict) de D :

1. si D = 0, équation s’écrit alors y?> = F. Par conséquent, si F' > 0, ensemble £ est réunion des deux droites paralléles
(éventuellement confondues) d’équations y = VF et y = —/F et, si F > 0, £ est vide;

F
2. si D > 0, I’équation s’écrit alors y?> = D (z+ D>' C’est I’équation de la parabole de foyer de coordonnées

D F . D . . ) . D F
(4 - 0), de parametre 5 et de directrice d’équation x = 7D

F
3. si D < 0, l'équation s’écrit alors y> = D (x+ D). C’est ’équation de la parabole de foyer de coordonnées

D F -D D F
(4 — D,O), de paramétre 5 et de directrice d’équation x = 1 + D (effectuer la rotation de centre 8 et

d’angle +g)
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Exercice 11
Déterminer I’ensemble £ donné par son équation dans un repére orthonormé direct :

=0, yP=-1, y*=1,9> =2z, y*=-22+1, y’=-20—-1, ¢*=2z, y*=22+1, y*=22-1

Solution 11
e 42 =0:9y?=0<«y=0.1Is’agit de la droite d’équation y = 0.

o 32 = —1: cette égalité est impossible dans R donc il s’agit de I’ensemble vide.

e y2=1:9y>’=1%y=—1ouy=1.1Ilsagit de 'union des deux droites d’équation y = —1 et y = 1.

1

_Z 1
e y? = 2z : y? = —2x & 2(—2). Il 'agit donc d’'une parabole de foyer F' 92 et de directrice d’équation x = 5

e 2 = —27 4 1 :On commence par remarquer que

1
y2:—2m+1©y2:—2(x—).

2
1 1 0 1 1
Il s’agit donc d’une parabole de foyer F'| ~ 2 Ty = ‘ o © de directrice d’équation x = 5t 5= 1.
0
e 42 = —2z —1: On commence par remarquer que
1
y2211¢>y22(z+2).
1 1 1 11
Il s’agit donc d’une parabole de foyer F/| ~ 2 2 = ‘ o ©t de directrice d’équation z = 3 3° 0.
0
1
e 32 =2z : Il s’agit donc d’une parabole de foyer F'| 2 et de directrice d’équation = = —5
0
e 42 =2z +1: On commence par remarquer que
1
y22z+1¢>y22<x+2>.
1 1 0 11
Il s’agit donc d’une parabole de foyer F'| 2 9 = ‘ o ©t de directrice d’équation x = 575~ —1.
0
° y2 =2z — 1 : On commence par remarquer que
2 _ 2 _ 1
Yy =2z—-1y" =2 x—§ .
1 1 1 1 1
1l s’agit donc d'une parabole de foyer F'| 2 T 9 = ’ 0 et de directrice d’équation = = 3 + 5= 0.
0

Proposition 11 (Equation réduite, A < 0)
Soit £ une courbe du second degré décrite dans un repére orthonormé direct par une équation réduite de la forme :

A2 +Cy* =F
avec A,C,F € R et AC > 0. Alors & est soit une ellipse, soit vide, soit un cercle (éventuellement réduit & un point).

Preuve
Comme A et C' sont de méme signe, il est toujours possible de supposer A > 0 et C' > 0 (quitte a changer le signe de F)).
On raisonne alors suivant le signe (strict) de F :
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e si F' =0, '’équation s’écrit Az 4+ Cy? =0 avec A > 0 et C' > 0 et I’ensemble £ est réduit a Porigine du repére;
e si F' < 0, alors I'ensemble & est vide;

e si F' > 0, alors on distingue deux cas :

2
—slia= \/ >b = \/ lequatlon sécrit — —|— z—z = 1 et & est ellipse de foyer de coordonnées (—c,0) (ou

a
= VaZ — b?), d’excentricité e = — et de dlrectrlce d’équation z = ——,
e

—sib= \/ <a= \/ , équation s’écrit b2 + y—2 = 1 et & est lellipse de foyer de coordonnées (0,—c) (ou

a . 0
Va2 —b?), d’excentricité e = — € et de directrice d’ équation y = —— (effectuer la rotation de centre 0 et
a e

d’angle +

—sia= \/ 1/ , Péquation s ecrlt —|— y— =1 et £ est le cercle de centre I'origine du repére et de rayon a.

Exercice 12
Déterminer ’ensemble £ donné par son équation dans un repére orthonormé direct :

w2+y2=O, x2+2y2:—1, x2+y2:1, m2+2y2:1, 2x2+y2:1, —m2—y2:1

Solution 12

o 24+ 42 =0: La somme de deux réels positifs est nulle si et seulement chacun de ces réels est nul donc 22 +y?> =0 <

x =y = 0 donc il s’agit simplement du point 8

o 12+ 2y? = —1: La somme de deux positifs étant un réel positif, on en déduit qu’il s’agit de I’ensemble vide.

o 12+ 42 =1: Il s’agit clairement du cercle de centre 8 et de rayon 1.

o 224+ 2y% =1: Il s’agit d’une ellipse dont voici les éléments caractéristiques.

Le centre de la conique est , son foyer F' est B /2 et sa directrice D a pour équation z = —V2.

0
0

o

o 222 + 42 =1 : Il s’agit d’une ellipse dont voici les éléments caractéristiques

a=1, b=—, c=Va@ -0 =—, e=S=_—_

o

g o son foyer Fest | 1 et sa directrice D a pour équation y = —V2.

V2

o —22 —y? =1: La somme de deux négatifs étant un réel négatif, on en déduit qu’il s’agit de I’ensemble vide.

Le centre de la conique est

Proposition 12 (Equation réduite A < 0)
Soit £ une courbe du second degré décrite dans un repére orthonormé direct par une équation réduite de la forme :

Az? +Cy?> = F

avec A,C,F € R et AC < 0. Alors & est soit une hyperbole, soit réunion de deux droites sécantes.
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Preuve
On raisonne suivant que F' est nul ou non :

e si F'=0,onposea = +/|A| et b= /|C|, de sorte que I’équation s’écrive a?z—b%*y = 0, autrement dit (az+by)(ax—by) =
0. Par conséquent, £ est la réunion des droite d’équation az + by = 0 et ax — by = 0 (sécantes au point de coordonnées

(0,0));

A C
e si ' # 0, on raisonne suivant les signes respectifs de I et 7
F F |F | F 2 2
— si 1 >0 et c < 0, on pose a = 1 et b= - de sorte que 1’équation s’écrive x—Q — Z—Q = 1. L’ensemble £
a
est alors ’hyperbole de foyer F' de coordonnées (—c,0) (ot ¢ = va? + b?), d’excentricité e = ¢ et de directrice
a
d’équation z = —g,
F F , x? y2
— si 1 <0 et C > 0, on pose b = 4/ —— et a= de sorte que 1’équation s’écrive 3 —|— = = 1. L’ensemble
& est alors I'hyperbole de foyer F' de coordonnees fc) (ou ¢ = Va2 + b?), d’excentricité e = E et de directrice
a
d’équation y = _e
e

Exercice 13
Déterminer ’ensemble £ donné par son équation dans un repére orthonormé direct :

x2—y2:0, x2—2y2:—1, x2—y2:1, m2—2y2:1, 2:r2—y2:1, —m2+y2:1

Solution 13
o 22—y =0:22-9y* =0« (z—y)(z+y) =0 y =2 ouy = —z donc il ’agit de I'union des deux droites d’équation

y=zety=—
e 22 —2y%2 = —1: On commence par remarquer que z2 —2y? = —1 < —22 +2y% = 1. Il s’agit d’une hyperbole de centre
0
0
b=1 a:L c=vVa2+b2= 3 e=S=3
) \/§7 27 a
0 1
de foyer F 3 et de directrice D d’équation y = ——
-\/3 \/6

e 12 —y2 =1 : Il s’agit d’une hyperbole de centre

a=b=1, c=+a2+b =2, e=S=12
a
_ 1
de foyer F' ‘ V2 et de directrice D d’équation x = ———.
0 V2
2 2 Y ot ’ 0
o x° —2y° =1: Il s’agit d’une hyperbole de centre 0
1
a=1, b=—, c= §, e = §
V2 2 2
3 2
de foyer F'| ~\/ 9 et de directrice D d’équation x = — 3

0
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o 222 —y? =1 : Il s’agit d’une hyperbole de centre 8 ,

- il
0 '

o —22 4+ y? =1: 1l s’agit d’'une hyperbole de centre 8 ,

a=b=1, c=+va2+b =2, e:E:\/i
a

1
\ﬁ'

0
de foyer F 2 et de directrice D d’équation y = —

Méthode 2 (Reconnaitre ’ensemble décrit par une équation sous forme réduite)
e Si I'équation s’écrit y?> = I, on raisonne suivant le signe de F;

e Si I'équation s’écrit y> = Dx + F avec D # 0, on fait disparaitre le terme constant par une translation de repére et on
reconnait I’équation d’une parabole (dont 'orientation dépend du signe de D);

e Si I’é6quation s’écrit Az?+ Cy? = 0, on raisonne suivant les signes respectifs de A et C en utilisant le fait que a®+b? = 0
si et seulement si a =b=0 et > —b%> =0 si et seulement si a = +b;

o Si I’équation s’écrit Az? + Cy? = F avec F # 0, on Décrit sous la forme A’'z? + C'y? = 1 et on raisonne suivant les

signes de A’ et C".

5.2 Mise sous forme réduite d’une équation sans terme rectangle

Proposition 13

Soit £ une courbe du second degré décrite dans un repére orthonormé direct par une équation sans terme rectangle. Au
moyen d’une translation de repére (et, éventuellement, d’une rotation d’'un quart de tour), il est possible de ramener cette
équation a une forme réduite.

Preuve
On part de I’équation sans terme rectangle :

A2 +Cy* + Dr +Ey+F =0
On est alors dans un des cas suivants :

e si A=0: on aalors C # 0 et I’équation s’écrit Cy? + Dz + Ey + F = 0. 1l suffit donc, pour se ramener & une forme
réduite, de faire disparaitre le terme Ey, ce que 1'on fait en écrivant Cy? + Fy comme le début d’un carré :

E E?
Cy +Dx+Ey+F=C — Dr+F— —
y"+Dxr+ Ey + <y+20)+ T+ ic

11 suffit alors d’opérer une translation de repére de sorte que les coordonnées (X,Y’) dans le nouveau repére s’écrivent

E
X =zxzetY =y+ —— et on obtient la forme réduite :
(20)
D E? F
Y24 X =— — =
ettt e

e si C =0: onaalors A # 0 et I’équation s’écrit Az? + Dz + Ey + F = 0. 1l suffit donc, pour se ramener & une forme
réduite, de faire disparaitre le terme Dz, ce que l'on fait en écrivant Az? + Dz comme le début d’un carré :

2

D D
2 _ _
Ax +Dz+Ey+F—A<a:+2A>+Ey+F 1A
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11 suffit alors d’opérer une translation de repére de sorte que les coordonnées (X,Y") dans le nouveau repére s’écrivent

X=z+

D
24) et Y = y et on obtient ’équation :

E D? F
X2 4 Y =" =
A 442 A
Pour obtenir enfin une forme réduite, il ne reste plus qu’a réaliser une rotation de repére d’un quart de tour. Ainsi les
coordonnées (X', Y”") dans le nouveau repére s’écrivent X’ =Y et Y/ = —X et on obtient la forme réduite :

2 By, D* F
Yo X =1 A

e si A#£0et C#D0, on réalise conjointement les deux opérations précédentes :

D E E? D2
2 2 _ = = &
Az 4+ Cy +D:E+Ey+F—A<x—|—2 >+C<y+2c)+F e

On reéalise alors une translation de repére de sorte que les coordonnées (X,Y) dans le nouveau repeére s’écrivent

D E
X:x—i—@etY:y—kmet on obtient la forme réduite :
E? D?
2 2 _ _
AX“+CY =t F

Méthode 3 (Mettre sous forme réduite une équation sans terme rectangle)
II suffit de mettre sous forme canonique Az? + Dx (si A # 0) et Cy? + Ey (si C # 0) de fagon a faire disparaitre, lorsque
C’est possible, les termes du premier degré.

Exercice 14
Mettre sous forme réduite les équations sans terme rectangle suivantes puis déterminer ’ensemble £ correspondant :

1
z? 4+ 4y? =0, x2fy2—y7120, 2?4 y? 422 -2y—-8=0

Solution 14

1. 2?2 +4x+ 49> =0 :

PP 4dr+4y =0 (v +2)2+4y* =0

. 2 . , iy . N .
En effectuant la translation de vecteur g »un point de coordonnées Y dans l'ancien repére a pour coordonnées

X; f ;_ 2 dans le nouveau repére. L’équation devient
P44 +4 =0 X2 4+4Y? =0

Il s’agit d’une ellipe

1 3 3
a:]_’ b:,7 C:\/a2_b2:£’ GZEZK
2 2 a 2
X — \/g B \/g
dont le foyer F' a pour coordonnées ~ ~ "9 dans le nouveau repére, donc de coordonnées T=-2- "9 dans
Y=0 y=20
2
I’ancien repére, et de directrice D d’équation X = —% dans le nouveau repére donc d’équation x = —2 — ﬁ dans

I’anvien repére.

2. 22—y —y—1/4=0:

1 1
xQ—yQ—ny:O@ﬁf(y2+y)—1:0¢>x2—

1\ 1] 1 ) 1\’
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0
En effectuant la translation de vecteur | 1 |, un point de coordonnées y dans 'ancien repére a pour coordonnées
2

X=z
1 dans le nouveau repére. L’équation devient
Y=y+—
2
1
xQ—yQ—y—Z:0<:>X2—Y2:0<:>(X—Y)(X+Y):O<:>Y:XouY:—X
Il s’agit de la réunion des deux droites d”équations ¥ = X et ¥ = —X dans le nouveau repére donc d’équation
1 1
y=x— 3 ety=—x— 3 dans ’ancien repére.

3. —22 4+ y?+ 20 -2y —-8=0:

P22 -8 = 0e— (2 —20)+ (1P —2y) -8 =0 — {(x—l)Q—l} + [(y—l)Q—l} —8=0
s —(z-1)*+@y-1)*-8=0
En effectuant la translation de vecteur :1 , un point de coordonnées dans ’ancien repére a pour coordonnées
)}f i ;: 11 dans le nouveau repére. L’équation devient
X2 y?

Il s’agit d’'une hyperbole

(7421)22\/57 C:\/(12—|—b2:4, e:E:\/ﬁ

a
) X=0 N ) = N
de foyer F' de coordonnées vV — 4 dans le nouveau repére donc de coordonnées 3 dans le nouveau repére,
et de directrice d’équation Y = —2 dans le nouveau repére donc d’équation y = —1 dans ’ancien repére.

5.3 Elimination du terme rectangle

Proposition 14

Soit £ une courbe du second degré. Au moyen d’une rotation du repére, il est toujours possible de ramener cette équation
a une équation sans terme rectangle. Précisément, si I'équation de £ dans un repére orthonormé direct est : equation
Ax? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0 finequation et si le nouveau repére est obtenu par rotation de I’ancien d’un angle 0,
le terme rectangle de I'équation dans le nouveau repére est :

Bcos(20) — (A — C)sin(20)

— arctan
2 A

Pour annuler ce terme, il suffit de définir 6 en posant : 6 =

siA#C

Preuve
Les coordonnées (x,y) dans le repére de départ se déduisent des coordonnées (X,Y") dans le repére obtenu par rotation d’un
angle # au moyen des relations :

x=Xcosf —Ysinf, y=Xsinf+Y cosb

Dans le nouveau repére, I’équation de £ s’écrit donc :
A(X cos 0—Y sin 0)*+B(X cos 0—Y sin ) (X sin §+Y cos §)+C(X sin +Y cos 0)+D(X cos §—Y sin 0)+FE(X sin +Y cos0)+F =0
Cette équation est clairement de la forme :
A'X? +2B'XY + C'Y? +2D'X +2E'Y + F' =0
avec en particulier :

A" = Acos? 6 + Bcosfsinf + Csin? 0
B' = —2Acosfsinf + Bcos? — Bsin? 0 + 2C sin 6 cos §
C' = Asin?60 — Bsinf cosf + C cos> 6
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et le coefficient du terme rectangle est donc :
B’ = —2Acosfsinf + Bcos® § — Bsin® 6 4+ 2C sinf cos = (C' — A) sin(26) + B cos(20)
Si langle 6 est choisi de telle sorte que (A — C)sin(26) = B cos(26), on aura alors B’ =0. SiA=C, 0 = % convient et sinon

il suffit de prendre :

9_1 tan [ ————
]

Meéthode 4 (Eliminer le terme rectangle)
Pour éliminer le terme rectangle dans I'équation Ax? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0, on réalise le changement de repére
x=Xcosf—Ysinf, y=Xsinf + Y cosf ou 0 est choisi de la maniére suivante :

™
‘.A: = —
e si C,0 7

arctan <B>
e siA£C, 0= f‘c

— on peut déterminer 20 ainsi que cosf et sinf, il n’y a plus alors qu’a réaliser le changement de variables;

et plusieurs cas se présentent :

— on peut déterminer 260 ainsi que cos(20) et sin(26) mais cos § et sin 6 ne sont pas connus, on utilise alors le formules
suivantes pour les calculer :

1 260 1-— 20
cosh = 1 Fe5C0) g JLcos(20)
2 2
— ni 20 ni 6 ne sont des angles connus, on peut cependant calculer cos(26) en utilisant la relation :
1
cos(arctant) =

V14t2
puis on calcule cosf et sinf a partir de cos(20) en utilisant les formules précédentes (ce cas de figure est, en

pratique, relativement rare).

Bien que I'on sache que cette méthode produit toujours une équation sans terme rectangle, il est conseillé de mener quand
méme les calculs afin de diminuer le risque d’erreurs.

Exercice 15
Eliminer le terme rectangle dans les équations suivantes :

2 —ay+1y?—1=0, —22—-2V3Bay+1y>—-2=0

Solution 15 0
o 22 —zy+y?> —1=0: Puisque A = C = 1, on peut effectuer la rotation de centre

et d’angle —0 avec 6 = Z donc

ﬁ
X z =X cos —Y sin6 2 (X -Y)
y =

o

=Ry <~

y = Xsinf +Y cosf 2

(X+Y)

et I’équation devient

3

1 1 1
x—ﬂw+y—l—0@>(X Y)—§@X—YMX+YH7JX+YY—1:O©§X”+?”:1

Il s’agit donc d’une ellipse

2 1 1 3
a=1/=, b=—, b>a, c=va2-b=—, e:E:£
3 V2 V2 a 2
dont le foyer F' a pour coordonnées y - _ 1 dans le nouveau repére donc de coordonnées 21 dans ’ancien

V2 y=-5
2v/2

repére, et de directrice d’équation Y = ——3 dans le nouveau repére donc d’équation
2 (z—y 2v/2 4 4
¢2< > 3 TrTYTT3ovsTay

dans le nouveau repére.
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o — 22 —2V3zy +y?> —2=0: Puisque A # C, on effectue la rotation de centre 8 et d’angle —0 avec
1 B —2v/3 1
0= 3 arctan (A—C) =5 arctan (_1 £> =3 arctan /3 = %
V3 1
X x x X x=Xcosf —Y sinf x77X*§Y
=R_y <~ =Ry <~ .
Y Y y Y y= Xsinf+Y cosf 1 V3
y=-X+-—-=Y
2 2
et I’équation devient
2 2
1 1 1 1
B2 = 0e— (Bxoby) ova(CBx o L) (Ax s By ) s (Ex s By ) _asg
2 2 2 2 2 2 2 2
& 2X742Y?P-2=0& -X’+Y? =1
Il s’agit d’une hyperbole
a=b=1, c=Va24+02=V2, e=-=12
V2
) X=0 . , = .
dont le foyer F' a pour coordonnées Y=_\2 dans le nouveau repére donc de coordonnées 3 dans I’ancien
Y= 9
repére, et de directrice d’équation ¥ = _ﬁ dans le nouveau repére. Puisque 'on a
V3 o1
X R T X =2zcosf +ysind X—Tx—&—?y
y ~ 7%y Y = —xsinf + ycosd 1 V3
Y=—a+—y
2 2
I’équation de la directrice dans I’ancien repére est
SR I NN J
2t TV T T BTV T S 3
Exercice 16
Eliminer le terme rectangle dans :
2
2 2
-z — —=zy+y —2=0
/3 yTy
m . s . U
(on pourra calculer cos (—) et sin (—) a partir de cos (7))
12 12 6
Solution 16
On trouve § = —. Alors :
12
s
/243 1- cos(g)

cos =

sinf =

ce qui conduit a réaliser le changement de repére :

)

= 2_\/§
2

2

T = v2J”/gx— V2_\/§Y
2 2 ’

2 Y2
On trouve pour équation dans le nouveau repére fﬁ + ﬁ =1. Onpose a =b = v/3, c = Va2 + b2 = \/2v/3. L’ensemble
obtenu est alors ’hyperbole de foyer de coordonnées X =0, Y = —¢ = —ﬁ{l/g, d’excentricité e = v/2 et de directrice
4
a 3
d’équation ¥ = —— = —:g. Il ne reste plus qu’a revenir dans I’ancien repére ce qui est facile puisque :
e

X

yo V2-B V2B

www.mathematiques.fr.st
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Exercice 17
Eliminer le terme rectangle dans :
2 4oy —y* —2=0

tan(2 tan(2
on commencera par calculer cos(arctan(2)) puis on en déduire cos w et sin %n() .
2 2

Solution 17

tan(2
On trouve 0 = w

2

1 1 + cosarctan(2) 5+5 . 1 — cosarctan(2) 5—-+5
cosarctan(2) = 7 cos = 5 = 0 sinf = 5 = 10

Ceci conduit & poser le changement de repére :

w2 [BVE BV B
10 10 10 10

VX2 /5Y?
2 2

X¥_¢5+vﬁz+¢5vﬁ% YC_¢5VE$+¢5+v@y
10 10 10 10

. Donc :

L’équation dans le nouveau repére est alors = 1. On trouve une hyperbole et il est facile de revenir dans

I’ancien repére, puisque :

5.4 Discriminant

Proposition 15
Le discriminant d’une équation reste inchangé lorsque 'on effectue un changement de repére orthonormé direct. Le signe
strict du discriminant est inchangé lorsque I’on multiplie I’équation par une constante non nulle.

Preuve
Un changement de repére orthonormé direct peut toujours étre décomposé en un changement de repére par rotation suivi
d’un changement de repére par translation. Partant d’une équation du second degré de la forme :

Az? + Bay+Cy> + Dz +Ey+F =0

si on réalise un changement de variables de la forme x = X + a et y = Y + b (autrement dit une translation de repére),
I’équation dans le nouveau repére s’écrit :

AX? 4+ BXY +CY?+D'X+FEY+F =0

et le discriminant est inchangé. Si maintenant on réalise un changement de variables de la forme x = X cosf — Y sinf et
y=Xsinf+Y + cosf (autrement dit une rotation du repére), ’équation dans le nouveau repére s’écrit :

AX?+BXY+CY?+D'X+EY+F =0
avec .

A" = Acos® 0 + BcosOsinf + Csin® 0
B’ =2(C — A)cosfsin6 + B(cos? § — sin? §)
O’ = Asin®?0 — Bsinfcosf + C cos® 0

On écrit cos? 6, sin® @ et cos@sin 6 en fonction de cos(26) et sin(26) :

yas Acos(?é‘) +1 n 35111(29) n C’l — cos(26) _A+C +cos(29)A -C —|—sin(29)§
2 2 2 2 2 2

B' = (C — A)sin(20) + B cos(26)
1-— 2 in(2 1 2 A A— B
C'=A C(Q)S( 6 _ Bs1n(2 %) +C i C(Q)S( %) = ;C - cos(ZQ)TC - sin(29)§
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On développe ensuite 4A'C’ et B’ % en utilisant les identités remarquables, puis on soustrait :

B’? = sin?(26)(C — A)? + cos?(20) B2 + 2 cos(26) sin(20) B(C — A)
4A'C" = (A + C)? — (cos(20)(A — C) +sin(20) B)?
= (A+ )% — cos 20)(A — €)% — sin?(20) B — 2 cos(26) sin(20) B(A — C)
B? —4A'C' = B>~ (A+C)* - (A—C)? = B> —4AC

et le discriminant reste inchangé. Finalement, si ’équation est multipliée par une constante non nulle A, le discriminant est
multiplié par A* > 0 et son signe (strict) est donc inchangé. m

Lorsque nous avons réduit I’équation du second degré pour aboutir aux coniques (ou aux formes dégénérées), nous avons
effectué des changement de repéres par translation et rotation, ce qui ne change pas le discriminant de ’équation. Nous
avons également effectué des multiplications de léquation par une constante non nulle (ce qui peut changer le discriminant,
mais pas son signe strict). On en déduit que, au cours des réductions qui ont été effectuées, le signe (strict) du discriminant
est resté inchangé. On a donc le résultat suivant.

Proposition 16
Soit £ une courbe du second degré, dont une équation dans un repére orthonormé a pour discriminant A. On est alors dans
un, et un seul, des cas suivants :

1. A =0 et £ est soit une parabole, soit vide, soit réunion de deux droites paralléles (éventuellement confondues);
2. A >0 et & est soit une hyperbole, soit vide, soit un cercle (éventuellement réduit a un point);

3. A <0 et & est soit une ellipse, soit réunion de deux droites sécantes.
Lorsqu’il est possible d’affirmer que £ est une conique (par exemple, par construction) on a :

A =0 sietseulement si £ est une parabole
A <0 sietseulement si £ est une ellipse

A >0 sietseulement si £ est une hyperbole

Méthode 5 (Reconnaitre ’ensemble défini par une équation du second degré)
1. On calcule le discriminant afin de savoir quel type d’ensemble on va obtenir;

2. Si I’équation présente un terme rectangle, on I’élimine;
3. On met sous forme réduite ’équation sans terme rectangle obtenue;
4

. On reconnait 'ensemble décrit par I’équation sous forme réduite et on donne ses éléments caractéristiques (foyer,
excentricité, directrice, centre éventuellement) dans le repére dans lequel ’équation est réduite;

5. On décrit les éléments caractéristiques dans le repére de départ (en inversant le changement de variables).

Exercice 18
Reconnaitre 'ensemble défini par les équations du second degré suivantes :

zy+x+y—1=0, 3m2—2\/§wy+y2+x—1:0

Solution 18

e zy+ax+y—1=0: On commence par éliminer le terme en zy. Puisque A = C = 0, on choisit § = % On effectue la

rotation de centre 8 et d’angle —6 donc
V2
’X e e Ll _p | X @{x—XcosﬂYsiHH - z= 4 (X-Y)
y — -y = Xsinf + Y cosf 2
y y y yzg(Xer)
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et I’équation devient

w+r+y—1 = 0<:>%(X—Y)(X—FY)—F?(X—Y)—I—g(X—&-Y)—1=0

1 1 1 1
o §X2+\/§X—§Y2—1:0<:>§(X2+2\/§X)—§Y2—1:0

. ;{(X+\/§)2—2}—;Y2—1—0@i(x+\/§)2—iy2—1

. . . X .

On effectue ensuite la translation de vecteur \(/)5 . Un point de coordonnées v dans ’ancien repére R a pour
=X 2 . .

coordonnées S T 7;\[ dans le nouveau repére R’ . L’équation devient

]‘ 2 12_ 12 12_
Z(X+\/§) Y =le 82— (T =1

Il s’agit donc d’une hyperbole. Déterminons ses éléments caractéristiques.

1 CE—Y 1
a/:b:77 C = a2—|—b2:7 6222\/5

2 V2’
§o_L_ v 1
de foyer F' de coordonnées T V2 2 dans le repere R’ et de directrice d’équation X = ———= dans le
T=0 2v2
repeére R/.
Il reste & revenir dans le repére initial. Il est immédiat que X = § — /2 = - et Y =T=0et
V2
T R X <:>{5L'=XCOS9—YSin9 - zZT(X*Y)
= 0 .
Y = Xsinf + Y cos@ 2
! ! y=L(x+v)
V2
X R z X =zcosf +ysinb X:7(m+y)
Yy 01y Y = —xsinf + ycosd V2
=5 (—z+y)
__3
Par conséquent, le foyer F' a pour coordonnées % dans le repére initial et de directrice d’équation
Y= D)
1 V2 1 1
X=——Fc6 @4y =—%=Cr+ty=—"-y=—a0— =
R (@+y) =—3 7 y y 5

dans le repére initial.

e 322 —2v3zy+y>+2—1=0: On commence par éliminer le terme en zy. Puisque 3 = A # C = 1, on effectue la

rotation de centre 8 et d’angle —60 avec
1 B 1 —2v3 1
0 = 3 arctan (A—C’) = 3 arctan (3:{) = B arctan (_\/5) = —%
V3 1
X x x X z=Xcosf —Ysinf T = 2X+§Y
=TR_p & =Ry & . &
Y Y Y Y y = Xsinf + Y cosf 1 V3
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et I’équation devient

3x2—2\/§xy+y2+33—120
@3<\g§x+; > 2f<fX+ Y)( 1X+‘23Y>+<1X+\/§Y> +<\§X+;Y>1—O

2 2 2
1 1 1
®4X2+2\/§X+2Y10@4<X2+\§X> +5Y —1=0
V3" 3 1 v3\~ 3
NAW 67 3\ 1 67
V3
On effectue ensuite la translation de vecteur 1g7 . Un point de coordonnées ‘;f dans l'ancien repére R a pour
128
s-x+¥3 o
coordonnées %9 dans le nouveau repere R’ . L’équation devient
T=Y - —
128
VAN 67 1
<X+16> 2(Y 32) 0<4S +2T 0& S

1
Il s’agit donc d’une parabole, p = 6 de foyer F' de coordonnées

0
1 dans le repere R’ et de directrice d’équation
3

1
T= 3 dans le repére R’.

Il reste a revenir dans le repére initial. Il est immédiat que

V3 V3 67 1 67 71
X=§-Y2__ V2 o y_pqp 2t 20
16 16 ¢ +128 32+128 128
et
V3 1
r_p X N z=Xcosf —Ysinf - xZTX“‘iY
y Oy y=Xsinf+Y cosf 1 V3
y=—-X+ Ly
2 2
V3 1
X T X =xzcosf+ysinh X:7$_§y
= R_g & . g
Y y Y = —xsinf + ycosf 1 V3
Y=o+ ¥
2 2
VB[ B\ 1y _ a1
P & t, le f F d & 2 16 2\128/ 256 d 1 s tial et d
ar conséquent, le foyer F' a pour coordonnées ans le repére initial et de
! e _ 1 VB, VBT _T93 ’
Y775 716 2 \128) = 256
directrice d’équation
e 1, 8 1 VB VB a3
128 32 T8 T2t T Y T s YT T 64

dans le repére initial.

5.5 Reécapitulatif sur les coniques

Coniques générales dans Rp

www.mathematiques.fr.st 23 abdellah bechata


http://abdellah.bechata.free.fr

kokkok ok

5 REDUCTION D’UNE EQUATION DU SECOND DEGRE

Ellipses (e < 1) dans Rgq

h =d(F,D)
p=ceh Parametre
r=—h Equation de D
p
S 1+e Premier sommet
0
_p_
S 1—e Second sommet (éventuellement)
0
2% +y? = (ex +p)? Equation cartésienne
r= Equation polaire
(1 —ecosh) d P

X2 Y?
— + i 1 Equation réduite
a
a= { feQ)’ = \/%762 Demi-grand axe et demi-petit axe
c=ca=QF Demi-distance focale, ¢? = a? — b?

—c e
F ‘ 0 F 0 Foyers
D:X= —g, p.x=2 Directrices

€ e
MF+ MF' =2a

t — (acost,bsint)
XX, YY,

a? b2 =1

Paraboles (e = 1) dans Rg

t2
@

YYo= p(X + Xo)

t—

Hyperboles (e > 1) dans Rgq

www.mathematiques.fr.st

Définition bifocale
Représentation paramétrique
Xo

Tangente en M Yy

Equation réduite
Equation de D

Foyer

Représentation paramétrique

Xo

Tangente en M
& Yo

Equation réduite

Demi-distance focale, ¢? = a? + b?

Foyers

Directrices

X2 y?
PR
- [
(@—1) )
c=ea=0F
—c | c
F‘ R A
D:x=-2 p.x=2
e

e
IMF — MF'| = 2a
t— (facht,bsht)

Définition bifocale
Représentation paramétrique
Xo

Tangente en M Yy
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