
PSI* : réduction, préhilbert 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 1. Etude de la réduction de A =

0@�1 9 9
1 14 13
�1 �6 �5

1A
2. Justi�er l�existence d�un vecteur X0 2M3;1(R) tel que la famille (X0; AX0; A2X0) soit une base de M3;1(R)

3. Montrer que fM 2M3(R) = AM =MAg = fP (A); P 2 R2[X]g

4. Existe-t-il une matrice réelle X telle que X2 = A ?

5. Déterminer toutes les matrices X telles que X3 = A

Exercice 1.2 1. Etude de la réduction de A =

0@ 2 1 1
6 �1 �10
�7 1 10

1A
2. Expliciter une matrice inversible P0 et une matrice T la "plus simple possible" telles que A = P0TP

�1
0

3. Déterminer toutes les solutions de l�équation Y 2 =
�
1 1
0 1

�
:

4. Soit X une matrice véri�ant X2 = A:

(a) Donner le plus de solutions "évidentes" à cette équation.

(b) Soit � 2 C: Déterminer la condition sur � pour que la matrice X � �I ne soit pas inversible.
(c) Montrer que tout vecteur propre de X est vecteur propre de A:

(d) En déduire l�existence d�une matrice P telle que P�1AP = T et P�1XP =

0@� � 0
0 � 0
0 � �

1A
(e) En déduire le nombre maximal de solutions de l�équation X2 = A puis donner toutes les solutions.

Exercice 1.3 1. Etude de la réduction de A =

0@ 5 1 �1
�9 3 �7
�6 �2 4

1A
2. Chercher des solutions simples à l�équation X2 = A:

3. Donner un polynôme annulateur pour A puis un polynôme annulateur pour X:
Qu�en déduit-on sur X ?

4. Montrer que tout vecteur propre de X est vecteur propre de A:

5. En déduire qu�il existe une matrice P 2 GL3(R) telle que P�1AP et P�1XP soient diagonales.

6. Obtient-on de nouvelles solutions à l�équation X2 = A ? A-t-on de la chance ?
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PSI* : réduction, préhilbert 2 INDICATIONS

2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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PSI* : réduction, préhilbert 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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