PSI : suites et séries de fonctions

1 EXERCICES

1 Exercices

R—R

Exercice 1.1 1. Etude de la suite de fonctions (f,) définie par : f, : { 2 > ng exp(—na?)

uniforme).

2. Etude de la série de fonctions »_ f,.

n=0

+oo
3. Calculer > f.(x)
n=0

A

Exercice 1.2 Soit la suite de fonctions (fy,)nen définie par Vn € N, Vo € R :f, (z) = TEn2na?
n2nx

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,).

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,).
1 1

3. Calculer [ f(z) dx et lirf [ fu(z) dz. Conclusion ?
0 nTmTeo g

T

Exercice 1.3 Pour a > 0 et n € N* on définit f, : R—>R, a2+ ———m—.
n® (1 + nx?)

1. Etudier la convergence simple et uniforme de f,.

[\

. Montrer que Y f,, converge simplement.
+oo

3. On définit s(z) = > fn(x) pour tout x € R. Etudier la continuité de s sur R*.
n=1

4. Si o > 1, montrer que s est continue sur R
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PSI : suites et séries de fonctions 2 INDICATIONS

2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Pour la convergence simple, se rappeler que XliI:Itl X%exp(BX) = )}imﬂ: exp(8X).

Pour la convergence uniforme sur R, pour n fixé, dresser le tableau de variations de la fonction f,, — f, ou f est la
limite simple de (f,,). En déduire la valeur de sup | f,(z) — f(x)| puis la limite lorsque n — +o0.
z€R

1 1
Ensuite fixer un réel ¢ > 0 et calculer  sup |fn(x) — f(z)| (on remarquera que —a < —— et a > —— pour n
z€R\[—a,a] " V2n V2n

assez grand). En déduire la convergence uniforme sur R\[—a, a].

2. A Taide des résultats obtenus a la question 1) montrer que I'on a pas convergence normale sur R, ni sur R* et montrer
que 'on a convergence normale sur R\[—a, a], a > 0.

“+ o0
Montrer ensuite la continuité de z — > f,(z) sur R\[—a, a] puis sur R*.

n=0
3. Remarquer pour commencer que
+oo ) 1 +oo d )
nz:;)na: exp(—nz”) = ~5 T;) e (exp(—nz?))
Appliquer ensuite le théoréme de dérivation des sommes de séries de fonctions sur 'ensemble R\[—a, a]. En déduire
une égalité remarquable sur R\[—a, a] puis sur R*. Pour finir, ne pas oublier que —iof; q" = - - sous certaines conditions
n=

(revoir son cours le cas échéant)

Indication pour I’exercice :

1. L’équivalent est ton ami (attention, x est fixé, n varie et on ne divise jamais par 0)

2. Pour la convergence uniforme sur R, pour n fixé, dresser le tableau de variations de la fonction f,, — f, ou f est la
limite simple de (f,,). En déduire la valeur de sup | f,,(z) — f(x)| puis la limite lorsque n — +o0.
z€R

Ensuite fixer un réel @ > 0 et calculer  sup |f,(z) — f(x)| (on remarquera que —a < et a >

1
z€R\[—a,a] Vn2n

assez grand). En déduire la convergence uniforme sur R\[—a, a].

1
——— pour n
\Vn2n P
!

1
u

3. Le calcul de f fn(x) dx utilise —. Procéder par absurde, utiliser le théoréme de permutation limite intégrale sur un
O U;

segment.

Indication pour l’exercice :

1. Pour la convergence simple, I’équivalent est ton ami (attention,  est fixé, n varie et on ne divise jamais par 0).
Pour la convergence uniforme, pour n fixé, dresser le tableau de variations de la fonction f,, — f, ou f est la limite
simple de (f,). En déduire la valeur de sup |f,, () — f(z)| puis la limite lorsque n — +o0.
z€R

2. L’équivalent est plus que jamais ton ami (attention, x est fixé, n varie et on ne divise jamais par 0). Un petit tour dans
le cours consacré & 1’énoncé précis du critére d’équivalence pour les séries n’est pas un luxe.

3. Vérifier rapidement que 1'on a pas convergence normale sur R en général (a > 0 seulement).
Mountrer que l'on a convergence normale sur R\[—a,al], a > 0.
—+oo
Mountrer ensuite la continuité de z +— > f,(x) sur R\[—a,a] (revoir son cours sur la continuité de la somme d’une
n=0

série) puis sur R*

4. Vérifier que l'on a convergence normale sur R pour en déduire le résultat souhaité
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3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

1. Etude de la convergence simple : On fixe x et n varie.

T 1
0, li —nz?) = li — -Ty=—- 1 T -T)=0
pour x #,0, Jim  na exp(—nz?) e M~ exp(—T) - i exp(—T)
Pour z = 0,. lirJrrl nz exp(—nz?) = liI_il_l 0=0.

Par conséquent, la suite f,, converge simplement vers 0 sur R tout entier.
Etude de la convergence uniforme : Pour n fixé, on étudie les variations de z +— f, () — 0 = f,(x) sur R pour obtenir
une majoration effective de sup|f,(z) —0].

z€R

(falz) =0) = f1(z) =n (1 — 2na®) exp(—na?) et f,(z) est du signe de 1 — 2na?

1 1
Puisque f,, est impaire, que fn(ﬁ) = gexp(—i) et que

lim (f,(z)—0)= lirf nrexp(—nz?) = lim /nTexp(~T) =0 (n est fixe)
r— 100

r—400 T=nz2 T—4oc0

on en déduit le tableau de variations de (f, — 0).

| T
x - v — +00
1 — 2na? — \6% + \/gin —
(fn—0) — 0 + 0 -
: T 1)
Jn—0 N /! N\
-vﬁ;exp«-;> 0

ce qui montre que

n—-4o0o

n 1
n—wm=wmmm—m=/em@> S 4o
z€R 2 2

donc la suite de fonctions (fy,)n>0 ne converge pas uniformément vers 0 sur R tout entier.

, . L. , ) . 1 1 .
Néanmoins, le tableau de variations de f,, montre que 'extremum génant est atteint en ——— et —— qui tendent vers
Van  V2n

0 lorsque n tend vers +oo. Montrons que 1'on a convergence uniforme sur tout ensemble de R ne contenant pas 0 (en
son intérieur ou sur son bord, autrement dit que 0 ne soit pas dans ’adhérence de ensemble), ¢’est-a-dire montrons
que la suite de fonctions (f,)n>0 converge uniformément sur tout ensemble du type | — oo, —a] U [a, +o0[ avec a > 0
(en clair R privé d’un segment [—a, a] afin de ne pas avoir 0 comme point adhérent).

Fixons @ > 0. Puisque lim ———= = lim ———= = 0, on est assuré de l'existence d’un entier N(a) (dépendant

n——+oo \2n n——+oo vV 2n
1

1
a priori de a) tel que pour tout n > N(a), on ait —a < — et a > ——=. Dans ce cas, le tableau de variations

V2n

9

précédent et I'imparité de f, — 0 montre que

T T
T —00 —a - — a +00
2n 2n
1 — 2na? — 0 + 0 —
(fn —0) - 0 + 0 =
n 1
Vn > N(a), 0 \/;exp(Q)
N N
fn -0 7fn(a) / fn(a)
1
N\ \/ZGXP(Q) N| O
On en déduit aisément que
Vn > N(a), sup | fu(x) = 0] = fu(a)
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et comme a est fixé, la convergence simple de f,, sur R montre que 1irJIr1 fn(a) =0 donc
n—-—1+0oo

lim sup  |fn(z) —0[= lim f,(a) =0,

n—-+oo zER\[—a,a] n—-4o0o

ce qui implique que la suite de fonctions ( f,,)n>0 converge uniformément vers 0 sur tout ensemble de la forme R\[—a, a].

Par contre, on a pas convergence sur |J R\[—a,a] = R* car
a>0

1 n 1
WEN, sup () 0= Fal =) = [Fem(-g) o
Remarque : ici nous avons constater que l'on a pas convergence uniforme sur Uintervalle tout entier de convergence
simple (en Uoccurence R dans le présent cas). Pour deviner les ensembles éventuels de convergence uniforme, il faut
regarder les limites L lorsque n tend vers +oo des points ot se réalise la valeur extrémale de |f,(x) — f(x)|. Alors on
a, en général, convergence uniforme sur tout ensemble ne contenant pas dans son adhérence (i.e. a Uintérieur ou sur
ses bords, méme s’ils sont exclus) les limites L. On procéde comme dans notre cas en disant que pour n assez grand, on
dispose du tableau exact de monotonie de la fonction f, — f (les bornes de l'ensemble se situant de part et d’autres des
limites L), ce qui fournit le calcul exacte de la valeur maximale de | f,(x) — f(x)| sur l’ensemble considéré et détermine

alors hIJIrl sup | fn(z) — f(2)].

n—-+o0o

série numeérique Y sup |f(z)| diverge grossiérement donc la série de fonctions Y f, ne converge pas normalement
n>0z€R n>0

sur R tout entier
De méme, on n’a pas convergence normale sur R*.
Soit a > 0, alors il existe un entier N(a) tel que

1
2. Etude de la convergence normale: D’aprés I’étude précédente, on a sup |f(z)| = \/>exp(—2) — 400 donc la
z€R

Vn > N(a), sup | fn(2)| = fula) =na exp(—naQ)
z€R\[—a,a]

Montrons que la série a termes positifs > f,(a) est convergente. Pour cela, on applique une régle de comparaisons.

n=0
1
Puisque e=¥ = o(==) et que na> — +oo (car a > 0 donc a # 0), on en déduit que
— 400 X3 n—-+o0o
1 1 1
2 _ _ 2y
exp(—na”) oo © ((naZ)3> oo © (n3> = naexp(—na®) =o (nQ)
1
Lasérie ) — étant une série de Riemann convergente (o = 2 > 1) et positive, on en déduit que la série - naexp(—na®) =
n>1M n>=0

> fnla) est convergente, ce qui implique que la série numérique Y.  sup |fn(z)| converge. On vient donc de dé-
n>=0 n>0z€R\[—a,a]
montrer la convergence normale de la série de fonctions > f,, sur tout ensemble de la forme R\[—a, a] (ce qui, rappelons

n=0
le, implique la convergence uniforme sur cet ensemble).

Pour tout entier naturel n, la fonction f,, est continue sur R\[—a, a] et la série de fonctions > f, converge normalement
n=0

sur R\[—a, a] donc le théoréme de continuité des sommes de séries de fonctions montre que la fonction x — Z fn(2)

est continue sur R\[—a, a]. Le réel a étant quelconque parmi les réels strictement positifs, on en déduit que la fonctlon
“+o0
x+— Y. fo(x) est continue sur |J (R\[—a,a]) = R*.
n=0 a>0
: d 2 2 92 LA
3. Puisque d—(exp(—na: )) = —2nz exp(—nz?), on a I'égalité
x

di<exp<_m2))

| —
Mg

too “+o0
Z fn(x) = aneXp(—nxQ) — _
n=0 n=0

Si 'on pouvait permuter les symboles sommes et dérivations, on serait amener & calculer une somme de suites
géométriques (exp(—nz?)) = (exp(—x?))"), ce que l'on doit savoir faire puis dériver le résultat. Bien entendu, le
théoréme a utilisé est le théoréme de permutation somme dérivée. Il nécessite néanmoins la convergence uniforme sur
un ensemble donné(en général, cela signifie convergence normale si la série n’est pas alternée, ce qui est notre cas) de

n=0
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+oo +o0

la série ) d—(exp(fn:cz)) = 2 Y nxexp(—nx?) et nous savons que nous ne disposons de convergence normale que
n=0 4T n=0

sur des ensembles de la forme R\[—a, a].

Fixons a > 0.

e Pour tout entier n, la fonction = — exp(—nz?) est de classe C! sur R\[—a, a].

e La série Y exp(—na?) converge normalement sur R\[—a, a].
n=0
Preuve :

Ve € R\[-a,a], 2°>a®=na’®>na®= |exp(—na?)| < exp(—na®) (majoration "brutale")
= 0<  sup |exp(—nz®)| < exp(—na®) = (exp(—a?))"
z€R\[—a,qa]

Puisque exp(—a?) €] — 1,1[ (a > 0) la série géométrique > (exp(—a?))™ est convergente et I'inégalité précédente
n=0
montre que la série numérique sup |exp(—nm2)|, ce qui implique la convergence normale de la série de
n>0z€R\[—a,a]
fonctions Y exp(—na?) sur R\[—a, a]

n=>0

e La série Y. nxexp(—nx?) converge normalement sur R\[—a, a] (cela a été montré & la question 2)
n=0

Le théoréme de permutation somme dérivée montre alors que la fonction z — EO:O exp(—na?) est C! sur R\[—a,a] et
que sa dérivée est =0
d (X ) =4 ) = )
Vr € R\[~a,ad], . <nz_;)exp(—nx )) = nz:%% (exp(—na?)) = —QnXZ%nxeXp(—na: )

Puisque a est un réel strictement positif quelconque et tout réel z non nul appartient nécessairement & un ensemble du
type R\[—a,a] (U (R\[—a,a]) =R*) on en déduit que

a>0
d +oo +oo d +o00
Vo e R*, . Z exp(—nz?) | = Z o (exp(—na?)) = -2 Z nax exp(—nwz?)
n=0 n=0 n=0
+o0 1
En utilisant que Vo € R*, exp(—a2) €] — 1,1[ et que > ¢" = ] si ¢ €] — 1, 1[, on obtient que
n=0 —q
+oo —+o0 1
X 2\ _ 2\\" _
Ve € RX, ngoexp(fn:v ) = ngo (exp(—2?))" = 1 — exp(—a?)

donc

Ve e R*, -2 ionx exp(—nz?) = & (1> - _QxLQSQ)Q
dx \ 1 — exp(—z2) (1 — exp(—22))

n=0

ce qui nous donne I’égalité

+oo 2
exp(—z?)
Vo € R*, nzexp(—nz?) =g——m—~
2 naexplne) = e P
—+oo +oo
Pour finir, quand z =0, on a Y. nzexp(—nz?) = >, 0 =0 donc
n=0 n=0
.2
foo , —PCT) G R
D nwexp(—na?) = 3 (1 - exp(—a?))
n=0 0 sizx=0

Remarque : Montrons que cela implique que la série > nxexp(—nz?) n’est pas uniformément convergente sur R (donc
n=0
elle ne peut étre normalement convergente sur R, ce qui redémontrerait le résultat de la question 2).

Procédons par l'absurde. Supposons que la série > nxexp(—nx?) converge uniformément convergente sur R tout
n=0
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entier. Le fait que chaque fonction x +— nx exp(—nx?) soit continue sur R implique, par le théoréme de continuité de

la somme d’une série de fonction, la continuité sur R tout entier de la fonction

2
e —
o0 , x><p<—x>2 Gz e R¥
s 3 nresp(onst) = | T el o)
n=0 0 siz=0
(=) g
Or la fonction x — (1— exp(—:rQ))z n’est pas continue en 0 (car
0 siz=0
exp(—z?) x

1
et la fonction x — — n'admet pas de limite en 0 (donc elle ne peut tendre vers 0).
x

Conclusion : La série > nxexp(—nax?) n'est pas uniformément convergente sur R
n=0

2"y

Correction de I’exercice ¢ Soit la suite de fonctions (fy)nen définie par Vn € N, Vo € R :f,(x) = TT e
n2"x

1. Etude de la convergence simple. Si z =0, f,,(0) = 0 donc lirf fn(0) =0.Siz #0,

2"z 1
~ 2T 2
n—+oo n20x2 NI n—+oo

fn(2)
Conclusion : la suite de fonctions (fy,)n>0 converge simplement vers 0
2. Etudions les variations de f,, — 0 pour n fixé.
2"y ! o 1 na?2m
L+n2r22) 7 (1 +n2na?)?

(i) -0 = (

L v
vn2r' o 4yn

Comme f, — 0 est impaire et que f,( , on en déduit le tableau de variation suivant

I T N
T —00 — 00
, n2m n2m
1 —nzx2" — 0 + 0 —
(fn —0) - 0 + 0 -

Ju =0 N\ / \
var 0
Ay

V2n 1 /2n
= —— = — _— —
4v/n 4V n n—+oo
converge pas uniformément vers 0 sur R tout entier. Comme dans Iexercice [1.1} puisque

Par conséquent, sup|f,(z) — 0])
z€R

1 1
lim — = lim
n—-+oo ,/n2n n—-+oo y/n2n
montrons que l'on a convergence uniforme sur tout ensemble de la forme R\[—a, a], avec a > 0.
Fixons a > 0. Puisque

=0

lim — ! = lim ! =0,

n—-+oo W n—-+oo W

+00, on en déduit que la suite de fonctions (f,)n>0 ne

on est assuré de 'existence d’un entier N(a) (dépendant a priori de a) tel que pour tout n > N(a), on ait —a < ——
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et a >

. Dans ce cas, le tableau de variations précédent et I'imparité de f, — 0 montre que
Vn2n

1 1
T —00 —a — a +00
1 — nx?2" — 0 + 0 —
(fn - 0)/ 0 + 0
27l
= N(a),
vn (a) 0 N
N N\
fn =0 —fnla) / fn(a)
271
E 4yn N
On en déduit aisément que
Vn > N(a)7 sup |frb(x) - 0| = fn(a)
z€R\[—a,a]

et comme a est fixé, la convergence simple de f,, sur R montre que lirf fn(a) =0 donc
n—-—+oo

lim sup  |fn(z) = 0= lim f,(a)=0,

n—+oo z€R\[—a,a] n—+00

ce qui implique que la suite de fonctions (f,)n>0 converge uniformément vers 0 sur tout ensemble de la forme R\[—a, a]
Par contre, on a pas convergence sur |J R\[—a,a] = R* car

a>0

1 \2m
YneN, su n(r)—0l=frl—) = —= +00
Sp |fa@) =01 = ful =2) = 75 2

/
f(z) dz = [0dz = 0. Pour la seconde intégrale, on remarque une formule du type Ly
0

1 _
/ / 2"y ln(l +n2nz?) e=l B In(1 4+ n2™)
1+ n2”x2 2n oo 2n '
0

Le terme dominant de le In est n2™ donc on le factorise, ce qui nous donne

had
Of— =

) =o(n) ,_jxo_\
~~
on 2n B 2n n—too 2n 2
In2
donc hm f fulx 5 On retrouve ainsi que la suite (fy,)n>0 ne converge pas uniformément sur [0, 1] (donc sur

R). En effet si la suite de fonctions (fy,)n>0 converge uniformément vers 0 sur [0, 1], puisque chaque fonction (fy,)n>0
est continue sur le segment [0, 1], le théoréme de permutation limite intégrale sur les segments montre que

1

1
In2
li w(x)dr = li n(x)d —
Jim [ @)= [t (o) 57 =0
0 0

ce qui est absurde.

Remarquons pour finir, que la convergence non uniforme sur [0,1] provient du fait que 0 appartient o l'adhérence de
Uintervalle [0,1] (il appartient méme ici a Uintervalle lui-méme)

Correction de I’exercice [1.3|: Pour a > 0et n € N*, on définit f, : R - R, z+— I
n(1 + nxz?)
1. Etude de la convergence simple : si = 0 alors f,,(0) =0 donc hm fn(0) =0. Si z # 0 alors
1
folz) ~ v = — 0.

n—+too n® X nr2  nltexr notoo
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Conclusion : la suite de fonctions (f,,)n>1 converge simplement vers 0 sur R.
Etude de la convergence uniforme : Etudions les variations de la fonciton (f,, — 0)

(fal@) = 0)" = (no‘(l . nx2)>/ - na(11_+n§;)2

Comme f, — 0 est impaire et que fy,( on en déduit le tableau de variation suivant

1
i) = dpai

1 1
1 —na? — 0 + 0 —
(Ju— 0 = 0 O
1
0 4na+i/2
fn -0 \ 1 / \
~ 4pot1/2 :
Par conséquent, pour tout entier non nul n, on a
1
zlé%\fn(x) —0|= ey o 0 (car a+1/2>1/2 > 0),

ce qui montre que la suite de fonctions (f,,)n>1 converge uniformément vers 0 sur R tout entier.

2. Siz =0 alors f,(0) =0 et la série > 0 converge.

n>1

Si x # 0 alors f,(x) N iFag On invoque alors le théoréme de comparaison pour les séries a termes de signe
n—+oo MmN X

constant (par rapport & n et non x !)

e La série de Riemann )  —— est convergente puisque o +1>1 (a > 0)

n>1 n
e La suite <1+a> est de signe constant par rapport a n (égal au signe de x)
nttex ) ooy

1

° x ~ —
@) | o e
Toutes les hypotheéses du théoréme de comparaison pour les séries a termes de signe constant (par rapport & n et non

x 1) sont réunis donc on peut affirmer que la série de fonctions Y. f, converge simplement sur R tout entier.
n=1

3. On nous propose clairement d’appliquer le théoréme de continuité des sommes de séries de fonctions. Puisque chaque

terme de la série est continue sur R, nous allons étudier la convergence normale de la série de fonctions Y f, sur R*
n>1
(ou sur des sous-ensembles)

Nous avons montrer dans la question 1) que sup | f,,(z) — 0| n’est pas nécessaire-
SN

mais la série —_—
§: 71a+1/2

= Ano+1/2 1 4

1
ment convergente (car « est seulement supposer > 0 donc on n’est pas assuré que o + — > 1).

Il est également inutile d’espérer avoir convergence normale sur R* puisque

1

sup |fn(z) — 0 = sup [ful2) =0l = 7

zERX

1
Le tableau de variations de la question 1) montre que le probléme provient des points £—= qui tendent vers 0 donc
n

nous allons considérer des ensembles dont 0 n’est pas un point adhérent (0 n’est pas a l'intérieur de I’ensemble, ni sur
son bord) autrement dit sur des ensembles de la forme R\[—aq, a] avec a > 0.
Fixons un réel a > 0. Puisque

. 1 . 1
lim —— = lim — =0,
n—-+oo n n—-+4oo n
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1
on est assuré de 'existence d'un entier N(a) (dépendant a priori de a) tel que pour tout n > N(a), on ait —a < ——

vn

1
et a > —. Dans ce cas, le tableau de variations précédent et I'imparité de f,, — 0 montre que

NG

1 1
T —00 —a _ﬁ ﬁ a 400
1 — na? - 0 + 0 -
fu() - 0 + 0 -
1
VYn > N(a), -
n = N(a) 0 ymemTy
N\ N\
fn(Qj) _fn(a> 1 /‘ fn(a)
N Apot1/2 N 0
On en déduit aisément que
Vn > N(a),  sup |fu(2)] = fula)
z€R\[—a,a]
Nous avons établi dans la question 2) que la série > f,,(a) converge donc la série > sup  |fn(z)| converge, ce
n>1 n> N(a) z€ER\[—a,a]

qui implique que la série Y.  sup |fn(x)| converge.
n>1z€R\[—a,a]

Par conséquent, la série > f,, converge normalement sur R\[—a, a]. Puisque, pour chaque entier n, chaque fonction
n=0

x — fn(x) est continue sur R\[—a,a], le théoréme de continuité des sommes de séries de fonctions montre que la

+oo
fonction & — 3 fn(x) est continue sur R\[—a, a]. Le réel a étant quelconque parmi les réels strictement positifs, on
n=1

“+o0o
en déduit que z — Y f,(x) est continue sur |J (R\[—a,a]) = R*.
n=1 a>0

1 1 1 1
Puisque a > ok on «+ = > — + - = 1 donc la série

4. Nous avons vu a la question 1) que sup |f,(z)] 5> 513

vk AnoHIE
. 1 . . Ca
de Riemann )  ——= converge donc la série numérique _ sup |f,(z)| est convergente ce qui implique la convergence
>1 M n>1z€R
normale de la série de fonctions Y f,, sur R tout entier. En outre, pour tout entier naturel n, la fonction f,, est continue
n=1

“+oo

sur R, le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions continues montre que la fonction z — > f,(x)
n=1

est continue sur R tout entier
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