PSI : séries numériques 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Nature des séries suivantes

Zh%f (a € R); Z(_l)# ,Zln(l—i—(_l)n), Z(lnn){ln(u(_l)n)}

n n n
n=1 n=1 n=1 n=1

2n+1

!
Exercice 1.2 Soit x un réel. Nature de la série ) et
nsolx3x.x(2n+1)

Exercice 1.3 Nature de la série Y n?e~ V"
n=0

Exercice 1.4 Nature des séries suivantes

1+ n® 14 (=1)"n® 1
Z n2ao Z n2o ’ Z 1+ (_1)nna

n=>1 n=1 n=2

Pour la derniére série, et pour elle seule, on suppose a > 0
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2 Indications

Indication pour I’exercice [1.1|: Pour la premiére minorer simplement le terme générale de la série. En déduire les cas
de divergence. Pour les cas restants, se rappeler que Inn = o(n) pour tout € > 0. Pour la seconde série il s’agit d’une série
alternée et pour les deux derniéres séries, déterminer un DL contenant le terme général d’une série absolument convergente

Indication pour l’exercice [1.2] : D’alembert pour commencer. FEnsuite, pour les cas litigieux, montrer qu’il suffit

, . L. . , . , L, . Zn+1 .
d’étudier seulement 1'un des cas litigieux. Dans ce cas, déterminer un réel « tel que la série > In —— soit convergente avec
n=>0 Zn
nlzgt

I1x3x.x(2n+1)

Zn =N . En déduire un équivalent de puis conclure

I1x3x.x(2n+1)

Indication pour l’exercice [1.3] : Comparer le terme général a celui du terme général d’une série de Riemann bien
choisie

Indication pour I’exercice : Pour les deux premiéres séries, il s’agit de la somme de deux séries classiques, pour la
derniére déterminer les cas de divergence grossiére puis les cas de convergence absolue et enfin pour les cas litigieux, effectuer
un DL jusqu’a 'obtention du terme général d’une série absolument convergente
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3 Corrections

Correction de I’exercice [I.1] :

Inn 1 Inn 1
e > —— :Tlest de notoriété publique que la série > — est divergente si a < 1 et puisque pour n > 3, ona — > —

n>1 ne n>1 ne ne ne
(car Inm > 1 pour n > 3), on en déduit, par utilisation du théoréme de comparaison pour les inégalités, que la série

Inn )
> —— est divergente pour « < 1.
n=1 ne

Inn
Lorsque o > 1, on utilise la limite classique suivante : lirf —— = 0, valable pour tout € > 0, que I'on peut écrire
n—4oo N
Inn
aussi Inn = o(n®). On en déduit la comparaison suivante : — = o ) valable quel que soit ¢ > 0. En
n—-+00 n® n—+4oo no—¢
1

particulier, puisque a > 1 il existe nécessairement un réel (o) > 0 tel que a —e(a) > 1. La série ), ———— est alors

ns1 neE(@)
>

absolument convergente (série de Riemann avec o —e(«) > 1) et le théoréme de comparaison (concernant les o) montre
. Inn
alors que la série ) —— est convergente.
n>1 T
—1)"1lnn ) ) Inn ) )
L : Cette série n’est pas absolument convervgente (car la série Y. —— est divergente, cf. la série précé-
n>1 n n=1

—1)"Inn
dente). Nous allons alors essayer d’appliquer le théoréme des séries alternées. La série > # est une série

n>1 n

Inz
alternée dont la valeur absolue tend vers 0. La fonction & — —— est dérivable sur [1, 400 et admet pour dérivée la
x

—Inzx Inn
fonction z — ——— qui est négative pour z > e. On en déduit que la suite (——)n>1 est décroissante a partir du
rang 3. Toutes les hypothéses du théoréme des séries alternées étant vérifiées, on peut dés lors affirmer que la série
(-=D)™Inn (—=D)™Inn

est convergente, ce qui implique la convergence de la série
n=3 n n=1 n

On remarque que cette série n'est pas absolument convergente (cf. I’étude précédente)

(=D

e > In(14+ —) : Un raisonnement faux : On serait tenté d’utiliser Pargument suivant : puisqu’on dispose de
n

n>1
1) —1)" —1)"
!) ~ (e et que la série > =t

est convergente (série alternée dont la
n n—-+o00 n n>1 N

(=D"

léquivalent suivant : In(1 +

valeur absolue du terme général décroit vers 0), on en déduit, par comparaison, que la série > In(1 +
n>1

convergente. CE RAISONNEMENT EST FAUX car le théoréme de comparaison concernant les équivalents exige
que 'une des deux séries soit a termes de signe constant a partir d’un certain rang (I’équivalence impliquant le signe

(=n"

) est

des termes de lautre série). Or dans le cas considérer, la suite n’est jamais de signe constant a partir d’un

certain rang.

Remarque : Il arrive parfois que le terme général u,, d’une série admette un équivalent v,, qui ne soit pas de signe & partir

d’un certain mais tel que la série Y v, soit absolument convergent. Dans ce cas, on remarque que |un| ~  |vg|,
n o0

n>0 1
la série de terme général |v,| est positive et convergente donc le théoréme de comparaison montre que Y |uy| est
n=0
. . . . (1)
convergente, ce qui implique la convergence de la série ) uy,. Par exemple, c’est le cas pour la série ) In(1+4 %)
n

n>0 nx=1
Un raisonnement juste : L’équivalent n’étant pas suffisant, nous allons affiner. Pour cela, nous allons chercher un

—_1)n
DL de In(1 + (=1) ) jusqu’a l'obtention du terme général d’une série absolument convergente ou du terme général
n

d’une série a termes de signe constant (& partir d’un certain rang). Dans notre cas, il suffit simplement d’effectuer le
DL a lordre 2 de  — In(1 + ), ce qui nous donne

_1\n
La série Y (=1 est convergente (série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit vers 0). Puisque

n>1 N
1+(1) Lot la série Y Lot te et at touj égatifs, le théoréme d
— o\ — ~ ——F € ue la serie ——5 €st convergente et a termes toujours negariis, le eoreme de
2n?2 n2) nteo 22 O 4 ns1  2n? & ) &
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. . . . . 1 1 ,
comparaison pour les équivalences s’applique, ce qui montre que la série > ~5. + o( 5) est convergente. Pour finir,
n=1 n
(="
n

la série Y In(1+

n>1

) est la somme de deux séries convergentes donc elle est convergente.

1
Remarque : utiliser cette méthode pour déterminer la nature de la série Y, avec a €0, 1].

n>21+( 1) n

(="
e > (Inn) |In(1+
n>1 n
(Péquivalent n’est pas de signe constant et n’est pas absolument convergent). Effectuons un DL jusqu’a l'obtention du

terme général d’une série a signe constant (& partir d’un certain rang) ou absolument convergente.

)} : Comme nous ’avons vu sur la série précédente, il n’est pas possible d’utiliser un équivalent

(=", _ =1 1 (-H*]  (=D"lnn Inn  Inn
RO+ =) S T g o) T e [ S T T e o)
» o (=D hn | »
Nous avons vu précédemment que la série Y, ~———— est convergente. D’autre part, nous disposons de I’équivalent
n>1 n
suivant :
Inn (ln n) Inn
——to(—) ~ ——.
2n2 2n?2’ n—+oo  2n2

L. Inn . , . .
La série Z “9n2 est de signe constant. Montrons qu’elle est convergente. En effet, nous avons la comparaison suivante
n>1 n
Inn

1 1 o
~57 n e O(W) (car Inn T o(y/n). Puisque la série Z 3 est absolument convergente, le théoréme

de comparaison (concernant les o) montre que la série > —-— est convergente et l'application du théoreme de
n>1 n

Inn Inn
+o0 ( o2 ) est convergente. Si ’on combine ceci au fait

(=D"

n

comparaison pour les équivalents implique que la série ) —

1 n?

L (—=D)"Inn L

que la série > ~———— est convergente, on peut conclure que la série Y (Inn) |In(1 +
n=1 n n=1

)} est convergente.

Correction de ’exercice : Il semble clair que le critére de d’Alembert est un excellent candidat pour cette série

(le terme général est définition uniquement par des multiplications et des divisions). On n’oublie pas pour commencer de

s’assurer que le terme général ne s’annule pas a partir d’un certain rang (sinon le critére de d’Alembert ne peut s’appliquer).
nlg2ntl

Ix3x.x((2n+1)

Siz =0alors Vn € N, u,(0) =0 donc la série Y u,(0) converge trivialement.
n=0

Siz#£0,alors Vn € N,  w,(z) # 0. Puisque l'on a :

Posons u, () =

(’I’L+ 1>!x2(7z+1)+1
Ix3%x.x2m+1)+1) nl(n+1) |z |2? Ix3x.x@2n+1) (n+1), »
Int1 = X Int1 = ]
nlz 1x3x.x(2n+1)x(2n+3) n! |z| (2n+3)
1x3x.x((2n+1)

u”+1 (Qf) 2n+1

2
||

2 2
admet —— 2] 2]

Un41(2) comme limite. Puisque ‘o < 1 (resp. “o- > 1) ssi |2] < v2 (resp.
|
|z| > f) le critére de d’Alembert montre que la série ngo 13 ::c X 2n + 1)

on constate que le quotient
2n+1

converge absolument si = €] — v/2,v/2] et

diverge grossiérement si x €] — 0o, —v/2[U]V/2, +o0|.

n!27/2
Il nous reste a traiter les cas x = v/2 et x = —v/2. En remarquant que si x = —+/2, la série s’écrit —
V2 V2 drantd V2, n§01x3><..><(2n+1)
nl2"/2

, il suffit donc d’étudier la convergence de la série Y u,(v/2).

et si z = /2 la série >

nsolx3x.x(2n+1) n>0
La série > u,(v/2) est & termes positifs et le calcul précédent montre que
n=0
unt1(vV2)  2(n+1) 2n+2 2n+3-1 Lo, 1 +0(1)
un(vV2)  2n+3  2n+3 2n+3 2n+3  2n n?
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Z
Recherchons un réel « tel que, si ’on introduit la suite z définie par Vn € N,  z, = n®u,,, la suite {ln ( ntl ﬂ vérifie
n=1

Zn
Zn+1 _ i

On a les égalités suivantes

In ('“1) I (("HM> ~ aln (”“) +In (“"+1> :aln(l—!—%)—kln [1_ 21n+0(1)] e Lol

Zn, neu,, n Up, n?

1
Si ’on choisit a = 2 on a donc

1 1
1H<Z"+1> - 0(7)©1n2n+1—1nzn = 0O(=)

Zn n—-+o00 n n—-+o00 n?

1
La série > — est absolument convergente donc, d’apres le théoréeme de comparaison pour les O, on en déduit que la série
n>1 n
> Inz,11 — Inz, converge absolument donc elle est convergente. Ceci implique que la suite (In(z,)),, converge vers un réel
n=>1
L (la preuve est a la fin de la correction) donc

L
e
lim z, =L lim z, =< lim n'%u,(V2) =el ©u,(vV2) ~ ——
n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n1/2
. . ek . . 1 - . A
Puisque la série > 7 est positive et divergente (§ < 1), le théoréme de comparaison pour les équivalents montre que la
n>1 n

série > u,(v/2) diverge, ce qui implique la divergence de la série > u,(—v/2).

n>1 n>1

n!x2n+1
Conclusion : la série ngo Tx3%. x @t 1) converge ssi x €] — V2, \@[
n

Remarque : Rappelons qu’une série Y v, converge ssi la suite S, = Y vy = v1 +v2+ -+ v, converge. Dans ce cas, on

n>1 k=1
400
note »_ v, = hlf Sn. En particulier, la convergence de la série Y In(z,41) — ln z, implique la convergence de la suite
n=1 n—Too n=1
n
S, = Inzgy1 —Inzg =Inz,1 — Inzy (par les dominos) done celui de la suite (Inzp11), donce de la suite (Inzy,),.
k=1
Correction de I’exercice :  Intuivement e~ V" tend beaucoup plus vite vers 0 que n? vers +oo donc on peut espérer
que pour n n2e~ V" = 0(—;). Justifions ce fait : puisque I'on a nte~V" = exp(4lnn—/n) et que 4Inn—+/n ~ —/n,
n—+oo N n—+o00
1
on en déduit que 4Inn — /n tend vers —oo donc nte~V™ tend vers 0, ce qui démontre que n2e” V" = = 0(—2). La série
n—-+4oo n

1
> — étant absolument convergente, le théoréme de comparaison (concernant les o) s’applique donc on peut affirme que la
n=>1 n

série 3 n%e~ V™ converge.
n=0

Correction de l’exercice [I.4 :

1+ n® 1+ n® 1 1 o 1 : -

Y. —5.— : Pour commencer, on remarque que = — + —. Lasérie ), — converge ssi a > 1 et la série
oY 2 2c (e} [eY
n>1 TN n n n n>1"N
1 . 1 P - “ .

Y. —5n converge ssi 2a > 1 < a > ~. On en déduit que la série ), ———— converge ssi a > 1.
n>1"7 2 n>1 T

14+ (—1)"n>

e X
n=>1
convergente et que la somme d’une série divergente et d’une série convergente soit divergente, on ne peut rien dire de

S : Il faut commencer par éviter I'erreur suivante : bien que la somme de deux séries convergentes soit
n

1 1 1
la somme de deux séries divergentes (par ex : 1+ — ou — + (——)). lci ce dernier cas se présente lorsque a < 0.
n n n
1 —1)"n®
Sia=0,lasérie > 1+ (=)"n®
n=1
ne tend pas vers 0.

est simplement la série Y 14 (—1)"™ qui diverge grossiérement car son terme général

2
n<e n>1
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) 1 + _1 'ILnOc . .
Si a < 0 alors # ~ —— — +oo (car les suites n® et n?* tendent vers 0 par valeurs positives) donc
n2a n—+oo N2¥ n—too
la série est grossiérement divergente.
) 14+ (=1)"n® 1 " . -n"
Traitons le cas a > 0. Pour commencer, on remarque que (7) = % La série (% est une
n

n2a n2o ns1 N
série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit vers 0 (car o > 0) donc le théoréme sur les séries alternées
—1)»
montre que la série ( a) est convergente quel que soit o > 0. L’autre série ) — converge ssi @ > 1. On en
n>1 T n>1M
. . 1+ (=1)"n® . : :
déduit que la série ) —————— converge ssi a > 1 (traiter le cas > 1 puis le cas 0 < a < 1).
n=1 n
. . . 1+ (—1)"n" .
Conclusion : Soit a € R, la série > % converge ssi a > 1
n

n>1
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