PSI : suites et séries numériques

1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 0 < a < 1, b et ¢ des réels. Soit (z,,) la suite telle que o9 = ¢ puis x,,11 = asinz, + b.

1. Majorer |z,+1 — z,| en fonction de |z, — 2,,—1|
2. Montrer que c’est une suite de Cauchy.

Exercice 1.2 Soit z un complexe et v la suite définie par u,(z) = (1 + E)”
n

1. Etudier la suite u lorsque z € R
2. Etudier la suite u lorsque z € iR

3. Etudier la suite v dans le cas général

Exercice 1.3 Soit (a,b) € R3. Etudier la série de terme général a” + (Inn)

1
Exercice 1.4 Nature de la série de terme général u,, = (=)' 1/,
n

Exercice 1.5 Etudier la suite u,+1 = \/u, + a avec ug € Ry
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2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Exprimer z,41 en fonction de x,, et x, en fonction de z,,_1 puis inégalité des accroissements finis

2. De l'inégalité précédente, obtenir une majoration de |x,4+1 — 5| dépend uniquement de a,n et |x; — xo| puis donner

une majoration de |Zn1p — Tn| (Tntp — Tn = Y, (Tntkt1 — Tntk))

Indication pour I’exercice [1.2] :

1. Que dire de Inw,(z)
2. Ecrire u,(z) en polaire et déterminer la limite de son module (cf. 1)

3. Méme indication que précédemment en ajoutant la limite de 'argument (modulo 27)

. . . 7 . s s . 3 an ra .
Indication pour ’exercice [1.3|:  Chercher un équivalent (pour le numérateur déterminer lim ———— en écrivant
n—-+00 (]n n)\/ﬁ
an

(Inn)vn

dénominateur puis effectuer un DL de

sous forme exponentielle, méme méthode pour le dénominateur). Pour a = b, factoriser par a™ le numérateur et le

N
(vm)""

1+
an

.. . . . 1
Indication pour I’exercice :  Déterminer lim ——
n—+oo pl/n

Indication pour ’exercice[1.5]: Sia =0 et ug > 0, vérifier que Inw,, est bien définie et qu’il s’agit d’une suite standard
Si a > 0, étudier la fonction f(z) = v/x + a (monotonie, points fixes, tableau de variations, intervalles stables) puis le signe
de f(x)— 2. En déduire la monotonie puis la convergence de la suite u selon I'intervalle stable auquel appartient la condition
initiale.
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3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

1. |zps1 — zp| = |asinz, +b— (asinz,—1 +b)| = alsinz, —sinz,—1| < al|r, —z,—1| (inégalité des accroissements
appliquée & z +— sinx)

2. L’inégalité précédente implique, par une récurrence immédiate que je laisse au lecteur, que Vn > 0, |z,41 — 20| <
a™ |z — z|.
Nous en déduisons la majoration suivante

vn € N, VpeN~*,

p—1 p—1 p—1 p—1
Tntp — xn‘ - (xn—i-k-‘rl - ajn—i-k) g Z |$n+k+1 - xn+k:| g Z an+k |J?1 - 'TO| =a" Z ak |331 — X0
k=0 k=0 k=0 k=0
1—aP _ a"|zy — xo
= a"|x; —x < a<l1
1 ol l—a 1—-a ( )
. a” |z — o s . .
La suite (17),120 est indépendante de p et elle tend vers 0 donc la suite (2, )n>0 est une suite de Cauchy.
—a
) . ) L L a" |y — xo) : o .
On peut également utiliser la méthode epsiloniéne : la suite géométrique (17),@0 étant géométrique de raison
a” |1 — x| "
a €]0,1[C] — 1,1], elle converge vers 0 donc Ve > 0, 3IN(e) tel que Vn > N(e), —] . <& Cette derniere

magjoration étant indépendante de p, on en déduit que

Ve >0,, 3IN(e)telque Vn = N(g), VpeN, |zpitp—2n| <e.
Correction de 1’exercice :  Soit z un complexe et u la suite définie par u,(z) = (1 + E)”
n

z
1. Puisque z est réel, la suite u est & termes réels strictement positifs et 'on a In u,(z) = nln(1+=). Puisque In(1+z) ~o®
n z—

z z
et — — 0, onen déduit que Inu,(z) ~ nXx — =z donc la suite Inu,(z) tend vers z, ce qui implique que u,(2)
n n—-+oo n—+o00 n

tend vers e*.
1T
2. Puisque z € iR, il existe un réel = tel z = iz. Alors on a u,(z) = (1 + —)". Ecrivons u,(z) sous forme polaire. Son
n
module est donné par

. n 2
iz .,
Un(z)|‘1+n :(1+ﬁ) /2

Pour l'argument, on utilise que argu,,(z) = narg (1 + ) ce qui nous ramene & déterminer I’argument ¢, de 1 + —.
n n

T b
On sait que tang,, = — (si z = a + ib alors tan(argz) = —, il suffit de faire un dessin). On en déduit que ¢, =
n a

x 1
arctan (7) mod 7. Puisque |1 + —| cos ¢,, = 1, on obtient que cos¢,, > 0 donc ¢,, €] — g, g[ L’argument appartenant
n n

x
a | —m, [, on en déduit que p, = arctan (7> mod 27.
n
Nous pouvons deés lors écrire
2
T T
Un(2) = (1+ =) %ex {inarctan (7)] .
n(2) = (1+-3) p -

2

En suivant la méthode de la question 1, on constate que hrJIrl (1+ —2)"/ 2 = 1. Pour finir, le fait que arctant Ko t et
n——+0oo n —

que — — 0, on anarctan | — ~ mnx —=gxdonc lim narctan (— ) = z. Ayant déterminer les limites du
n n—+oo n/ n—+oo n n—+o00 n

module et de Pargument de u,(z), on en déduit que liI_'I_l un(2) =1 x e = e'® = ¢* (puisque z = i)
n—-—1+00

3. Silon écrit z = z +1iy, on a u,(z) = ({1 + E} +iZ
n n

montrr que

)™. Nous allons suivre la méthode de la question 2. Un calcul direct

Y

n 2 2\ /2
:({m] +y2)
n n n

fun(2)] = [[1+ 2] +i2
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D’autre part, on a

arg u,(z) = narg ([1 + E] + ig)

n n

z .Y .
et en posant p,, = arg ([1 + E} + z;) , on obtient
Y Y
tanp, = —t— = ¢, = arctan ] modw (1)
1+ — 1+ —
n n

x
Puisque |up(2)|cosp,, = 14+ — > 0 pour n assez grand, on en déduit que cos¢,, > 0 pour n assez grand donc ¢,, €
n

Y
T T n
— —, —| pour n assez grand. Cet encadrement de ,, combiné a I’égalité et au fait que arctan €l——, =,
55 d. Cet d t de ¢, biné & I’égalité (/1) et au fait t n— 55
1+ -
n
on peut affirmer que pour n assez grand, on a
Y
p,, = arctan L T
1+ —
n
Cela nous permet d’écrire, pour n assez grand
212 y2 n/2 g
un(z) = <[1 + —} + 2) exp |iarctan o
n n 1+ —
n
Ensuite, d’une part, on a
/2 2 2 2
z12  y?\" n 12 y n 2r x4y n [ 2x 1
In [1—1—7} + = = —In {1—%7} +=|==In{1+—+ =—|—+4o(—)) =xz+0(1
( n n?2 2 n n? 2 n n? 2\ n (n) (1)
12 2\ n/2 12 2\ /2
~ lim ({1+] +y2) —z et lim <[1+} y2> "
n—-+00 n n n—-+0o00 n n
et d’autre part, on a
¥ ¥
Y n — ~
arctan - T | een = narctan - T | = nen, net00 Y
n
(car arctant o t).
Nous pouvons désormais conclure que
1ir+n U (2) = e%e¥ = " TW = ¢,
n—-—+:oo
Correction de I’exercice [1.3] : La série étant & termes positifs, nous allons déterminer un équivalent de son terme

général.

e Sia>1,ona

a” exp(nlna)
(Inn)v™  exp(y/nln(lnn)) exp(nina = vnn(lnn))
Puisque In(Inn) = o(y/n), on en obtient que v/nIn(Inn) = o(n) donc
nlna — v/nln(lnn) e nlna W, oo
>0
et lim ——— =0, ce qui justifie que

n—-+00 (ln n)\/ﬁ
(Inn)V™® = o(a™) .
n—-+oo

En particulier, on a
a”+ (Inn)vV"  ~ ™

n—-+o0o
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e Sib>1,ona

b exp(nlnb) exp(nlnb) exp(nlnb
= = X —
(vn)nr exp(Inn [Innl/2])  exp((Inn)?/2) P
Puisque (Inn)* = o(n), on en obtient que
2
nlna—(lnn) ~ nlnb — H4oo

2 n—+4oo S~ n—+oo
>0

'
lim

n—-o00 (\/ﬁ)lnn

et = 0, ce qui justifie que

(VA = o(b")

n—-+4oo

En particulier, on a

bn+(\/ﬁ)lnn b

n—-+o0o

e Si0 < a < 1alors la suite (a™),, est borné et la suite (Inn)v™ tend vers +oo donc a”

n—-+4oo

on a

~J
n—-+oo

a" + (In n)‘/ﬁ (In n)\/77

e Si0 < b <1 alors la suite (b"),, est borné et la suite (/7)™ tend vers +oo donc b"

n—-+o0o
on a
p" 4+ (\/ﬁ)lnn ~ (\/,E)lnn.
n—-—+oo
Des formules asymptotiques précédente, on en déduit que
e Sia>1etb>1,on dispose de I’équivalent suivant :
a” 4 (Inn)vV" a™

-G

bn + (\/ﬁ)lnn n—»f\:i-oo bi’n

La série >
n=0

a” 4 (Inn)vV"
(Vo

série étant positive, le théoréme de comparaison montre que la série > o
n>1

e Si0<a<1etb>1,on dispose de I'équivalent suivant :

a™ + (Inn)v™

(Inn)v™
b + (\/ﬁ)lnn n——+oo !

bn

(Inn)?
2

)

o ((ln n)\/ﬁ> . En particulier,

o ((v/n)™™) . En particulier,

a\" . . a N ., .
(7) étant géométrique, elle converge ssi 7 < 1, c’est-a-dire a < b. Le terme général de cette derniére

converge ssi a < b.

Intuitivement, cette derniére suite tend rapidement vers 0 (en raison de la croissance molle du In et de la racine carrée

et de convergence rapide de la suite géométrique), montrons qu’elle tend plus vite vers 0 que

lnn)vr
nz% =exp |vnln(lnn) +2Inn —nlnb

n—-+o0o

——00

(Inn)v™
bn

n—-+4oo

donc

n>1"M

- . e v~ ()

le théoréme de comparaison montre que la série b
n=1

et étant convergente, le théoréme de comparaison montre que la série »
n=1

e Sia>1et0<b< 1, on dispose de I’équivalent suivant :
a™ + (Inn)v™® a™
bn + (\/rﬁ)lnn n—-+oco (\/ﬁ)lnn :

Ji
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a™ + (Inn)v™
bn + (\/ﬁ)ln n

n?’

— 0 (car nlnb est le terme dominant).

1 : 1 . : .
o(—5). Lasérie ) — étant une série absolument convergente (série de Riemann avec o = 2 > 1),
n

est convergente. Cette derniére série étant a termes positifs

converge.
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Cette derniére suite tend vers +oo (la suite géométrique converge plus vite vers +o0o que le dénominateur). Pour cela,
il suffit d’écrire

a” (Inn)?

(Y = P rleg =

n 1 vn n 1 vn
On en déduit que nETOO m = 400 et la série ngl m

e Si0<a<1let0<<b< 1, on dispose de I’équivalent suivant :

— +00 (car nlna est le terme dominant).
>0

diverge grossiérement.

a” + (hl n)‘/ﬁ (ln n)\/ﬁ (hl n)2
T —imn . Y T e In(L -7
b + (\/ﬁ)lnn n——+00 (\/ﬁ)lnn exp \/ﬁ Il( nn) B
Il est aisé de vérifier que
(Inn)?
Vnn(Inn) — . Vnln(Inn) = +o0

. (Inp)v? L . a”+ (Inn)vV" ) a” + (Inn)vV®
donc lim ——=5— = 400, ce qui implique que lim ———-— = 400 et la série ———— diverge
n—rtoo (y/m)n aui tmplique que | B hn 4 (Viyme 2 o (g vers
grossiérement.

En conclusion, la série > %
nz1 0" 4 (V)i r

1 1 1 1 Inn
Correction de 1’exercice : Déterminons un équivalent du terme général : (7)1*‘1/" = —X—— = — Xexp [—} .
n n n

converge seulement si (a < b) ousi (a <1letb>1)

n nl/n
1 1
Puisque lim an 0, on en déduit que lim exp {_nn] = exp(0) = 1 donc u,, = (=)"+1/»
n—-+00 n n

n—+oo M

1 1
—. La série ) —
n n>1 n
étant positive et divergente (série de Riemann avec o = 1), le théoréme de comparaison nous montre que la série > wu, est
n=1

n—-—+00

divergente.

Correction de ’exercice [1.5|:  Puisque ug € Ry, une récurrence immeédiate montrer que Vn € N, u,, existe et u,, € R.

e Cas ou a = 0. La suite u est définie par la relation u, 11 = /u,.
Siug=0alorsVneN, wu, =0.
Si up > 0, une récurrence immédiate montre que Vn € N, wu, > 0. En passant au logarithme dans la relation

Unt1 = /Un (ce qui est possible car Vn > 0, wu, > 0), on obtient lnw, = ilnun donc la suite (Inuy)p>o est
1
géométrique de raison ok ce qui implique qu’elle converge vers 0 donc la suite u converge vers e® = 1.

e Casota>0.
On introduit la fonction f(z) = v/x + a. Puisque la suite u est a valeurs dans Ry, il suffit d’étudier cette fonction sur
R;.

— Elle est clairement croissante sur R .

— Ses points fixes sont les solutions de Iéquation f(z) = z <& /& +a = z. Puisque qu’'une racine carrée est
nécessairement positive, on en déduit que les solutions sont nécessairement positives. En outre, les deux membres
de l'égalité précédentes étant nécessairement positifs, équation f(z) = x est équivalente a 'équation = + a = x>

1+ 1+ 4a? 14+ V1 +4a? ost

2

dont les racines sont T4+ = >

. La seule racine positive étant x, on en déduit que
I'unique point fixe de f.
— Un tableau de variations montre que les intervalles [0, z] et [z, 400 sont stables par f.

: z+a—a’ . . . .
— Puisque f(z) —x = vz +a — r = ———— (quantité conjuguée), on en déduit que le signe de f(x) — x est

vrt+a+x

celui du trinéme z + a — 22 dont les racines sont z_ et z,. En particulier, on obtient que f(x) —z > 0 sur [0,z ]
et f(z) —x < 0sur [x4,+o0]

Supposons que ug € [0, z].

L’intervalle [0, 2] étant stable par f et la condition initiale uy appartenant a [0, 2], on en déduit que Vn € N, u, €
[0,24]. En voici la démonstration par récurrence en posant (P,) : u, € [0,2z4]. L’initialisation est évidente. Si
un € [0,24] alors, par stabilité de [0,z4] par f, on a f(z,) € [0,24] donc x,, 11 € [0,z4], ce qui démontre 1’hérédité et
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ce qui achéve la récurrence.

Déterminons maintenant la monotonie de la suite w : up41 — Uy = f(un) — Uy, et puisque u,, € [0,24] et que f(z) —
est positif sur [0,z], on en déduit que f(u,) — u, > 0 donc u,11 — u, = 0 pour tout entier n, ce qui signifie que la
suite u est croissante. En outre, elle est majorée par z donc elle converge dans R vers une limite L qui appartient
a [0,z4]. Cette limite L étant nécessairement un point fixe de f, on en déduit que L = x4, autrement dit, la suite u

1+ V1 +4a?

Je laisse le soin au lecteur de traiter lui-méme le cas on ug € [z, +00] (tous les termes de la suite u appartiennent a
cet intervalle, la suite u est décroissante, minorée par x4 donc elle converge et sa limite est x ).
Bien entendu, si ug = x4 alors la suite u est constante.

1+ V1+4a?

Remarque : On peut montrer que la convergence de la suite uw vers t4 = —————— > 1 (car a > 0) est au moins

converge vers

géométrique. Pour cela, on utilise le fait qu’ il existe un entier N (dépendant de a et de ug) tel que pour tous les
entiers n > N, u, > 1. La fonction x — f(x) = /x + a est de classe C' sur cet intervalle et

1 1
= <
2vVr+a  2y14+a

FEnsuite, en appliquant linégalité des accroissements finis sur Uintervalle [1,+00] a la fonction f auz points © = u,
(qui appartient & [1,+o00[ si n > N) et y = x4, on obtient

V€ [1,400], |f'()]

W N [fun) — Fo)l < B2 s - oy < B
Une récurrence classique montre que
1 n—N
VYn >N, |u,—z4| < <m> luny — 4],
ce qui montre qu’a partir d’un certain rang, la convergence de la suite u converge vers ri = ﬂ au moins

2
1

1
—_— < .
2/1+a 2

a une vitesse géométrique de
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