MP* : séries dans un Banach

1 EXERCICES

1 Exercices
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Exercice 1.1 On considére les fonctions f(z) = Z )2 et g(z) = Z amn)E
n=2 n=2

1. Donner les domaines de définition respectifs de f et g.
Donner la limite de f en 400 puis son équivalent en +oo.

Montrer que f et g sont continues sur leurs domaines de définitions respectifs.

- W N

Etudier la dérivabilité de f et g en 0.
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Exercice 1.2 1. On considére la fonction f(z) = Z W
n=0 \n
(a) Sur quel intervalle ouvert |a, b[ la fonction f est-elle définie (sans Stirling !) 7
(b) Etudier la continuité de f sur Ja, b]

()

()

3. Etudier la définition de f en a et b puis la continuité éventuelle de f en ces points.

2. Donner un DAS de In ( > puis un équivalent de (27?) (sans Stirling !)

1 1
Exercice 1.3 Convergence de la série E>2(—1)" <1 RO Ry e lnn)
Exercice 1.4 On considére les fonctions f(z) — ?:ﬂt()—zm 1
xercice 1.4 On considére les fonctions f(x —enio (o + 1) et g(x _n:[) P P S

1. Donner les domaines de définition de chacune de ces fonctions.

2. Déterminer liIJlra 2 f(z). En déduire I'équivalent de f en +o0.

r—T00
3. Etudier la continuité de ces fonctions sur leurs domaines de définition respectifs
4. Montrer que f = g. En déduire un équivalent de g en +o0o. Pouvait-on 'intuiter ?

Exercice 1.5 1. Soit a €]0, 1].

n
(a) Donner un équivalent simple u,, de Z T lorsque n — +o00.
k=1

— 1
(b) Montrer que la suite Z Ta  Un admet une limite finie C,.

k=1
. SE. s (D
2. Soit a € R. On note ((a) = Z — et (4 (a) = Z
n(X n(lC
n=1 n=1

a) Pour quelles valeurs de «, les expressions ((a) et (;(a) existent-elles 7

(
(b) Calculer lirf ¢(a)) = L puis donner un équivalent de ((a) — L lorsque o — +o0.

)
)
(¢) Calculer ¢(a) + ¢, (). En déduire 'expression de ((«) en fonction de ¢ («).
(d) Donner un équivalent simple de () lorsque o — 17.

)

(e) Etudier la continuité de {; et ¢ sur leurs domaines de définition respectifs.
3. Montrer que C,, = ¢ ().

4. Et pourtant, elle converge ... et je sais méme calculer sa somme !!

+oo
1
Derniérement, j’ai affirmé sur un forum que Z — ~ —1.4604.
n=1 \/ﬁ

Suis-je un Galilé mathématique moderne ? Va-t-on faire mon proces chez Cauet ? :-)

www.mathematiques.fr.st 1

abdellah bechata,


file:www.mathematiques.fr.st

MP* : séries dans un Banach

1 EXERCICES

(-1

n 1 n
Exercice 1.6 On pose P,(a) = [] (1 + ko‘) et Qn(a) =] <1 + a) pour & € R et n € N.
k=1 k=1

k
1. Pour quelles valeurs de «, la suite (P, («)), est-elle convergente ?
2. Montrer que Ya > 0, la suite (Q, (), est convergente.
3. On note Q(«) sa limite. Montrer que la fonction « — Q(«) est continue sur |0, +ool.

4. Lorsque 0 < a < 1, donner un équivalent de (P, ()).

Exercice 1.7 On consideére la suite de fonctions (uy,),, définie sur R par

Vne N, VeeRy, wup(z)=+v1+z+u,_1(z) et uy=0

1. Montrer que la suite de fonctions (u,,) est uniformément convergente sur R .

2. On note wu sa limite.

(a) Montrer que la fonction u est continue sur R .
(b) Calculer u.

3. On consideére la suite g définie par g, = u,(n) qui est donc définie par la relation de récurrence

go=0 et YneN* g,=\/n+gn1

(a) Donner un équivalent de g,, puis rechercher le terme suivant du DAS.

1 1"
(b) Trouver la nature des séries ) — et >/ =t

n>0 9n n>0 Y9n
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2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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