
MP* : séries dans un Banach 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 On pose an =
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

3n
:

1. Montrer que la suite (an) converge. On note � sa limite.

2. Trouver un équivalent simple de an � �:

3. Calculer �:

Exercice 1.2 Soit � 2 R�+: On considère Rn =
+1X
k=n

(�1)n
k�

:

1. Justi�er l�existence de Rn:

2. Que peut-on dire de la convergence de la série
X
n>1

Rn lorsque � > 1; lorsque � = 1, lorsque 0 < � < 1 ?

Exercice 1.3 Convergence de la série
X
n>1

1

(�1)n
p
n+ lnn

Exercice 1.4 1. Soit � 2]0; 1[:

(a) Donner un équivalent simple un de
nX
k=1

1

k�
lorsque n! +1:

(b) Montrer que la suite
nX
k=1

1

k�
� un admet une limite �nie C�:

2. Soit � 2 R: On note �(�) =
+1X
n=1

1

n�
et �1(�) =

+1X
n=1

(�1)n
n�

:

(a) Pour quelles valeurs de �, les expressions �(�) et �1(�) existent-elles ?

(b) Calculer �(�) + �1(�): En déduire l�expression de �(�) en fonction de �1(�):

(c) Montrer que C� = �1(�):

(d) Et pourtant, elle converge ... et je sais même calculer sa somme !!

Il y a quelques jours, j�ai a¢ rmé sur un forum que
+1X
n=1

1p
n
' �1:460 4:

Suis-je un Galilé mathématique moderne ? Va-t-on faire mon procès chez Cauet ? :-)

Exercice 1.5 Soit � > 0; on pose an =
nP
k=1

(�1)k�1k�:

1. Trouver un équivalent de an:

2. Etudier la nature de la série de terme général
1

an
:

Exercice 1.6 1. Convergence de la série
X
n>r

�
n
r

�
xn: On note sr(x) sa somme.

2. Etablir une relation de récurrence entre sr+1(x) et sr(x). En déduire l�expression de sr(x):

Exercice 1.7 Nature de la série
X
n>1

(tan(
�

4
� 1

nb
))n

a

(a > 0; b > 0):

Exercice 1.8 On pose Pn =
nQ
k=1

�
1 +

1

k�

�
et Qn =

nQ
k=1

�
1 +

(�1)k�1
k�

�
pour � 2 R�+ et n 2 N:

1. Montrer que 8� > 0; la suite (Qn)n est convergente.
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2. Pour quelles valeurs de �; la suite (Pn)n est-elle convergente ?

3. Lorsque 0 < � < 1; donner un équivalent de (Pn):

Exercice 1.9 Soit un réel a > 0. On suppose que u0 > 0 et un+1 = un +
1

naun
:

1. Trouver une condition sur a pour que la suite (un) converge.

2. Donner un équivalent simple de un � � si (un) tend vers �; et si la suite diverge.

Exercice 1.10 On note un =
�
2n
n

�
:

1. Nature de la série
X
n

1

un
(sans Stirling !)

2. Donner un DAS de ln
�
un+1
un

�
puis un équivalent de un (sans Stirling !)

Exercice 1.11 Convergence de la série
X
n>2

(�1)n
n

�
1

1 + 1=2 + 1=3 + � � �+ 1=n �
1

lnn

�
.

Exercice 1.12 Soit u0 > 0 et 8n 2 N�; un =
p
n+ un�1:

Trouver la nature des séries
P
n>0

1

u2n
et
P
n>0

(�1)n
un
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Observations :
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MP* : séries dans un Banach 2 INDICATIONS

2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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MP* : séries dans un Banach 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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