MP* : équations différentielles

1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 On considére I'équation différentielle y/(z) = (y*(x) — y(z))?/? avec y(0) = a

Soit (p,,1,) la solution maximale, si elle existe (I, étant son intervalle de définition)
1. On suppose que a €] — 1,0[
(a) Justifier 'existence de ¢,
(b) Montrer que Vz € I,, —1<y(z) <O0.
(c) Justifier que I, =R et que lirjrzl v, () existe.
)

(d) Déterminer lim ¢, (z) et lim ¢, (z).
r——+00 T——00

2. Proposer 'étude de la solution ¢, alors que a > 1.

Exercice 1.2 Soit ¢ continue de R dans R, et E l'espace des solutions de I'équation différentielle " = gux.

1. Montrer qu'’il existe 21 € F telle que x1(0) = 24 (0) = 1.
Montrer que Vt > 0, x1(t) > ¢+ 1.
+oo

2. Soit z2(t) = z1(¢) tf PO

Montrer que zo € E et que x5 est bornée.

3. Quel est 'ensemble des éléments bornés de E 7

Exercice 1.3 Soit ¢ une application strictement positive, strictement croissante et de classe C* sur R, .

1. Montrer que toute solution de y” 4+ qy = 0 est bornée sur R, . Soit dans la suite y une solution non nulle.

2. On pose ¢(0) = w3. Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de sin(wot + ¢), il existe toujours un zéro de y.

En déduire une majoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

3. On suppose a présent que qu = w%.
o0

(a) Déterminer une minoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

(b) Déterminer un équivalent de N(x) = {t € [0, z] tel que y(t) = 0}.
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MP* : équations différentielles 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour ’exercice :  On considére 'équation différentielle ¢/ () = (y°(z) — y())3/? avec y(0) = a
Soit (p,,1,) la solution maximale, si elle existe (I, étant son intervalle de définition)
1. On suppose que a €] — 1,0[
(a) Justifier 'existence de ¢,
(b) Montrer que Vz € I,, —1<y(z) <O0.
(c) Justifier que I, =R et que lirjrzl v, () existe.
)

(d) Déterminer lim ¢, (z) et lim ¢, (z).
r—+00 r——00
2. Proposer 'étude de la solution ¢, alors que a > 1.
Indication pour l’exercice [1.2]:  Soit ¢ continue de R dans Ry et E l'espace des solutions de I’équation différentielle
" = qz.

1. Montrer qu'’il existe 21 € E telle que x1(0) = 2 (0) = 1.
Montrer que V¢t >0, () >t+ 1.

+too (g
2. Soit zo(t) = z1(t) [ % Montrer que z2 € E et que z2 est bornée.
t T1\u

3. Quel est ’ensemble des éléments bornés de E 7
Indication pour I’exercice :  Soit ¢ une application strictement positive, strictement croissante et de classe C' sur
R;.

1. Montrer que toute solution de y” 4+ qy = 0 est bornée sur R, . Soit dans la suite y une solution non nulle.

2. On pose ¢(0) = w?. Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de sin(wot + @), il existe toujours un zéro de y.
En déduire une majoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

3. On suppose a présent que qu = wi.
(oo}

(a) Déterminer une minoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

(b) Déterminer un équivalent de N(z) = {¢t € [0, z] tel que y(t) = 0}.
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MP* : équations différentielles 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de ’exercice :  On considére I'équation différentielle y'(z) = (y°(z) — y(x))3/? avec y(0) = a
Soit (p,,1,) la solution maximale, si elle existe (I, étant son intervalle de définition)

1. On suppose que a €] — 1,0[

(a) Justifier 'existence de ¢,

(b) Montrer que Vz € I,, —1<y(z) <O0.

(c) Justifier que I, =R et que lirjrzl v, () existe.
)

(d) Déterminer lim ¢, (z) et lim ¢, (z).
r—+00 r——00
2. Proposer 'étude de la solution ¢, alors que a > 1.
Correction de l’exercice [1.2] : Soit ¢ continue de R dans Ry et E l'espace des solutions de ’équation différentielle
" = qz.

1. Montrer qu'’il existe 21 € E telle que x1(0) = 2 (0) = 1.
Montrer que V¢t >0, () >t+ 1.

+too (g
2. Soit zo(t) = z1(t) [ % Montrer que z2 € E et que z2 est bornée.
t T1\u

3. Quel est ’ensemble des éléments bornés de E 7
Correction de 1’exercice : Soit ¢ une application strictement positive, strictement croissante et de classe C* sur
R;.

1. Montrer que toute solution de y” 4+ qy = 0 est bornée sur R, . Soit dans la suite y une solution non nulle.

2. On pose ¢(0) = w?. Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de sin(wot + @), il existe toujours un zéro de y.
En déduire une majoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

3. On suppose a présent que qu = wi.
(oo}

(a) Déterminer une minoration de la distance de deux zéros consécutifs de y.

(b) Déterminer un équivalent de N(z) = {¢t € [0, z] tel que y(t) = 0}.
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