MP* : suites et séries dans un Banach

1 EXERCICES
1 Exercices

Exercice 1.1

1. Soit x € [0, 1]. On considére la suite de réels u,, définie par :

1
up =0 etVneN, upy1 =uy,+ -

(e (1))
Montrer que la suite (u,)n>0 converge et expliciter sa limite u(z).

x
2. On consideére la suite de fonctions (uy,)n>0 définie sur [0, 1] par

Yz € [0,1], Vn €N,

1 (2) = () + 3 (@~ (0 (2))?)

(a) Montrer que la suite (u, ), appartient a C([0,1],R)

(b) Soit 0 < a < 1. Montrer que la suite (uy), converge vers u sur C([a, 1], R) muni de la norme || f||_

(c) Montrer qu’en fait la suite (u,),, converge vers u sur C([0,1], R) muni de la norme || f||

= sup [f(z)]
z€la,l]
= sup |f(2)]
z€[0,1]
u2
Exercice 1.2 On considére la suite u définie par u,41 = ?" — Uy, + 3 avec ug € R
1. On suppose que ug € [0, 3].

(a) Montrer que si ug € [0, 3], la suite u converge vers une limite L & expliciter
(b) Donner un équivalent de L — u,, lorsque n — +oc0.

2. On suppose ug > 3

(a) Déterminer la limite de la suite (uy,),

(b) Donner un équivalent de u,, lorsque n — 400

Exercice 1.3 On considére la suite u définie par u,+1 = /2 + u,, avec ug € Ry

1. Montrer que la suite u converge et expliciter sa limite L.

2. Donner un équivalent de u,, — L.

Exercice 1.4 Soit une suite (a,,) telle que ag > 0, a; > 0 et pour tout n > 0, a,+1 = a, +

2an71
1. Déterminer la limite de la suite (a,)

n+1
2. Montrer que a,, = O(n?).

3. Existence de la limite de la suite (a—g)
n
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2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Commencer par montrer que Vn > 0, 0 < u, < /7 (si I'application des régles usuelles sur les inégalités ne convient
pas, on n’oublie pas que comparer a et b revient a étudier le signe de a — b).
En déduire la monotonie de la suite.

2. (a) récurrons, récurrons

(b) Montrer que 0 < V& — s (2) < (1 Y20) (& 1 (x)
(c) Utiliser que Vn >0, 0 < v/Z—u,(z) < /2 et la continuité de /z en 0 pour obtenir une majoration de /a —uy, (z)

au voisinage de 0 puis utiliser la convergence sur [«, 1].

Indication pour l’exercice :

1. (a) Montrer que ¥Yn > 0, u, € [0, 3] puis invoquer le théoréme de convergence monotone.

(b) Introduire la suite v, = L —u,, (donc v, > 0) et expliciter la relation de récurence satisfaite par v. Montrer ensuite
1
qu’il existe un unique o € R tel que — admet une limite puis utiliser, soit Césaro, soit les restes
(Ung1)™ (un)>

partielles de série divergente.
2. On suppose ug > 3

(a) Montrer que Vn > 0, w, > 3, puis en procédant par ’absurde et en invoquant le théoréme de monotonie, aboutir
a une contradiction.

(un)2

(b) Intuitivement wu,4; ~ mais cet équivalent est inexploitable directement. Utiliser alors la suite (Inuy, ),

n—-4oo
et montrer que Inwu,11 = 2Ilnu, — 3 4+ o(1), la suite (Inuy,), est donc "presque" arithmético-géométrique et

Inu
intuitivement son ordre de grandeur est en 2". Pour le justifier correctement, montrer que la suite ( 2nn) est

convergente (on utilisera la série associée a I’étude des suites) et en déduire un équivalent de u,, (attention, pour
que e¥n ~ e’ il faut et il suffit que u,, = v, + o(1))

Indication pour ’exercice [1.3|:

1. Siug € [0,2], montrer que Vn > 0, u, € [0,2] et si ug > 2 alors Vn > 0, w, > 2. Etudier ensuite la monotonie de la
suite (ne pas hésitez a introduire les fonctions auxiliaires nécessaires) et conclure.

UnJrl ]-
— =

Up, 4

Intuitivement, v,, est "asymptotiquement" géométrique mais on ne peut effectuer de produit d’équivalent d’un nombre

arbitrairement grand d’équivalents. Justifier alors que la suite (4™v,,) est convergente dans R (passer au In, utiliser la

série correspondante et ’égalité précédente)

2. Ecrire u,, = L+, avec v, = o(1), réinjecter dans la relation de récurrence satisfaite par u et en déduire que

Indication pour I’exercice [1.4] :

1. Etudier la monotonie de la suite. Supposer qu’elle est majorée, en déduire que la série Y a,11 — a, est divergente et
n
conclure.

2
2. Justifier que a,41 < an (1 + ﬁ) et en déduire une majoration simple de a,
n

a
3. Montrer que la suite (— ) est monotone.

n2
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3 Corrections

Correction de ’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de D’exercice [1.2] :

2

1. (a) La fonction f : z +— 3¢ + 3 posséde comme intervalle stable I; = [0,3] (i.e. f(I1) C I3, ce que 'on démontre
par un tableau de variations de f). Ensuite, si ug € I;, par récurrence, on montre que u, € I; (pour I'héréditeé,
up € I alors f(u,) € I, par stabilité, donc u,+1 = f(u,) € Ir).
La fonction f(z)—x est toujours positive sur R (c’est un trindome de discriminant nul et dont le coefficient dominant

3 est positif). Ainsi, Vo € R, f(z) > z et en évaluant en = u,, € R, on obtient que w41 —un = f(up)—u, =0
donc la suite u est croissante.

La suite u est croissante et majorée par 3 donc elle converge vers une limite L € [0, 3]. Puisque f est continue sur
[0,3], on a L = f(L) (passer & la limite dans la relation de récurrence satisfaite par u). Cette équation est une
équation du second degré qui n’admet comme unique solution 3 donc la suite v converge vers 3.

(b) Remarque : si ug = 3 alors la suite u est constante égale a 3 donc Vn >0, wu, —3=0
Siug < 3 alors Vn > 0, wu, < 3. On introduit la suite v définie par Vn > 0, v, = 3 — u,, (pour que v soit
toujours positive) Alors

(3 —v,)?
3

:Un—

o ‘fw

2 2
Untl1 =3 —Upt1 =3 — (ugn—un—&-?)) zun—%:(3—vn)—

2
Puisque v, — 0 et que la fonction z — = — % admet un DL3(0) de la forme ax + SaP + o(zP) avec a £ 0, 8 £ 0

1
et p un réel p > 1, cherchons un réel a > 0 tel que la suite —— — admette une limite finie non nulle :

(Un+1)a (vn)a

1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1 1 B
(Onr1)® (vn) [vn _ ?]a () (y,)a [1 - %"r (0a)*  (va)* | (1 %n)a
= (vi)a [(1 _11};)(1 —1| = (vi)a [1 + av?n + o(vy) — 1] = (vi)ﬂ [a% + O(Un)}
o~ g x ()01

Donc la suite ———
(Vny1)® (vn)®

admet une limite finie non nulle ssi a = 1 et, dans ce cas,

Premiére méthode : Par Césaro, on a

n—1
1 1 1 1 1 /1 1 1 1/1 1 1
li — —— == 1 - ———)== - ———] == 1
nirfm n ];) <vk+1 vk) 3 n%lrfoo n (vn 1)0) 3 n <vn ’Uo> 3 +o(l)
N 1 n+ 1 + o(n) n(:) 1 n@ 3
—=—4+—+4o0n) == — ~ = Vp o~ —
Un 3 Vo 3 Vyp n—+o0 3 n—4oo N

Deuxiéme méthode : Par sommation des séries divergentes.

1 1 ) 1 1 ) , .
—— ~ —,lasérie) — — est grossiérement divergente et le théoréme de sommation des
Un+1 Up n—+oo 3 n Un+1 Un

séries divergentes nous montre que

Puisque

n—1 n—1
1 1 1 1 n 1 1 n
E( —vg) o~ g —e——— ~ s ——— = —+on)
=0 Uk+1 noteo #=03 vy wg notee 3 vy g notee 3
1 n 1 n 3
& — = -—+on)e — ~ —v, ~ —
Uy n—+o00 3 Vp n—+o0 3 n—-+oo 7

Par conséquent, on obtient ’équivalent souhaité
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2
x
2. (a) La fonction f: x +— 5 + 3 posséde comme intervalle stable Iy =|3,4+o00[ (i.e. f(I2) C I3, ce que 'on démontre
par un tableau de variations de f). Ensuite, si ug € I3, par récurrence, on montre que u, € Iy (pour I'héréditeé,
up € I alors f(uy,) € Iy, par stabilité, donc u,11 = f(u,) € I2).
La fonction f(x)—x est toujours positive sur R (c’est un trinéme de discriminant nul et dont le coefficient dominant

3 est positif). Ainsi, Vx € R, f(z) > z et en évaluant en = u,, € R, on obtient que w41 —u, = f(un) —u, =0

donc la suite u est croissante.
Supposons que la suite u soit majorée. Dans ce cas, elle est croissante et majorée donc elle est convergente et sa

limite L satisfait 1’égalité
L? L?
ng—L+3@?—2L+3:O@L:3

Or la suite u est croissante, donc Vn > 0, u,, > ug et en passant a la limite, on a L > ug. Or on sait que ug > 3
donc L > 3, ce qui est absurde donc la suite u n’est pas majorée. Puisqu’elle est croissante, cela implique qu’elle
tend vers +oo.

Remarque : nous n’avons pas utiliser que ¥Yn > 0, w, > 3 car, par passage & la limite, on obtient seulement
L > 3 ce qui ne fournit aucune contradiction. Nous devons utiliser une minoration plus fine, u, = ug pour aboutir
& la contradiction

(b) Nous savons que Vn > 0, uy,11 =
(un)?

grand de substitution dans des équivalents.
Justification sur un exemple : Considérons la suite définie par

—Up+3 et comme lim wu, = +00, on en déduit facilement que u,11 ~
n—-—4oo n——4oo

o ‘3:[\3

(2% domine z et les constantes en +00). Malheureusement, on ne peut effectuer un nombre arbitrairement

Vn > 1, un+1:2unxn+1

Un+41 TN
Ona —— — 2donc upy1 ~ 2u,. Montrons que l'on a pas u, ~ 2"ug. On considére pour cela la
Un n—-+oo n—-+oo n—-+oo

. . ) Unp, . ) L. n /U"_A'_l n
suite v définir par v, = —. Je laisse le soin au lecteur de vérifier que vy11 = v, X donc = .
n +
2 n+1 Un, n+1

v 1 v
En effectuant le produit de ces égalités de n =1 a N —1, on obtient, aprés simplification kLA N donc vy = NI’
v
2V '
ce qui implique que uny = —vy. Ainsi, on a uy = o(2Y) donc uy £ 2Ny
N N —+oc0
Pour contourner ce probléme, on passe au logarithme et on factorise le terme dominant

2 2 3 9 2 3 9
lnu7l+1_ln(U;un+3)_]n(l{? |:1+2:|> _1n<1‘;)n> + In |:1+2:| :2lnu"fln3+0(1)

un n un n

puisque — + — — 0. Asymptotiquement, la suite Inw, est arithmético-géométrique de raison 2 donc, on a
Up U2
Iintuition (et non la preuve) que son ordre de grandeur asymptotique est en 2™ (revoir I'explicitation des suites
. " PP e . . Inu,,
arithmético-géométrique). Pour montrer cette intuition, il suffit de montrer que la suite (2—”)” converge dans

Inup41  Inw

. . N » P n
R, ce qui revient & démontrer que la série Y { } converge. On a :
n

2n+1 2n
Inu,1 Inw, 2w, —In3+4+o0(1) Inu,  In3 1
2n+1 - on - 2n+1 - on - _2n+1 + 0( 2n+1)
Inuptr  Inwu, In3
2n+1 - on _,:_JDO _2n+1 (E)
Lsquival scod bing fai In3 bontif la séri In3
équivalent précédent combinée aux faits que “onil est négatif pour tout n et que la série ;—W est

Inupy;  Inw Up,

2n+1 2n

In
n} converge donc la suite converge. Notons L sa limite,

convergente implique que la série [ o
n

on a donc | |
nuy, 0y,
on L& on
Si lon passe a Pexponentielle, on obtient que u, = exp(2"L)exp(o(2™)). Par contre, on n’est pas assuré que
exp(0(2™)) tende vers une limite finie K (ce qui démontrerait que w,, ~ K exp(2™L)). Pour cela, il nous faut
n—-+oo

=L+o(l) & Inu, =2"L+ o(2")

montrer que o(2") tende vers une limite finie, ce qui & priori est loin d’étre gagné !
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En considérant 1'équivalent (E) et en utilisant le théoréme de sommation des restes de séries convergentes, on

obtient
=X Upt1  Inug X 3 I In u,, In3
Z k1 9k | mtoeo Z T 9k+1 = L= M mteo  om

k=n k=n

— et on fait tendre N vers +00) et on peut écrire

N1 | | |
(puisque l'on a : > [ 1 Ukt1 nuk] _ DUnyr  MUn

= | 2k 9k 9N+1 9n
In u,, In3 1 In u,, In3 1 n
L— S e on +0(27) © =L+ 27—}—0(2—”) < Inu, =2"L+1In3+ o(1)
< u, =exp(2"L+1n3 +0(1)) = 3exp(2”L)exp(o(1)) ~ 3exp(2"L)
N—— Nn—+00
—1

Nous avons ainsi déterminer 1’équivalent de wu,,. Remarquons que L > 0 sinon la suite 2" L est majorée par 0 donc
la suite 3exp(2"L) est majorée par 3, ce qui interdit que la suite w, tende vers +oo. Puisque L > 0, il existe
C > 1 tel que L =1InC et I’équivalent de u,, s’écrit

Uy ~ 3exp(2"InC) =3exp(lnC?") =3C% < u, ~ 30?" avec C' > 1

n—-+o0o

Correction de D’exercice [I.3] :

1. Pour commencer, une récurrence élémentaire montre que ¥n > 0, wu, > 0. On introduit naturellement la fonction

f(x) = /24 z et remarquons que sa dérivée est majorée par 2\—@ sur R} (cela impliquera en particulier, que tout

point fixe de f dans Ry sera attractif). Déterminons ses points fixes
f@)=zeV2+z==x
Cette égalité implique que nécessaire x est positif (une racine carrée est toujours positive) donc on peut passer au carré
f@)=2ze2+z=2rc{-1,2}

et comme x > 0, on obtient que z = 2 est I'unique point fixe de f.

Montrons que la suite u converge vers 2. La preuve est classique et elle doit étre connu (c’est la preuve du célébre
théoréeme du point fize, dont ’extension en dimension infinie permet la justification de l’existence et de 'unicité de
nombres équations différentielles et équations aux dérivées partielles)

1 1
22

Puisque Vz > 0, f'(z) = <

= —— I'inégalité des accroissements finis nous donne
2V/2 +x ’ &
1
Y(z,y) € (Ry)2, T) — < ——%= |z —
(z,y) € (Ry) |f(2) f(y)|\2\/§| Yl
En choisissant = u,, € Ry et y =2 € R, et en tenant compte que f(u,) = up4+1, nous obtenons

1
Yn > 0, Upt1 — 2| < —= |up — 2
‘ +1 | 2\/§| |

Une récurrence simple montre que

1 1 1

1
Upai1 — 2| < —=|up — 2| < —= X ——— |ug — 2 Uy — 2

1
La suite ——=— |ug — 2| tend vers 0 donc la suite (uy,), converge vers 2.

(2v2)
2. Intuitivement, le théoréme des accroissements finis montre que
Unit =2 = f(n) = £(2) = F/(ca)(tn — 2).
Puisque Vn > 0, u, < ¢, < 2 (ou 2 < ¢, < u,) et que la suite (u,), tend vers 2, la suite ¢, tend vers 2 donc

1
f'(en) — =.Ainsi, asymptotiquement, on a up,+1—2 ~ —(u, —2) (c’est-a-dire que la suite u,, —2 est "presque"
n—-+oo 4 n—-+o0o 4
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Correction de 1’exercice ¢ Soit une suite (a,) telle que ag > 0, a; > 0 et pour tout n > 0, apt1 = an +

géométrique de raison 2) et on a bien envie de dire que u,, — 2 N I Pour justifier cette équivalent, nous allons
n—-—1+:0oo v

procéder comme & ’exercice précédent
. Un+1

Un, n—-+oo

1
Si 'on introduit la suite v définie par v,, = u,, — 2, on a 1 En particulier, il existe un rang Ny tel que

v
Vn > N, ntlS 0

Un

Ainsi, & partir de Ny, tous les termes de la suite v,, sont de méme signe.
On suppose maintenant v,, > 0 & partir de ce rang. En passant au logarithme, on a

Inv,4y —Inv, — —In4
n—-+4oo

En appliquant Césaro ou le théoréme de sommation des sommes partielles de séries divergentes, on obtient

Inv, ~ —nln4
n—-4o0o
o In4 1 S
En particulier, pour n assez grand, on a : Inv, < - = —nlnv4 = —nln2 = 1n(2—n) (prendre la définition des

1 1 1
équivalents avec e = =) donc v, < o pour n assez grand, ce que ’on peut écrire v,, = O(—n) En reprenant la relation

de récurrence satisfaite par u,, et en utilisant que v,, — 0 pour effectuer un D L5, on obtient

Up, 1 1

n=—2+V4+uv,=2(-1+ 14—Z

- a”i + o(v})

en passant au logarithme, on en déduit que

1 1 Un, 1
Inv,yy = In <4vn 64v" +o(v )) =lIn (4 {1 ~ 1gUn + o(vn)})

1
= Inv, —In4+1n [1 — —, +o(vn)} =Inv, —Ind+ o(vy,)

16

1
= Inv, —1n4—|—0(2—n)

Si l’on introduit la suite w définie par : ¥n >0, w, =Ilnv, +nln4 (Inv, moins son équivalent), on a :

1

Wpt1 — (n+1)Ind =w, —nlnd — ln4+O( on ) & wpt1 7wn+0(2n

)

1
Par conséquent, la série Z — étant absolument convergente, la série Z Wp41 — Wy est absolument convergente, donc
convergente, ce qui 1mphque que la suite w converge vers un réel K. On peut alors écrire
exp(K) exp(K)
P ep(o(1)) ~ PE
N——— Nn—+00 4

—1

Inv, = —nlnd+ K +o(1) © v, =exp(—nInd + K 4+ 0o(1)) =

Par conséquent, il existe une constante C' = exp(K) > 0 telle que

C
Up — 2 ~

n—-+oo 47

Si la suite u,, — 2 est négative a partir d’un certain rang, on procéde de la méme fagon avec la suite v, = 2 — u,, et on

C

aboutit & I'existence d’une constante strictement négative C telle que u,, — 2 oo A
n—-1+0o0o

Ainsi, dans tous les cas, il existe une constante réelle C' non nulle telle que

C

Up—2 ~
" n—-+oo 41

2an—l
n+1’
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1.

Une récurrence immeédiate a deux termes (car la suite a vérifier une relation de récurrence a deux termes) montre que

20, _

nL ).
Supposons que la suite a soit majorée. Alors elle est croissante et majorée donc elle converge dans R. Notons L sa
limite (qui est strictement positive car a,, > a; donc L > a1 > 0). La relation de récurrence montre alors que

pour tout n, a,, > 0. On en déduit alors que la suite a est strictement croissante (a,4+1 — a, =

2L
n—+oo 1 + 1

Ap4+1 — Ap

L
Cet équivalent combinée au fait que Vn > 0, ] > 0 et que la série ) est divergente implique que la série
n n

n+1
> (an+1 — ay) diverge donc la suite (a,,) diverge ce qui est contradictoire. Par conséquent, la suite a n’est pas majorée

n
et comme elle est croissante, on en déduit qu’elle tend vers +oo.

. La suite a est croissante donc a,,_1 < a, et en utilisant la relation de récurrence satisfaite par a, on en déduit que

2ay

Ap+1 2
n <(1
n+1)a (an>0) Qp ( +n+1)

—(1+

an+1<an+n+1—

En multipliant ces inégalités pour n =1 & N — 1 et en simplifiant le produit, on obtient

N—1
N-1 N-1 IT (n+3)
2 3 i
YN > 1, aﬂg (1+ ) = (n+ ):n_l
ai n+1 n+1 N-1
n=1 n=1 (n+1)

n=1
En effectuant le changement de variable j = n + 2 dans le produit du numérateur, on peut écrire
TG+
j+1
(N+2)(N+1)

i N+2)(N+1
VN > 1, aiNgj‘g - @aNgwal
aq N-1 2x3 2x3
[T (n+1)
n=1

et donc ay = O(N?)

a
. La suite (—Z) est bornée (par définition des O) donc pour justifier la convergence, il suffit de montrer que cette suite
n

est monotone.

A1 an an 2 an Bn+ 1)ay,
— - = < 1 - = <0
(n+1)2 n? (n—|—1)2( + n—|—1) n? n2(n+ 1)2
donc la suite (a—g) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.
n
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