MP* : algebre linéaire, déterminant 1 EXERCICES

1 Exercices

8 —6 5
Exercice 1.1 On considére la matrice A= | 14 —-11 10
7 -6 6

1. Vérifier que A? —2A + I = 0. Quelles sont les valeurs propres de A ? Déterminer les espaces propres de A.

10

0
2. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice [1 1 0
0 0 1
3. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec A.

4. Résoudre I'équation (E) : X? = A dans M;3(R).

Exercice 1.2 Soit u ’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est A =

o
O = O =
= O = O
O W o N

1. Montrer que R* = ker(u — Id)? @ ker(u + Id)?.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de wu.

1 1 0 0

L y 01 0 0

2. Montrer qu’il existe une base B de R* telle que mat(u, B) = 00 -1 1
00 0 -1

3. On note C(u) I'ensemble des endomorphismes de R* qui commutent avec u.

(a) Montrer que C(u) est un espace vectoriel.

(b) Soit v € C(u). Montrer que tout vecteur propre de u est vecteur propre de v.

* x 0 0
Montrer que mat(v, B) est de la forme 8 3 2 5 (on B est la base de la question 2).
0 0 0 =

(¢) Expliciter C(u) et donner la dimension de C(u).

-1 0 1 —1 1 0
Exercice 1.3 Soient A = 1 -1 0JeeB=|(0 -1 1
0 1 -1 1 0 -1

1. Montrer que A et B commutent.
2. Montrer que A et B sont semblables sur R.

3. Montrer que I'espace vectoriel engendré par A et B est un corps.
Quel est 'inverse de aA + bB 7
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MP* : algebre linéaire, déterminant 2 INDICATIONS

2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Les valeurs propres sont racines de tout polyndéme annulateur.

2. Montrer que cela revient a rechercher deux vecteurs propres et un vecteur z tel que Az = x + e ol e est un vecteur
propre. Rechercher par le calcul ses vecteurs

1 00
3.SiA=P |1 1 0]P1!, écrire toute matrice qui commute & A sous la forme PM’P~! puis calculer directement
0 0 1

4. Si X existe, montrer que X commute avec A. En utilisant la question précédente, obtenir la forme de X puis effectuer
1 00

la résolution (on s’arrangera pour remplacer Apar (1 1 0])
0 0 1
Indication pour ’exercice [1.2]:

1. Trouver un polynéme annulateur simple puis toute valeur propre est racine de tout polynéme annulateur

2. Montrer que cela revient a rechercher deux vecteurs propres et deux vecteurs z; tel que Ax; = +x; + ¢;, ol e; est un
vecteur propre. Rechercher alors les x; par le calcul direct.

3. (a) Caractérisation des sous-espaces
(b) Si u et v commutent, montrer que v(ker(P(u)) C ker(P(u)), ce qui donnera la forme de la matrice de v

(c¢) Ecrire les matrices de u et d’un élément du commutant dans la base précédente puis calculer pour obtenir la forme
de sa matrice

Indication pour I’exercice [1.3|:
1. RAS
2. Montrer que cela revient a chercher trois vecteurs (e, f, g) tel que
Ae=—-e=yg, Af=e—f, Ag=f—y,
chercher leur forme par le calcul puis utiliser le déterminant pour assurer la liberté.

3. Montrer que Vect(A, B) est un sous-anneau de 93(R) (pour commencer vérifier que A%, B2, AB, BA appartiennent
bien & Vect(A4, B)). Ensuite, rechercher ’élément neutre E de Vect(A, B) pour le produit (attention, ce n’est pas I3 car
Vect(A, B) n’est pas un sous-groupe pour la multiplication, de GL3(R)) puis résoudre 1’équation

CD=FE

en fonction de C (en explicitant C, D et E en fonction de A, B, ce qui fournit des systémes par liberté de A et B)
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3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

1. Je laisse le lecteur vérifier que A? —2A 4+ I = 0. Soit A une valeur propre éventuelle de A. Puisque toute valeur propre
de A est racine de tout polynéme annulateur de A, on en déduit que

N2 +1=0c\=1.

Par conséquent, 1 est la seule propre possible de A (ce qui n’implique pas que 1 soit valeur propre méme si c’est la seule

. s 0 1 .
valeur propre éventuelle, le lecteur s’en convaincra en étudiant ( ) dont X3 + X est un polyndéme annulateur).

10
T
Déterminons ’espace propre F1(A) de A associé a la valeur propre 1. Soit X = [ y | € E1(A) alors
z
8§ —6 5 T T 8r —6y+5z=1x
AX = 1.X& |14 —11 10 yl=|y|] & lde—-11ly+10z=y
7T —6 6 z z Tr —6y+ 62 =z
Tx —6y+5z=0 Tr—6y+52=0 6
& 14z — 12y + 102 =0 & 0=0 Ly — Ly — 2L, <:>{x—yz
Tw — 6y +52=0 0=0 Ly — Ly — I 7
6,-5, 6 6 6\ (_§ 6\ /-6
s x=|7 y7 =y I +z 07 < X € Vect( T , 07 )=Vect(|{7],]| 0 ]),
P 0 1 0 1 0 7
ce qui montre que
6 —6
Ey(A)=Vect(| 7], 0 |)
0 7

2. Cela revient a dire qu’il existe une base (eg, ea, e3) telle que

A61 = e]+ ey
A62 = €9
A€3 = €3

Les deux derniéres égalités signifient simplement que es et ez sont des vecteurs propres de A associés a la valeur propre

6 —6
1 donc ey, e3 doivent appartenir & Vect(| 7 |, [ 0 |). Traduisons la premiére égalité
0 7

Aei =e1 + e & (A—]3)61 = €9

Par conséquent, on choisir le vecteur propre es de fagon a ce que eg appartienne a Im(A—1I3). Puisque dim ker(A—1I3) = 2,
le théoréme du rang montre que rg(A— I3) = 1 donc Im(A — I3) est engendré par un vecteur. Puisque e est un vecteur
non nul et qu’il appartient & I'image, le vecteur e doit & la fois engendré Im(A — I3) et appartenir & F1(A). Un calcul
direct nous montre que

7 —6 5
A-I3=114 —-12 10|,
7T —6 5
1
et Uon constate que tous les vecteurs colonnes (qui engendre I'image de A — I3) sont des multiples du vecteur [ 2
1
1
Un autre calcul direct montre que le vecteur | 2 | appartient a Eq(A).
1
1
Des lors, on choisit pour e le vecteur | 2 | et pour ez un vecteur quelconque de Fj(A) non colinéaire au vecteur es
1

www.mathematiques.fr.st 3 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MP* : algebre linéaire, déterminant 3 CORRECTIONS

6
(pour que la famille (eg, e3) soit libre), par exemple le vecteur e3 = | 7 | convient bien.
0
x
Déterminons maintenons un vecteur e; = | y | convenable
z
7 —6 5 x 1 Tr — 6y + 52 =1
(A—I3)ey = e (14 —-12 10 y|l=1(2] & 14z —-12y+10z =2
7 -6 5 z 1 Tr — 6y + 5z =1
Tr—6y+52z =1
= 0 =0 Ly« Ly—2L) ©Tx—6y+5z=1
0 =0 Ls—14
0
Le vecteur e; = [ —1 | convient. Montrons que la famille (e1, s, e3) est une base de R3, ce qui revient & montrer que
-1
le déterminant, dans la base canonique, de cette famille de vecteurs est non nul
0 1 6 0 1 6 1 6
det(eq,eq,e3)=|-1 2 7 = 0o 1 7 :—‘1 7‘:—17&0
—1 1 o|" o1 1 0
Si P désigne la matrice de changement de base de la base canonique dans la base (ei,eq,e3), autrement dit P =
0 1 6
—1 2 71, alors les formules de changement de base nous montre que
1 10
A€1 A€2 A€3
1 0 0 el 1 00
P1AP = 1 1 0 e2 & A=P|1 1 0| P!
0 0 1 es3 0 0 1
1 00
et donc A est bien semblable & la matrice {1 1 0
0 0 1

100
3.Onnote A”=1[1 1 0].Soit M une matrice qui commute avec A
0 0 1

MA=AM & MPA'P ' =PAP'M <o P 'MPA' = AP 'MP

a b c
Si l’on pose M’ = P~'MP alors M'A’ = A’M’ donc M’ commute avec A’. Sil'on pose M’ = | d e f | alorson a
g h 1
a b ¢ 1 0 0 1 0 0 a b c a+b b c a b c
d e fl[1 1 0)J=1[1 1 0 d e flel|ld+e e fl=|a+d b+e c+f
g h 1 0 0 1 0 0 1 g h 1 g+h h i g h )
a+b=a _
d+e=a+d 2:2 a 0 0
& e=bte & _, eM=[|d a f], (ad/fygi)€eR
c+f=f h;O g 0 1
g+th=g
Par conséquent, M commute avec A ssi
0 1 6\ /fa 0 0\ /0 1 6\
M=PM'P ' '=|-1 2 7||d a« f]|-1 2 7
1 10/ \g 0 i 1 10

ou (a,d, f,g,1) sont des réels quelconques.
Remarque : lidée de ramener I'é¢tude de la commutation de M et A a celle de M’ et A est intuitive, si [’on raisonne en
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terme d’endomorphismes. Si m (resp. a) désigne l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est M (resp.
A), Uégalité AM = M A signifie que les endomorphismes m et a commutent. Vu qu’il existe une base dans laquelle la
matrice de a est simple, il est normal de considérer m dans cette méme base puisque l’on étudie la commutation de a
et m, d’ou lintroduction simultanée de M’ et A’ qui représentent les endomorphismes m et a dans cette base.

4. On remarque pour commencer que si X vérifie I’équation (E) alors X commute avec A puisque
XA=XX?=X%=X?X = AX

La question 3) montre alors que X s’écrit

a 0 0
X=P|b a c|P' (abcde)ecR5.
d 0 e
1 00
D’autre part, puisque A=P |1 1 0| P !etque
0 0 1

(PQP™1)* = PQP_"PQP™! = PQ*P™!
=I

l'équation (E) s’écrit encore

a 0 0 1 0 0 a 0 0 1 0 0
(E) & [(P|b a c|P')] =P|1 1 0|P'<eP|b a c| P*=P|1 1 0]P!
d 0 e 0 0 1 d 0 0 0 1
a 0 0\> /(1 0 a2 0 0 100
& b a ¢ =11 0) e |2ab+cd a® ac+ce 1 1 0]=0
d 0 e 0 0 1 ad+de 0O e? 0 0 1

||
—_

e =&y eq € {-1,1}
2e1b+cd =1
(61 + 82) =0
d(€1 + 82) =0

Pour finir la résolution, nous sommes amené & considérer différents cas

& 2ab+cd—1 &
ac+ce=0
ad+de =0

0
1
0
l a=¢ g1 € {-1,1}

e Premier cas : g1 + &2 # 0, c’est-a-dire si (a,e) = (1,1) ou (a,e) = (—1,—1) alors

c=0 ;io
(B)e! d=0 < =Y
2e1b=1 b= —
“1 281
1 00 -1 0 0
Par conséquent, X = P % 1 0|PltouX=P —% -1 0 | P!
0 0 1 0o 0 -1
e Second cas : €1 + g2 =0, ¢’est-a-dire si (a,e) = (1,—1) ou (a,e) = (—1,1) alors
1—cd
(B) & 2bted=1ab=-—"°
281
Par conséquent,
1 0 0 -1 0 0
x=p|l=9 1 |PY, (cheRPoux=P| 1= 1 .|P (cd)cR>
d 0 -1 d 0 1
8 —6 5
Conclusion : ’équation X2 = [ 14 —11 10| admet une infinité de solutions données par
7 —6 6
1 0 0 -1 0 0 € 0 O
1 1 1 -1 1-— Cd —1 2
S=<P 3 o|pP~", P —3 -1 o |P 7, P 5 e ¢ | P, (¢d)eRietee{-1;1},,

0 1 0 0 -1 d 0 —e¢
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0 1 6
oul P est la matrice inversible | —1 2 7
1 1 0
Remarque : d’un point de vue topologique, I’ensemble des solutions dans M3(R) de I’équation X2 = A possédent deux
1 0 0 -1 0 0
points isolés P % 1 0|PtetP —% —1 0 | P! et deux composantes connexes infinies.
0 0 1 0 0 -1

Correction de I’exercice [1.2] :
1. Les polynomes (X — 1)% et (X + 1)? étant premiers entre eux dans R[X], le théoréme des noyaux montre que
ker(u — Id)? @ ker(u + Id)? = ker [(u — Id)?(u + 1d%)] .

Il suffit par conséquent de montrer que (X — 1)2(X + 1) = (X2 — 1)? est un polynéme annulateur de u donc de A

0 10 2\° /=50 6 0 6 0 6 0\
s -3 04 0] [0 10 6 > ;w2 |0 00 6|
A=10 103] =607 0|7 606 0| ™

10 1 0 0 00 1 0 00 0

Les valeurs propres possibles (nécessairement réelles) de u sont racines du polynéme annulateur (X — 1)2(X + 1)% de
u donc les valeurs propres possibles de u sont 1 ou —1. Déterminons les espaces propres respectifs
x

Détermination de F1(A) : Soit X = Yl e E,(A) alors

z
t
0 1 0 2 T T 20+y==x —z+2t+y=0
_ -3 0 4 0 yl|l |y —3rz+4z=y —3r—y+42=0
AX = Xel o 1o s|l=] 7> 3tty=z y—2+3t=0
-1 0 1 0 t t —x+z=t —x+z—-t=0
—x+2t+y=0 —x+2t+y=0
N —4dy+4z2—-6t=0 Lo« Ly —3L, N —4dy+4z—-6t=0
y—z+3t=0 6t =0 L3 —4L3+ Lo
—y+z—-3t=0 Ly~ Ly— 14 —6t=0 Ly «— 4Ly — Lo
t=0 : 1
& =z oX=|"]|=z 1
o 0 0
1
donc F;(A) = Vect 1
0
x
Détermination de F_1(A) : Soit X = Z € E1(A) alors
t
0 1 0 2 T T 2W+y=—x r+2t+y=0
o -3 0 4 0 vyl _ |y —3r+4z=—y —3x+y+42=0
AX = =Xe g 1 g 3|2 T 2] T vest=— T ytrzi3t—0
-1 0 1 0 t t —r+z=—t —xz+z+t=0
r+2t+y=0 z+2t+y=0
N dy+42+6t=0 Lo« Lo+ 3L, N dy+4z+6t=0
y+Z+3t:0 6t=0 L3<*4L37L2
y+z+3t:0 Ly+— Ly+ Ly 6t=0 Ly+— 4Ly — Lo
F=0 z 1
& s ex=| =2
yx—z z 1
o 0 0
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1
-1
donc E_1(A) = Vect 1
0
1 1 0 0
. T . 01 0 0 o .
2. Soit B = (e, ea, €3, e4) une base de R*. L’égalité matricielle mat(u, B) = 00 -1 1 est équivalente au systéme
00 0 -1
suivante
Ael = €1 A61 = €1
Aes = €3 + €1 N (A — 14)62 =e1
A€3 = —€3 A63 = —€3
Aey = —eyq +e3 (A4 Iy)eqs = e3

(puisque l'on se rappelle de la célebre formule y = u(z) < Y = AX). En particulier, on a e; € E1(A) et e3 € E_1(A)
et d’apres la question 1), chacun de ces espaces propres est de dimension 1, nous n’avons d’autre choix que de choisir
(& un scalaire multiplicatif pres)

1 1
1 -1
€1 = 1 et ez = 1
0 0

Ces choix étant faits, il reste & déterminer es et ey, ce que nous allons faire par un calcul direct.
Détermination de ey :

-1 1 0 2 T 1 —rx+y+2t =1
_ -3 -1 4 0 y| |1 “3z—-—y+4z =1
A-Tjex=ere | g0 1 3 3|27 1] 9] y—zen =1
-1 0 1 -1 t 0 —x+z—t =0
—r+y+2t =1 —x4+y+2t =1 tzl
—4y+4z—6t = -2 Lo« Ly—3IL4 —4y +4z — 6t = -2 _3
Y y-e+3t =1 < 6t =2 Lye—dly+L, ) YTF
—y+z—3 =-1 Ly« Li—1In —6t =—2 L4« 4L, — Ly x:f§+z
-1
, . 110 - .
Par conséquent, si ’on fixe z = 0, le vecteur e; = 3l o vérifie bien (A — Iy)es = €.
1
Détermination de ey :
1 1 0 2 T 1 r4+y+2¢ =1
_ -3 1 4 0 y| | -1 —3r+y+4z =-1
ArTes=es= | o0 1 3|27 1| T gz =1
-1 0 1 1 t 0 —x+z+1 =0
r+y+2t =1 r+y+2t =1 t:l
dy+4z+6t =2 Ly Ly+3Ly ) dy+4z+6t =2 - 3_2
y+z+3t =1 6t = Ly — 405 — Lo 1
y+2+3t =1 L4<_L4+L1 6t =2 L4(—4L4—L2 $:§+Z
1
. 110 - .
Par conséquent, si ’'on fixe z = 0, le vecteur ey = 3o vérifie bien (A — Iy)es = e3.
1

la famille (eq, ez, e3,e4) est une base de R* : cela revient 4 montrer que le déterminant, dans la base canonique, de
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cette famille est non nul

-1 1
L= 1 3 1 -1 1 1 1 -2 1 1
det( ) 1 0 -1 0/_11 0 -10 _ it 0 -1 0
1,62, 63,4 1 0 1 0/ 9|1 0 1 0cecci9|l 0 1 0
1 1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 = 0 =
3 3
1 -2 1
1 1 — 4
= —x1x(=D*"1 0 —1:f><(—2)><(—1)2+11 o2y
9 9 1 1 9
1 0 1
A€1 = €1
, . Aes = e3 + €1 . .
Par conséquent, puisque Aew — —e , A la matrice de u dans la base B = (eq, eq, €3, €4) est la matrice
3= —¢€3
Aey = —eq +e3

A61 A62 A€3 A64

1 1 0 0 el
0 1 0 0 e
0 0 -1 1 es
0 0 0 -1 e4

si P désigne la matrice de changement de base de la base canonique dans la base (e1, es, e3, e4), autrement dit

S = =
C.»OM—'OOC.O‘I
—_
WO oWl

on a

o
O = O =
— O = O
S WO N
oo O
OO = =

|

—_

3. (a) Il est évident que C(u) est inclu dans £(R*) donc nous allons utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels
Si I’on note 0 I'application nulle sur R*, on a 0 € C(u) car 0ou = 0 = u o 0 donc C(u) est non vide (.
Soient v, w € C(u), c’est-a~dire uov =vowu et uow = w o u et soient A, u deux réels alors on a

wo (M~ pw) =Auov+ puow =Iwou+ pwou= (Av+ pw)ou

donc \v + pw € C(u), ce qui démontre que C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R?).
(b) On utilise le résultat élémentaire élémentaire d’algébre linéaire :
Si u et v commutent alors pour tout polynéme P, on a v(ker(P(u)) C ker(P(u)).

7

Cela simplement que v commute avec P(u), ce qui implique

e e ker(P(w), P)(o() = [P(u) o vl(z) = [vo P(w)](x) = o[P(u)(x)] = v(0) = 0
= Va €ker P(u), v(z) € ker(P(u)) = v(ker(P(u)) C ker(P(u))

Soit v € C(u). D’aprés la question 1), nous avons
R* = ker(u — Id)? @ ker(u + Id)?

donc les sous-espaces vectoriels ker(u — Id)? et ker(u + Id)? sont stables par v. Or e; € ker(u — Id) C ker(u — Id)
et es € ker(u — 1d)? car
(u—1d)%e; = (u—1d)(u — Id)ey = (u — Id)e; =0

donc Vect(eq,e2) C ker(u — Id)2. De méme, Vect(es, e4) C ker(u + Id)? (je laisse au lecteur la vérification).
En passant & la dimension, on en déduit que dim ker(u — Id)? > 2 et dim ker(u + Id)? > 2, or I'on sait que

4 = dim ker(u — Id)? + dim ker(u + Id)?
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donc dim ker(u—1d)? = dim ker(u+1d)? = 2. Ces deux égalités combinées aux inclusions Vect(e1, ea) C ker(u—1Id)?
et Vect(es, e4) C ker(u + Id)? montrent que

Vect(er,ez) = ker(u —Id)? et Vect(es, eq) = ker(u + Id)?

On en déduit que les espaces Vect(eq, ea) et Vect(es, eq) sont stables par v, ce qui implique que la matrice de v
dans la base (e1, ea, e3,€4) est de la forme

v(er) wv(ez) w(es) w(es)

0
0
*
*

* ¥ O O
o)
)

*

* *
0 0
0 0

Ensuite, les espaces ker(u — Id) et ker(u + Id) sont stables par v. Or on a les égalités suivantes qui découlent de
la question 1)
ker(u — Id) = Vect(e1) et ker(u +Id) = Vect(es)

donc les espaces Vect(e) et Vect(es) sont stables par v, ce qui entraine que a matrice de v dans la base (eq, ez, €3, e4)
est de la forme

v(er) wv(ex) w(es) wv(eq)
*

0
0
*
0

* ¥ O O
o
N

*
0 *
0 0
0 0

(¢c) Soit v € C(u), la question 3.b) nous montre 'existence de 6 réels (a, b, ¢, d, e, f) tels que

a b 0 0
0 ¢c 0O
mat(v, B) = 00 d e
000 f

Le fait que u et v commutent impliquent que leurs matrices dans la base B commutent, c’est-a-dire

a b 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 a b 0 0
0 ¢ 0 O 0 1 0 0 10 1 0 0 0 ¢ 0 O
0 0 d e 00 -1 1] |00 -1 1 0 0 d e
0 00 f 00 0 -1 00 0 -1 0 00 f
a a+b 0 0 a b+c 0 0
o 0 ¢ 0 0 I U 0 0 a+b=b+c a=c
0 0 —d d—e 0 O —d f-—e d—e=f—e d=f
0 0 0 —f 0 0 0o —f
Par conséquent, v commute avec u ssi sa matrice dans la base B est de la forme
a b 0 0 1 0 0 O 01 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
0 a 0 O 01 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
mat(v.B) =1 o g e[ =%1o 0 0 of "o 0 0 o] T 0 0 1 o]l T o 0 0 1
0 0 0 d 0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0O
autrement dit v commute avec u ssi
1 0 0 O 01 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
01 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
mat(v, B) € Veet(| o 5 o] 1o 0 0 ol o o1 offo o0 o0 1]
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0O

11 est évident que ce dernier espace vectoriel est de dimension 4 donc dim C(u) = 4

Remarque : le résultat élémentaire d’algébre cité au début de la question 3.b) joue un role fondamental dans
les applications théoriques et "concrétes” de l'algébre aux différentes sciences (physique, informatique, etc) et
il posséde de nombreuses généralisations dont les applications permettent la résolution de nombreuses équations
aux dérivées partielles de la physique. En particulier, la physique des champs est entiérement construite autour
de la notion d’opérateurs ou plutét de groupe d’opérateurs (que les physiciens appellent symétries) commutant @
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certains opérateurs privilégiés. On réobtient ainsi linterprétation théorique du role majeur joué par le Laplacien

n 82
A= 722 sur R™ en physique classique (regarder toutes les équations fondamentales vue en physique selon
i=1 0T}
. . . 1 9? o .
st n=1, n=2 ou n:3) , ou de l'opérateur de Dirac [ = —2@ — A en mécanique relativiste (par exemple, en
c
électromagnétisme).
Donnons un exemple un peu plus concret (mais complétement virtuel). Imaginons que nous disposions d’une
0 1 0 2
L ) } . -3 0 4 0 o
théorie physique T possédant une symétrie privilégié décrite par la matrice A = 0 1 0 3 et qui o tout
-1 0 1 0

systéme physique S associe une matrice Vs € M4(R). Supposons que votre théorie exige que toute matrice Vg
d’un systéme physique S commute avec A, alors d’aprés la question 3.c), vous étes certain que les matrices

1 000 01 0O 0 0 0O 0 0 0O

01 0O 0 0 0O 0 0 0O ot 0 0 0 O

0 0 0 0}’ 0 0 0 0}’ 0 010 0 0 0 1

0 0 0O 0 0 0O 0 0 01 0 00O
joueront un réle majeur dans la théorie T.

Correction de I’exercice [1.3] :
2 -1 -1 2 -1 -1
1. AB=|-1 2 —-1|etBA=|-1 2 —1| donc AB=BA

-1 -1 2 -1 -1 2

2. Les deux matrices A et B sont semblables ssi elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes.
Pour fixer les idée, on suppose que la premiére base B = (e, e, e3) est la base canonique de R? et u est I'unique
endomorphisme de R? tel que mat(u, B) = A donc u est défini par

u(e1) = —eq + eo
(1) u(es) = —eg + €3
u(es) = —es + €1

Notre objectif est de trouver une base B’ = (f1, f2, f3) telle que B = mat(u, B') autrement dit que

u(f1) = —f1+ f3
(2) u(fe) = —fa+ fs
u(fz) = —fz+ fo

En toute généralité, on devrait écrire les coordonnées des f; dans la base B puis réinjecter les égalités obtenus dans le
systéme (2) et utiliser les égalités du systéme (1). Mais, un bon calculateur étant un calculateur qui calcule peu, on re-
marque A et B sont les mémes colonnes sauf que la premiére et la troisiéme sont échangés. On constate alorsdirectement
que les vecteurs

fi=es, fo=ey fz=e
conviennent. Par conséquent, les matrices A et B commutent
Remarque : On a méme A = PBP~L, ou P est la matrice de changement de base de (ey,es,e3) dans (fi, f2, f3),

0 0 1
c’est-a-dire que P=10 1 0
1 00

3. Pour montrer que Vect(A, B) est un corps, c’est-a-dire un anneau dont tous les éléments non nuls admettent un inverse
appartenant a Vect(4, B).
Pour commencer Vect(A, B) C M3(R) qui est un anneau (non commutatif). On se dit des lors qu’il suffit d’utiliser
la caractérisation des sous-anneaux d’un anneau. Malheureusement, cela ne convient pas car si ’élément neutre pour
laddition de 93(R), qui est 04, appartient bien a Vect(A, B) (puisque c’est un sous-espace vectoriel de M3(R)),
l’ensemble Vect(A, B) ne contient pas I’élément neutre pour la multiplication de 9M3(R), qui est I5. Cela résulte du
calcul suivant : soit a,b € R

-1 0 1 -1 1 0 1 0 0
aA+bB = I3sa|l 1 -1 0 )+ 0 -1 1 |]=101 0
0 1 -1 1 0 -1 0 0 1
—a—0> b a 1 0 O —a—b=1
& a —a—0b b =10 1 0| & a=
b a —a—0b 0 0 1 b=0
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ce qui est impossible. Il nous faut donc vérifier toutes les conditions sur les corps (O joie !!)

e Vect(A, B) est non vide car 03 =0 x A+ 0 x B € Vect(A, B)

e Vect(A, B) est stable par addition qui est une loi associative et commutative : L’addition des matrices est asso-
ciative et commutative. Ensuite, puisque Vect(A, B) est un R-espace vectoriel, il est stable par addition

e Vect(A, B) est stable par produit et le produit est commutatif : Soit ' = a A+ 0B et Z = cA+dB, nous devons a
priori montrer que TZ et ZT appartiennent & Vect(A, B) car 'anneau Vect(A4, B) n’est pas commutatif puisqu’il
est inclu dans un anneau qui ne lest pas. En fait, Vect(A4, B) est commutatif car, A et B commutant, on a

TZ = (aA+0bB)(cA+dB)=acA®>+ adAB + bcBA + bdB? = acA? + adBA + bcAB + bd B?
= (cA+dB)(@aA+bB)=ZT

Le calcul précédent montre que Vect(A, B) est stable par produit si A%, AB = BA, B? appartiennent a Vect(A, B)
Effectuons le calcul de tous ces produits et en s’aidant des coefficients nuls pour 'une des matrices et non nuls
pour 'autre, on obtient directement que

11 =2 -1 0 1 -1 1 0
A2 = -2 1 1 ]=-2|1 -1 0 |+|0 -1 1 |=-24+Bc¢Vect(4,DB)
1 -2 1 0 1 -1 1 0 -1
2 -1 -1 -1 0 1 -1 1 0
AB = BA=|-1 2 —1|=-(1 -1 0]-[0 -1 1 |=-A-Bc¢cVect(A B)
-1 -1 2 0 1 -1 1 0 -1
1 -2 1 -1 0 1 -1 1 0
B? = 1 1 -2]l=|1 -1 0|-2(0 -1 1 ]=A-2B¢Vect(4,B)
-2 1 1 0 1 -1 1 0 -1
On a donc
(aA+bB)(cA+dB) = acA?+ adAB+ bcBA + bdB? = acA® + adBA + bcAB + bd B?
= ac(—2A+ B)+ (ad+ bc)(—A — B) + bd(A — 2B)
(aA+bB)(cA+dB) = A(bd—ad— bc—2ac)+ B(ac— ad — be — 2bd) € Vect(A, B)

donc Vect(A, B) est bien stable par produit

e le produit est associatif et distributif par rapport a I'additon : cela résulte que le produit des matrices est associ-
atif et distributif par rapport a ’addition des matrices

e Existence d’un élément neutre : Nous devons rechercher un élément F = aA + bB € Vect(A, B) tel que pour tout
élément T de Vect(A, B), on ait ET =T et TE = T. Le produit étant commutatif, il suffit de vérifier la premiére
égalité. En outre, ’égalité

VT € Vect(A,B), ET =T
cela implique que FA = A et EB = B. Réciproquement si FA = A et EB = B, je laisse le lecteur vérifier que

VT € Vect(A,B), ET =T

En utilisant le fait que A et B sont linéairement indépendants sur R, on obtient

EA = A& (aA+bB)A=AaA? +bBA=As a(-2A+B)+b(-A-B)=A
—2a—-b =1 1
& A(—2a—b)+B(a—b)—A<:>{ a—b  —0 @a—b——g
donc
. -2 1 1
E=--(A+B)=—2|1 -2 1
3 R

1 2 1 1 -1 1 0 -1 1 0
EB = —3 1 -2 1 0 -1 1 )]=(0 -1 1]|=B
1 1 -2 1 0 -1 1 0 -1
1
Par conséquent, nous venons de montrer que ’élément neutre de Vect(A, B) est E = fg(A + B).

Remarquons que E n'est pas égal o I3 et qu’il n’est pas inversible dans Ms(R).
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e Existence d’un inverse pour tout élément non nul de Vect(A, B) : Soit T = aA + bB un élément non nul de
Vect(A, B), c’est-a-dire que (a,b) # (0,0) (puisque A, B sont linéairement indépendants). Nous devons mon-
trer existence d’un élément Z = cA + dB € Vect(A, B) tel que TZ = E et ZT = E. Seul la premiére égalité est
intéressante car la seconde en résulte par commutativité du produit sur Vect(A, B). En utilisant I'indépendance
linéaire de A, B et en utilisant les calculs menés pour la stabilité de Vect(A, B) pour le produit, on a :

T7 - E@A(fc(bJrQa)+d(bfa))+B(c(a7b)fd(a+2b)):f%Af%B
1
—c(2a+b)+db—a) =-—= %—-b b-a ¢\ 1(1
< c¢(a —b) — d(a+ 2b) z (:)(ab a26> (d)_ 3(1>

Le déterminant de la matrice —20—b b-a est
a—2b —a — 2b

b 3
3(a* +ab+b*) = 3((a + 5)2 + ZbQ)
b_ 0
Puisque a et b sont réels, le déterminant est nul ssi { a+ 92 ° & a=0b=0 (la somme de deux positifs est nul
b=0
ssi ils sont tous les deux nuls).
—2a—-b b-a

Par conséquent, si (a,b) # (0,0) alors la matrice < > est inversible et son inverse est

a—2b —a — 2b

—2a—b b—a _1_ 1 —a—2b a-0»
a—b —a—2b C 3(az+ab+b2)\ b—a —2a—0b

1 —
(car l'inverse de (i §> est o= By (_57 f)). Par conséquent, on obtient que
—1
c 1 /-2a-b b—a 1 1 —a—2b a-b 1
Tz = bFe (d) 3 ( a—b —a—2b> (1) "~ 9(a2+ab+1b?) ( b—a —2a—b) (1)

b

o (€)= b (3bY [ 3(a? + ab+b?)
d 9(a? + ab+b2) \—3a a
3(a? 4 ab+ b?)

b a
Z = A B € Vect(A, B
< 3(a? + ab+b?) Jr3(a2+ab+b2) € Vect(4, B)

Nous venons donc de montrer que tout élément non nul a4 + bB admet un inverse dans Vect(A, B) et que

b a

b A+bB)" = A B
V(a,b) #(0,0), (eA+bB) 3(a? 4 ab+b?) +3(@2+ab—i-b2)
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