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EXERCICE 1

Soient une suite (u,) réelle positive décroissante.
nature.

Montrer que les séries de termes généraux up, et 2"upn ont méme
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EXERCICE 2

de terme général b,.

Soit une suite (a,) réelle positive. On pose b, =
Comparer la convergence de la série de terme général a, et de celle

dn

1+a,
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EXERCICE 3

n

Soit (up)ns>0 une suite décroissante de réels positifs.
@ Montrer, si Zun converge, que nuy,

nature ?

n—-o00
@ Les séries de termes généraux u, et nu% sont-elles de méme

0. Gz
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2
pose v, =

n
n

g EJORD OF THE MATHS

H(l -+ Uk) |
k=1

EXERCICE 4
Soit (un),enx Une suite réelle ne prenant jamais la valeur —1. On

@ On suppose dans cette question que u, > 0 pour tout n.

général u, diverge.
Up

@ Etudier la série de terme général v, pour u, =

a) Montrer que la série de terme général v, converge.
b) Calculer la somme de cette série lorsque la série de terme
(=1)"

- .
vn+1

(=1)"
n+1'
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

EXERCICE 5

Soit (u,) une suite a termes strictement positifs. On suppose que

Up+1 X
—14=
" Tt B

ou la série de terme général B, est absolument convergente.
ot Up+1
@ Montrer que |'on peut écrire In (

1
=aln|l4+—-)+7,

Up n
ou la série de terme général 7y, est absolument convergente.

@ Montrer que pour un certain A > 0, on a u, ~ An®.
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MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 EXERCICE 6

n—--o00

Soit u € (RY)N telle que lim wu, = 0. On donne & € R et on

n
pose pourtout n € IN: S, = Y ux, v,
k=0

@ On suppose que la série Z u, converge: quelle est la nature

n>0
de la série Z vp ?
n=0
@ On suppose que la série ) u, diverge et a # 1. En évaluant
n=>0

S).1 — S pour 1y bien choisi, déterminer la nature de }_ v,.

© Etudier enfin le cas ou la série ) u, diverge et & = 1.
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES
(1) SOIt (X,')1<,'<n dans (IR

X
+

giFIE||JORD OF THE M ATHS

th, = 1, montrer que ﬁx

EXERCICE 7
)", (@i)1<i<n dans (RY)" tels que
;

X\n
n
; < Z D(IXI‘- Pso\utlon
I
(2 SO|t (un)p>1 une suite dans R7, telle que

[Tu

Z u, converge
montrer qu'il existe une suite (a,) de réels positifs telle que
n 1
u, =
i=1

n
7Hu;a,-
n+1)"i g

1/n
On pose v, = HU,

i=1
que Z Vy < e Z Uy, . ( solution
n=1

, montrer que ZV,, converge
ABDELLAH BECHATA
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g EJORD OF THE MATHS

EXERCICE 8

n=>0

Soit (ap)n>1 une suite réelle telle que Z an converge.

n

@ Montrer que Z kay, = o(n)

k=1

@ On suppose en outre (a,), positive et décroissante. Montrer
que na, = o(1).
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 EXERCICE 9

Soit ¢ une permutation de IN*. Etudier la nature des séries de
termes généraux

1
no(n)

o » solution

e@

n

o "(E’))
)

> solut\on

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES

SOLUTION EXERCICE 1
Les séries Z u, et Z 2"upn étant a termes positifs, les suites
n=>0 n=>0
Z up et
n=0

N

Z 2" Upn sont croissantes. Par conséquent
N n=0 N

elles convergentes toutes deux si et seulement si elles sont
majorées.

Yk € [2"+1,2",

Upnt1 < Uk < Uon
2n+1 2n+1
=

on+l
Z Upn+1 < 2 Uy

<Y ow
k=2"+1 k=2"+1

k=2"+1
on+l
<~ U2n+1 |:2I'l+1 — 2!7:| < Uy < Upn [2n+1 _ 2[7]
k=21+1
on+1
= U2n+1 [2 X 2”

< Y we < [2%x2"
k 2n+1
ABDELLAH BECHATA

11 / 62

— 2]

«O» «Fr <

> «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE

on+l
2” U2n+1 NS

D

k=
—1
=

20+1
Z 2nU2n+1
n

SERIES NUMERIQUES POSITIVES
<

2"upn = VN

N <2V
2n+1 N—1
Y L w< ) 2w
n=0 k=2+1 n=0
2 N—1
= 5 Z 2n+1U2n+1 < Z ue < Z 2nU2n
n=1 n=0
N
Si la suite Z Up est majorée par un réel M alors
n=0 N
m
VYm > 2, Zuk—uo—l—Zuk
N
= VN> 2,

m—1

up + Z 2 U2n
2 2n+1 Upn+1
n=0

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2
N
donc la suite Z 2" tiyn
n=0

g EJORD OF THE MATHS

N

SOLUTION EXERCICE 1
est également majorée (par

N
2up + 2M). Réciproquement si la suite 2 2" upn
n=0
par un réel M alors
YN >

est majorée
N
N—1 N N
1, Z2”u2n</\/l:>2un:uo—f—2uk
n=0 n=0 n=1
2N
< U0+Zuk§Uo+/\//
n=1
N
donc la suite Z Up
n=0

N
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES

n>0

SOLUTION EXERCICE 2
Supposons que la série Z a, converge alors a, S 0 ce qui
nous fournit |'équivalent b

. 0 donc la série Z b, est
n=>0
ausi convergente
Si la série 2 b, est convergente alors b, — 0. Oron a
n>0 n——+oo
an
VYneIN, b,=-—— donc
1+ a,
an
Vn € NN, 0<b, <1, b,= & by + anb, = ap
1+a, + a,
b
& a,=—

~ b, =20
]_—bnn~>+oo n=

ce qui assure la convergence de la série Z an
n=0
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES

SOLUTION EXERCICE
N
© Pour tout entier n, on note Sy = Z up alors, par
décroissance de (up),, on a

n=0

N
52N - SN = Z up, = Z Uy = Uy (2/\/ N) NuzN
n=N+1 n=N+1
=0 (/V U2[\[) (52/\/—5/\/)

2N+1 2N+1
Son+1 — Snv =

Y, u = Y, i
n=N+1

n=N+1
= i1 2N +1— N) = (N + 1).tay11
= 0< 2N+ 1wy =2(N+1) toni1 — ton1
< 2(N+1)wny1 <2(Son+1 — Swn)
upN+120
ABDELLAH BECHATA 15 / 62
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

n=0

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 3
La série Z up étant convergente, la suite (Sy)y est aussi
nous donne :

convergente vers une limite L et les encadrements précédents,
lim 2
N—+o0

N— 400

(Son —Sy) =2(L—L)=0=

NL‘TOOQN'UM) =0
lim 2(52N+1 - SN+1) = 2<L — L) =0
=

N——+o0

lim ((2N +1).upn1) = 0

ce qui nous assure que lim  Nuy = 0.
N—-+o0
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LI E||ORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES

SOLUTION EXERCICE 3

@ Si la série Z nu? est convergente, étant donné que I'on a

n>0
Vne NN, nu; = u,.(nu,) = o(up)
~——
—0

n=0

déduit que la série Z nu? est aussi convergente
n=>0

et que la série Z u, est convergente a termes positifs, on en

Par contre la série 2 nu% peut converger sans que la série
n=>0

1
Z u, converge. En effet, la série de Bertrand Z
n=>0

est
n>2 |n( )

ABDELLAH BECHATA

«O» «Fr <
17 / 62

> «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE
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g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 3

2
. . . 1
divergente mais la série Z n <> =
n>2 n)

1

= ) iy

nln( e n(In(n))

une série de Bertrand convergente.

est
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

a) N'ayant aucune information sur la convergence ou la

divergence de la série Zun, nous allons essayer d'étudier les
n

sommes partielles (Sp), de la série Zv,,.
n

- uy :(l—l—ul)—l:l_ 1
1 1+ 1+ 1+
up 1 (1+UQ)—1
& = 51+ —1-
? P+ u) (1t w) I+ (14wu)1+w)
R 1
a 1+ 14+wm (14u)(l+w)
1

= Tt w)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

_ u3
B = 2t G it w)
_ 1 1 (1+us)—1
B (I4+u)A+uw)  Q+u)1+w)(l+u)
1 1
= T Orm 0t T Trm At m)
1
(4 u) T+ w)(1+w)
1
- 1-

(14 1) (14 w)(1+ u3)
Démontrons alors par récurrence que

1

Yn>1 S,=1-— .
" g A+u) - (+un)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

. , .
vraie au rang n et montrons qu’elle reste vraie au rang n+ 1.
SI’I+1 = 5

SOLUTION EXERCICE 4
L'initialisation n = 1 a été établie. Supposons la propriété
Upt1

(I4+wy) - (L4 up) (L4 upy1)
= 11—

1
A+u) - (L+un)

(1+up)—1

1

(1+U1)"'(1+Un)(1‘|‘un+1)
= T rw) )

1

(T+uw) (14 un)
1
I4+uw) - (14 un)(1+ tpgr)
1—

1
(T+w)--- (14 up) (14 upt1)

ABDELLAH BECHATA
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ABDELLAH BECHATA

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

ce qui achéve la récurrence. La suite (up), étant positive, on
en déduit que la suite ((14+wy)--- (14 un)), est croissante

(on passe d'un rang au suivant en multipliant par 1+ u, > 1)
: 1
donc la suite

est décroissante. Ainsi
(1+U1)-~~(1+un)>n

1
la suite (Sp)p=(1—

est croissante
<1+U1>---<1+un>>n
et elle est clairement majorée par 1 donc elle est converge

c'est-a-dire que la série Zv,, converge.
n
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 4
b) Etant donné que le développement du produit
(L4 w) -+ (1+ up) est de la forme

(I+u)--(I+up) =1+ (vg +-+un)
k=2

n
+ Z produit de k éléments u; d'indice distincts
Zup+-- -+ un

n
k=1

— 4o
n—-o0
car la suite (up)p est positive et la série Zun diverge (donc
n
H (1 aF Uk)

ABDELLAH BECHATA

vers +00) ce qui entraine la convergence vers +oo de la suite
. Par conséquent, on a S,
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giFIE||JORD OF THE M ATHS

n>1

Zv,,_l
n
. —1)"
@ Premier cas u, = ( )

SOLUTION EXERCICE 4
c'est-a-dire que la série 2 vp converge et sa somme vaut
=1

. D’aprés la question 1, on a
n—+1 P g
Vn>1,

)k
1 (+ )
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4
Transformons ce dernier produit.
. (= 1)") < (—1)k> ( (—1)k>
[Tl1+— )= 1+ 1+
k1< k+1 k:[;lr k+1 kiln?!air k+1
ke[1,n] ke[1,n]

1 1
LG5 LG ek
1<2p<n ( 2p+1 1§2:/[3_+11<n 2p+1+1

N H (2p+2) H <2p+1>
2p+1 0<p 2p + 2

1<p<n/2 <(n—1)/2
_2x041 szu) (2p—|—1)}
C 2x042 ”KK 12 L\2p+1/ \2p+2
1
= 59qn H *qn
2 1<p<n/2 2
«4O0>» «F»>» «E» «E» E A
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g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 4

n
2(§)+2_n

ol g, = 1 si n est impair (la cas p = — n'apparait pas) et

+2 . . )
qn = 7 = si n est pair. Par conséquent, on en
2 (5) +1 n+
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2
déduit que

—1)* 1 1

nhr—pool_‘[ < —|— nhTooi 5'

A (=) . 1n+2 1
Jim T (1+57) =l

SOLUTION EXERCICE 4

Lt k1) nHew2n+l 2
n (L (EDFY 1
= |lim 1+ —
n—>+0011:[1 ( k+1 ) 2
1
=5, - 1—-=—=1—-2=-1
n— 00 1
2
Autrement dit la série Z v, converge et sa somme vaut —1
n>1
—+o0
c'est-a-dire que 2 v, = —1.
n=1 «O>» «F>» «Z» «E» = VAR
ABDELLAH BECHATA 27 / 62
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4
(=1)"
Vn+1

utilisant en outre la quantité conjuguée.. On note

ke[1,n] ke[1,n]

= 1-—
1<12—p[<n< +1 >1 2H1<n< 2P+1+ )
- )
> pl_n[1 /2 2p+
1

Second cas u, = On procéde de facon analogue en

2p
- 1<,£[n/2 ( V 2/’ +1
H

-(-7) 0L, 0 75m) ()

«4O» «<F>» «E>» «E>» E QA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 4

avec t, = 1 si n est impair et

ABDELLAH BECHATA
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

. . \/i_ 1w, ,, .
si n est pair. donc .— s'écrit :
V2t
n RS S S 1
1<p<(n—1)/2 v2p+1 2p+2 /(2p+1)(2p+2)
_ n 1+\/2p+2—\/2p+1_ 1 |
1<p<(n—1)/2 v2p+1v2p+2  \/(2p+1)(2p+2)
- [I o+ (2p+2) - (2p+1)
1<p<innyz - Vp+1)(2p+2) (V2p 2+ v2p +1)

1
IR}

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

1
1+
1psinmnyz VP D(2p+2) (V2p+2+2p+1)

JQP+UQP+@]

= H [1— L

1<p<(n—1)/2 v (2p+1)(2p +2)
1
- (¢<2p+1><2p+2>>]

Il est immédiat que t;, — letty,+1 — 1donc
n— 00 n—-4-o00

t, — 1 ce qui entraine que la suite
n— 00

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

1+ > converge si et seulement si la suite
[16+75)),

1 1
1<p<(n—1)/2 vV (2p+1)(2p +2)

)]

V(2p+1)(2p+2)

converge. Pour étudier la convergence de la suite (w,),, il
suffit d'étudier la convergence de la suite (In(w,)), avec

1
o) o 1<pg(;—1)/2ln(1_\/(2P+1)(2P+2)

—))
V(2p+1)(2p+2)
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 4

c'est-a-dire la convergence de la série

1 1
L (1‘ NOEDITE RN <¢<2p+1><2p+2>>> |

Or on dispose de I'équivalent suivant :

1 1
" (1_ Ve DD <¢<2p+1><2p+2>>>

1 1

poto  /(2p+ 1)(2p +2) e <\/(2p+ 1)(2p+2)>
1 1

bt 2+ 2P+ 2) Pt 2p

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
ABDELLAH BECHATA 33 /62 www.bechata.com
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La série

1
p>1 2P

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

2

1 ) .
Z — étant divergente et de signe
p>1P
constant, on en déduit que la série
E In|1—
p>1 < V(

EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 4

1
+o
2p+ D20 +2) (w
rang, elle diverge vers +oo donc

2p + 1)(2p+2)>>
diverge. En outre, ses termes négatifs a partir d'un certain
lim In(w,) = —c0o= lim w,=0
n— 400
n
=11 <1—k
k=1

n— —o00
(1) >
Vk+1

— 0"=S,=1—w,
n— -00

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES

giFIE||JORD OF THE M ATHS

n

Up+1
In —
Up

SOLUTION EXERCICE 5
@ On utilise les développements limités en tenant compte que la
série ZIB étant convergente, on est assuré que f8

\_

_> 0
n— 00
In (1+ +/3)

4
n~>+oo n
—0
1/« 2
3 (G+8) +

~+B,

o((2+5.))
mﬁmn+ﬁf‘ﬁ

ABDELLAH BECHATA
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>
et la série E |B,| converge. En outre, la série 2— étant a

termes p05|t|fs et convergente, on en déduit que la série
Z @) ( > est aussi absolument converge ce qui entraine
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 5

© D’aprés la question précédente, la série

E(t5) e (43)

. N Un+1 1 .
donc la suite Sy = Z In —wln 1+ - aussi.

= Z'yn est convergente
n

n=1 Un
Oron a
N—1 1
Sn-1 = ,,g:l [In(unﬂ) —In(up) —wln (1 + n>}
N—-1 N—-1
= 2_11 [In(upt1) —In(up)] — a Zl [In(n+1) —In(n)]

= In(uy) —In(u1) —a(In(N) —In(1)) = In(up) — In(u) -

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 5
Soit L =

lim Sy alors on a
n—--o00

exp (In(uy) — In(u1) —aIn(N))
uy
ug N® N:i-oo

< retour a |'exercice

L
N:roo eXP( )
exp(L) < uy

~

L)N*
Ll exp(L)
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 6

Q La série Zu,, converge signifie que la suite (S,), converge.
n
La suite (u,), étant a valeurs strictement positive, la suite
(Sn)n est une suite strictement croissante de réels
strictement positif donc sa limite L est strictement positive.
On en déduit donc

Sp ~ L

Up
= Vi
n— 400

~ N

n—too L =

. u 1 5 ;

La série ZT” = 7 Zu,, étant convergente, on est assuré de
n n

la convergence de la série Zvn.

n

ABDELLAH BECHATA
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§IFIE{JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 6

© Etant donné que la série Zun est a termes positfs, sa

n
divergence entraine sa divergence vers 400 autrement dit la
suite (S,), tend vers +co. On peut alors écrire

Y
5n+1 5[’77 = (Sn F Un—&-l)7 — S,I,Y = <5n [1 + Ug+1:|> — 53

4t v
=Sy <1+ “”;1) _ST=57 [(H ”g“) —1}
_ ¢y Un+1 Un41) e
S, {l—l—’y S, +o< S, > 1] car I|,r;n S 0

= ,)/un+157 L +o < ;Jrl) = Sn+1 S;,Y nﬂr\jroo ’}’Un+15;,y_1
n

= ’)/Vn+1(5n+1)a5,?_1 n*}fj’roo ')/Vn+1(5n)7+a_l

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

g EJORD OF THE MATHS
puisque

5n+1 = Sp+ up

SOLUTION EXERCICE 6
Un41
=S,(1+ —==) ~ S,
Sn n—-+o00
\\/_/
—0
Par conséquent, en choisissant

Y+ta—-1=0&v7v=1—u,
on dispose de |'équivalent suivant

1—u l—u
Sn—&-l _ Sn

~ Vitl.

n— 00 ’)/ n+l

La série Z YVnt1 =Y 2 v, étant a termes de signe
n=>0

n>1
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 6

Z (S,%;{‘ — S17%) sont de méme nature. Or pour tout entier
n=>0
N > 1, puisque S, — o0, on a

N—-1

oo cl-a\ _ cl-a_ cl-a 4o sil—a>0
n;:)(snﬂ Si )—SN 50 nj_m{—so sil—a<0

donc la série Z v, diverge si 0 < & < 1 et converge si & > 1.
n

< retour a |'exercice

© On remarque que

Sh S Uiy
In(Sp41) —In(Sp) =In < 5:1> =In (5,,+1>

Un+1 Up+1 Up+1
=In(1+ 2 ~o L Ly >0
Sn n— —o00 Sn n— —o00 Sn—i—l

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 6
donc les séries Z Vil = Z v, et Z [IN(Sp+1) — In(Sp)]
n=0 n>1 n=0
sont de méme nature. Or pour tout entier N, on a
N—1
Y [In(Spt1) = In(Sy)]
n=0

In(S,) —In(So) = 400
n>1

donc la série Z v, est divergente.

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE

EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 7
@ On remarque I'encadrement proposé est équivalent a
I'encadrement

n n n n
In (fo") <In (Zuc,-x,-) & Etx,-ln(x,-) <In (Z (X,'X,')
i=1 i=1 i=1 i=1

qui est vrai car la fonction In est concave et que

Vi € [1,n], x>0 Y ai=1 avec
i=1
Vi € [1.n], a« >0=Vie]ln]

S [0, ].]
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 7
on a

u =

1

@ On construit la suite (a,), par récurrence forte. Pour n =1,
(14+1)!

nay & a = 2.
puisque u; > 0. Etant donné que I'on a raisonné par

équivalence, on est assuré que le réel a; = 2 > 0 convient
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 7
bien. Supposons que ai, .., a, soientt construits et que
Vi € [1,n],

n

+

a, > 0 alors, puisque Vi € N, wu; >0, on a
1 1

u; =
f

Il
o

n—+1
CESFRCE ,13 WFen
n 1 n
< Up+1 E up = W (Un+1an+1) Euiai
1 n 1
= .. —
Un+1 (n+ 1)n :il:JI:U/al (n+ 2)n+l (Un-‘rlan-‘rl) X
s s s - 220
11 idj n+1 (n+1)”

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE

EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 7

Etant donné que I'on a raisonné par équivalence, on est assuré

) (n+2)mtt .

que le réel a,11 = > 0 convient.
n+1)"

En combinant les résultats des questions précédentes, on a

Vp =

n(n+1) izzlu,a,
1 n 1) 1 n 1)
_ Zui(l.—-’_ ) _ Ziui(l+ )
n(n+1) & -1 n(n+1) & i
1 L 1\’
n(n—{—l)glu( +I)

ABDELLAH BECHATA
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 7

Pour tout entier N, on a donc

Yo < Larphe (i)

N
1=
=
=]
—
=]
+ =
—_
~—
§.
7N\
[Ey
- =
S

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 7

N
< Y iy

Etant donné que

141 on(n0+1)) o)

exp(1+o0(1)) — exp(l)=e >0,
i—400
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2
on en déduit que

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 7
i
1

ui {1+~

1

'z

1
u; <1 + 1> est majorée donc la suite
i=1 ! N
N
2 v
n=1

La série Zu,-e = eZu,- étant convergente, on en déduit que
' i

: 1\ o
la série Zu,- (1 + ) est convergente. En particulier, la
. i
1
N
suite

N

est majorée. Or cette derniére est croissante
ABDELLAH BECHATA
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g EJORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 7
(puisque la suite (v,), est positive) donc elle est convergente

ce qui signifie que la série Zv,, converge et l'on a
n

+o0 +o00 1 i
Zv,,éZu,- (1+i> :

n=1 i=1

Pour finir, on remarque que :

Vi>1, <1+¥> :exp<iln <1—|—1>>
i i

in(x)

La fonction f : x — L et croissante sur |1, +oco[ (par

X
exemple, la fonction In est concave donc la fonction pente

In(x) —In(1) _ In(x)

X — =
x—1 XD_P]'{ﬁb(:Eb(:EP = DA
ABDELLAH BECHATA 51 / 62 www.bechata.com
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g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 7

1
est décroissante sur |1, +00[) et la suite <1 + >
i

décroissante a valeurs dans |1, +0o[ donc la suite

1
P (1)
1+ -1 :

i
que la suite

est croissante. Par croissance de la fonction exp, on en déduit

co(im(+3)) = (1)

est

1

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 7
est croissante. Comme elle converge vers e, on est assuré que
Vi > 1, <

] —+o00
1+3)
!
+00
< L
i=1

—+o00
<es L w<)

!
uj <1 aF 1>
n=1 i=1 L
+o0
u;e g e Z u;
i=1
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ES- I E||ORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES

@ Pour tout entier n >

SOLUTION EXERCICE 8
—+o0
0, on pose Ry = Z a, qui tend vers
n=N+1
0 lorsque N — +o0 donc on a :

Z kak = Z k(Rk — Rk+1

) = Z kR — Y kRi1
= 1
n+1 n+1 n+1
= ZkRk Y (k—1)Ry = ZkRk ZkRk+2Rk
k=2 =2 k=
n+1
=R — R
1 n
n

(n+DRop1+ ) R

k=2

1 n+1
1 +
n
ABDELLAH BECHATA
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g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 8

Puisque R, — 0, le lemme de Césaro montre que
n— (ee]
1 n+1

Z Rx — 0 (il y a bien n termes consécutifs dans la
k=2 n—
somme) ce qui permet d'affirmer que

1 n n
= Z kay, — 0% Z kay
= k=1 "

< retour a |'exercice
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MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 8
@ Puisque la suite (a,), est décroissante et positive, on a

n n n
. Y kay > ! Y kap = 2 ) k= ﬂ-n<n+1) = (n+1)3”.
n /= n = n = n 2 2
1 n
Etant donné que nﬂrﬂm; ;;1 ka, = 0 et que la suite
(n+1)a,
2

) est positive, le théoréme d'encadrement
n
montre que

: n+1)a :

lim ( )”:0@ lim (n+1)a, =0

n——+oo 2 n——+oo

< lim (na,+a,)=0 < lim na,=0.
n— o0 an—0 n—+o0

ABDELLAH BECHATA
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2 SOLUTION EXERCICE 9

@ Commencons par remarquer que, ¢ étant bijective, pour tout
entier n, I'ensemble ¢ ([[n, m]]) contient autant d’éléments
que I'ensemble [[n, m]|. Il existe une suite strictement
croissante (ap, .., am) d'entiers tels que

(P(Hn’ m]]) = {an: 3n+1: 25 am}
et, pour tous entiers m > n > 1, on a

Vke[[nm], ax<aii<at+1l<aks & a1 —ar <1

g—1 g—1
=Vm>n>1 Vge[n+1m] Y (aky1—a) > ) 1
k=n k=n

Sag—a,=2((g—1)—n+1l)ea,>a,+q9—n

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES
En particulier, on a
m
2 (k)

=n

ES- I E||ORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 9
m
Kk = Z( an +k— n)
k=n k=n v
>1
m

(14+k—n)
k=n
q
g=1
- Floy
k=n U( ) =iyl k=n an+k—n
+ n

c'est a dire que la somme des éléments de ¢ ([n, m]]) vaut au
moins la somme des m — n + 1 entiers consécutifs et la
ABDELLAH BECHATA
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ES- I E||ORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES

SOLUTION EXERCICE 9
la somme des inverses des m — n + 1 entiers consécutifs
tout entier k > 0, on a

. Pour
2k+1 1 2k+1 1 2k+1 1
0 < < = = —
q§ 1qcf(q) q§+1 2ko(q) 2 q:;H 7(q)
Z o) = kin(2)
q=1 q 2k
k
La série Z

T étant convergente, on en déduit que la série
k

k+1
r Y -

k>0 g=2k 11 q(T( )

est convergente. La suite (
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES

étant croissante et pour tout entier N

SOLUTION EXERCICE 9

1,0na
<
no(n)

2N—1 2k+1
n=1 n(T(n) - Z Z
k41 1

< ) L

1
k=0 n=2k+1
no(n)

no(n)

que la série Z

o(n)

donc elle est aussi majorée donc elle est converge c’est-a-dire

est convergente. (retour s l'exercice )
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2

SOLUTION EXERCICE 9
\ , (o v ()
@ On procéde par I'absurde en supposant que la série Z >
~ n
n
est convergente i.e. la suite uj,

=) o (k)
Par conséquent, on obtient que

5~ est convergente.
pa B
2n 2n 2n n
o (k) o(k) 1 1
)y > ). =-> ), k=534
ki1 K ki (2n)% 4n? | S, 4n?
1 -
_ n(n—1) _ 1 1
4n? 2

k=1
1t 1
8 8nvi-28 16 16

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE

Ainsi la suite

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 2
2n

L

g EJORD OF THE MATHS

o (k)
k=n+1

k2

SOLUTION EXERCICE 9
n

© Puisque Vn € N,

2L o(n .

la série Z % est divergente.
h n

. 1

= (upp — up) ne converge pas
vers 0 ce qui contredit la convergence de la suite (u,), donc
o(n)>1,ona

o(n)

> 1
nin(n) =~
la série 2 est une série de Bertrand divergente dont
nin(n)
o(n)
| i S
a série Zn: o

>0 et
nin(n) = ve
n(n)
Q A finir C retour 3 lexercice)
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