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EXERCICE 1

n

Convergence de la série de terme général (u,) définie par
1
b=y ———

(g p)e Ve =0
p=0
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EXERCICE 2

n

H(l — el/k).

k=1

(Centrale) Nature de la série de terme général u,
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EXERCICE 3

(Mines-Pont, Centrale) Etude de la série de terme général
1
gy =

. Gosastion)
n
n* Y kin®(k)

k=1
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EXERCICE 4

1

G
(In(n))mn()

Q ¢ V1. G

Nature des séries de terme général
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terme général

n"
o

giFIE||JORD OF THE M ATHS

EXERCICE 5

4

Soient a et b deux réels strictement positifs. Nature de la série de
(2n)!

@ sin(2arctann)

(s arccos

L
< < > ) > so\utlon
+ 2
a
S
n

)
+ b
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 EXERCICE 6

400 1
Soita >1letu,= Y " Nature de Y u, ? Csolution)
k=n+1
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EXERCICE 7
Soit @ > 0. On pose 0p(a) = (In1)* + (In2)* +
@ Montrer que o,(a) ~ n(In n)~.

<4 (Inn)*.
up = (oq(a))"P.

@ Soit B > 0. Déterminer la nature de la série de terme général
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EXERCICE 8

Convergence et calcul de

+1—|— L
1x3 5x7

ox11 T
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Soit la série

EXERCICE 9
1 1
1x2x3x4 bHXx6X7xX8

9x10x 11 x 12
© Montrer la convergence de cette série puis calculer sa somme.
@ Donner un équivalent du reste.C solution)
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EXERCICE 10

Convergence de la série Zal+1/2+”‘+1/” a>0.
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 EXERCICE 11

_ n! -

On fixe x € R. Pour n € N*, on pose u, = — Hln (1—1— f) .
X" k

@ Etudier la suite de terme général In(u,41) — In(u,). En

déduire que la suite (up)p>1 converge et préciser sa limite.
@ Etablir I'existence de &« € R tel que la série de terme général
1
In(up+1) — In(up) —aln <1 + > converge.
n

. . A
© Etablir I'existence de A € R* tel que u, ~ —.

© Etudier la convergence de la série de terme général u,.

«O» «Fr <
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EXERCICE 12

@ Nature de la série Z

S =

n=>0
convergente ? convergente ?)

0

(absolument
@ En cas de convergence, calculer sa somme.Csolution)
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EXERCICE 13

—+o0
Convergence puis calcul de Z

1
n:112+22+___+n2

> solution

ABDELLAH BECHATA

14

«O» «Fr <

> « =

>

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

g EJORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 1

Le terme u, nous fait penser a juste titre a3 une somme de
Riemann. Pour tout entier n > 1, on a :

a 1 1 & 1 1 & 1
u, = — = — = — —_ -
’ ,;) (n+p)* ”“EO (1+2)" ™ n,;) (1+2)
n n
La fonction x — ————— est continue sur [0, 1] donc le théoréme
(1+x)*
sur les sommes de Riemann s'applique ce qui nous donne :
1 n—1 1
i || - / . = C(a) > 0.
n—teo | n =4 (1_{_7 / +X
n
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 1

(Nous n’explicitons pas C((x) car, dans la suite, nous n'exploiterons
que le fait qu’elle soit non nulle). En remarquant que

1 1

nzw

1
n

n— 00

¥(1+ ) — 0+ C(a) = C(a)

l{E\H

:M—‘

; ( ) n—:\j',-oo C(OC) = Un n—:,/-oo nx—1
La suite (u,) est équivalente a une suite positive qui est une série

de Riemann d'indice &« — 1 donc la série ) u, converge si et
n>1
seulement sia —1 > 1 < a0 > 2. Coretoura Fecercice)

«0>» «F>» «E» «E>» Q>
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u, =

g EJORD OF THE MATHS

On commence par remarquer que

SOLUTION EXERCICE 2

k=1

(~DTT (7 =1), fuol =TT (5~ 1),
VYn >

k=1

n>1

— l/(n+1)_1<el/2_1 <1
Ainsi la série Z up est une série alternée avec (|up,

~0.65

)n>1 qui est
une suite de réels positifs décroissante. Par conséquent, cette série

converge si et seulement la suite (|u|,), tend vers 0. En utilisant
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MINES-PONTS, CENTRALE

g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 2
I'inégalité des accroissements finis a la fonction x — e* sur
I'intervalle [0, 1], on obtient
Vx € [0,1], e
n
= |up| <

d'apres les croissances comparées donc la série Z u, est
convergente.

n>1
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

On va utiliser la comparaison série-intégrale pour obtenir un

n
équivalent de T, = ) _ kIn?(k). On introduit la fonction
k=1
f it tIn(t) qui est clairement croissante sur [1, +-oo[ donc

Vk € IN*, Vtelkk+1], f(k)<f(t)<Fflk+1)

k+1 k+1 k+1
= /f(k)drg/ / (k+1)d
k k

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

Autrement dit, on a pour tout n > 2 :
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

En sommant ces encdrements, on obtient, pour tout entier n > 1,

n

F(1)+F(2) +--+F(n—1) < /f(t)dt <F(1) 4+ F(2) + -+ f(n)

1
) T, — f(n) < /f(t)dt
o T, — f(n) </f(t)dt< T, o ; 1
1 /f(t)dt < T,

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE
On calcule alors I'intégrale considérée par intégration par partie
n

/t(ln(t))th 5

_[2('”(’?))2}: T2 In(t)

R
1
_ m2(In(n)?
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

N ; n
En divisant I'encadrement (E) par lorsque n > 2, on

obtient
1 1 1 Ty
L= In(n) * n(In(n))2  n2(In(n))? S n?(In(n))?
e 2
<, 1112
h In(n) ~ n(In(n))2  n?(In(n))2  n

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 3
Th

et I'application du théoréme d’encadrement montre que

n(In(n))?
n—-00
= Up

2
2

~ — % >0
n—+eo n®+2(In(n))2 =
L'équivalent suivant étant positif, on est en mesure d'affirmer que
la série E u, converge si et seulement la série
n>1
est convergente.

Sl
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MINES-PONTS, CENTRALE

g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 3
@ Sia+2>1 alors, pour tout n >3 > e, on a

1 1 1
< < <
0< n*+t2(In(n))2 = n*+2(In(e))?

nx+2

- I :

La série Z ——— étant convergente puisque & +2 > 1, on en
a1t

déduit que la série
q > -
n>1

1
*#2(In(n))
série Z U, aussi.
n>=2

5 est convergente donc la
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

@ Sia+2<1,il existe € € |0, 1] tel que x +2+¢ < 1 donc

1
s 1

nt2(In(n))2 ~ net2¥e(In(n))2 e 0

d’'aprés les croissances comparées ce qui entraine que

L L Ces d éries étant iti
— = 0| —57—~5 ). Ces deux séries étant positive
né n—+oo ~ \ n**t2(In(n))? P

et la série ) | — étant divergente (puisque ¢ < 1), on en
a1

déduit que la série ————— est divergente donc la
’ L w2 i) g

série Z U, aussi.
n>2

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 3

@ Si o+ 2 =1, étudions la convergence de la série

Y 1 On introduit la foncti t . i
—————. On introduit la fonction g : t —» ———— qui
45 n(In(n))? t(In(t))?

est clairement décroissante sur [2, +oo[. En utilisant la
comparaison série-intégrale, on obtient pour tout entier n > 2

n In(n)

n 1 1 dx )
Y i S /725“ = 2z = |
= k(In(k)) t(In(t)) x=In(t) X X | in(2)

n

1
Par conséquent, la suite (;;2 k(ln(k))2> - est croissante
= >

(comme somme de termes positifs) et majorée donc elle

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1
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SOLUTION EXERCICE 3

converge ce qui signfie que la série Z

1
n>1 n

————— est
(In(n))?
convergente donc la série Z U, aussi.
n=2
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g EJORD OF THE MATHS

@ On remarque simplement

SOLUTION EXERCICE 4
e? 2 1
Vn > e®, In(n)>e" =0<
— 1 —
o e2In(n)

1
<
(|n(n))ln(n) ~ (e2)ln(n)

1
eln(n?) — 2

n2

n>1

n
(x =2 > 1), on en déduit que la série ) | 0
n
n

: : 1
et, comme la série de Riemann Z — est convergente

convergente.
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 4
@ Ona
Vn>1 nfe V' =exp (2In(n) —+/n),
2in(n) —v/n ~ —+/n — —oco=n?e V" — 0
( ) f n—-4oo f n—-4oo n—-+4oo
Par conséquent, on peut affirmer que e~Vn

1
" = o <2 et
n— oo n
. : 1
la série de Riemann 2—2 étant absolument convergente
n
n

(0 =2 > 1), on en déduit que la série Ze‘ﬁ est également
convergente.

n
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 5
nn
(2n)!

et, pour tout entier n > 1, on a

@ On pose, pour n > 1, u, = qui est strictement positif

U1 (1" (2n)!  (n41)" n+1
Un nn o (2n+2)! " (2n+2)(2n+1)

- <1 + r17> 2(2n1—|— 1) 2(2n1+ 1) =P <"'” (1 u r17>>

1 1
Puisque nln (1 + > ~ nXx-—-—=1 — 1, onen déduit
n

n—-o00 n n— oo

1 n
e (1 + ) — e donc |im Ll 0. Le critére de
n

n— —+o00 n— —+o00 Up

d'Alembert entraine que la série Zun est convergente.

n
< retour a |'exercice

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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on a

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 5
u, =

@ En remarquant que Vx > 0, arctan(x) + arctan <> =

sin <7T — 2 arctan (

~

X
. 1
=sin | 2arctan | —
n n
1 2
2 arctan <> ~ =
nj) n—+oo n
La série Zf étant positive et divergente (série de Riemann
n
n

avec &« = 1), on en déduit que la série Zu,, est divergente.

Ey

n—--o0o

n
ABDELLAH BECHATA 32/
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 5

© Etant donné que

vx € 0,1], tan(arccos(x)):zg‘s((aafricczss(&)))) _ \/?

_ V1—xx+/14+x ~ 21 x

X x—1-

on en déduit que

n? 1 1 2
tan(up) ST ATE o — _2”14—”‘3 T i 73

En outre, il est immédiat que

n* 8
VYn>1, wu, = arccos appartient a [0, — [ et tend
= " <1 n n”‘> i1 2
vers arccos(1) = 0 donc tan(u,) ™, Un ce qui nous donne
n— —1+00

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 5

u, ~ ——. Cette derniére suite étant le terme général
n—-oo na/2
d'une série positive et étant convergente si et seulement si

a
2
seulement a > 2.

@ En utilisant I'écriture exponentielle et les développements
limités, on a

_ 1 - 1 10
u, = exp| nin| cos - =exp | nln 1—W—|-o ﬁ/

_ 1 1 1 1

= exp\|n —2n2a+0 ﬁ +o —2,7723"‘0 ﬁ

- 1 1

= _2n2371 +o n2a—1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
ABDELLAH BECHATA 34 / 84 www.bechata.com
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

Etant donné que

SOLUTION EXERCICE 5

1

1
Top2a1 1O (,7231) nteo  Dp2a—1
. 1 1
= anoo _2n23*1 A3

1 1
1) ) =3,
on en déduit que

o si2a—1>0 (resp. 2a—1=0) alors up, — exp(0) =1#0
1
(resp. up — exp (

2
grossiérement.

> #0) et la série ) uj, diverge
n

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE

g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 5
@ si2a—1 < 0 alors up, — 0. Dans ce cas, puisque
In(n) =

1
1-2a _
Oc)o(n )nﬂ+ooo<n2‘3_1 on a

1 1
exp <2|n(n) ~ 5r2e=T +o (,1231>>
1 1
&P ~53a—1 7O\ 21 e

n—-4oo
1 . 1

= o|—|.Lasuite | —

n—--o0 n n n

étant le terme général d'une série absolument convergente (de

Riemann avec &« = 2 > 1), on en déduit que la série Zu,, est

n2un =

Par conséquent, on a up

n
absolument convergente (donc convergente).
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 5

© En utilisant I'écriture exponentielle et les développements

limités, on a u, = exp | n%In i
. n = exp ntb

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 5

2 B2
— (e 6)" e (-5 ) ew(o(D)
N 32 _ b;
e (exp(a—b))" exp <—

o)

et seulement la série géométrique
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 5

Y (exp(a—b))"exp

a’ — b : :
———— ) ce qui est le cas si et
~ 2
seulement exp(a — b) < 1 (la raison est positive) i.e. si et

seulement si a— b < 0.

ABDELLAH BECHATA
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§IFIE{JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 6

On utilise la comparaison série-intégrale pour obtenir un équivalent

: 1 . . .
de up. Soit f : t +— 7z Aui est strictement décroissante sur [1, +oo|

donc
1 1
Vk € N*, Vte |k k+1], ( 1)"‘<t7‘<k“
k+1 k+1 k+1 k—+1
N / dt /dt< ﬂ@ 1 /dt< 1
(k+1)x = ) o = ) ke 77 (k4 1) p ke
k k k k
n+m 1 n—+m k+1dt n+m 1
= Vn,meIN*%, - /7\
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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L T S
— (k+1)“ ta\k nkac
n
n+m 1 tia‘H n+m+1 n+m 1
& < —
k;n(k_*—l)a |:_“+1:|n \k:n k*
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En faisant tendre m vers +o0, on obtient

SOLUTION EXERCICE 6
+o00 1

Y. < 1 < el
(k1) T (1—a)pet T ke
< 1 < 1
Sl S gyt ST
1 1
Un S a—1 Un S a—1
. ) (1—a)n | ) (1—0()/{
A=t ST A=yt e St
1 1 1
& — S Up S
-t w " ST —a)e?
=1 (1-a)

X Un(]- —
n
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SOLUTION EXERCICE 6
En appliquant le théoréme d’'encadrement, on en déduit que
n—-o00

lim u,(1—a)n* ' =1%u,

~

1
n—+0o0 (1 — (x)n"‘
Cette derniére suite étant positive, la série Zu,, converge si et

n
: . 1 :
seulement la série de Riemann E — est convergente ce qui est le
n
n

cas si et seulement a — 1 > 1 & a > 2.
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@ La fonction t — (In(t))* étant positive et croissante, on
utilise la classique comparaison série-intégrale

Vk € [1,n], Vte [k k+1],

(In(k)* < (In(t))* < (In(k+1))"
k+1 k+1 k+1
= /(In(k))“dtg /(m(t))“dtg /(In(k—i—l))"‘dt
‘ ‘ k+1 ‘
o (In(k)E(k+1—k) < /(In(t))"‘dt
k
< (n(k+1)%k+1-1)
k+1
o (In(k)* < /(In(t))"‘dt<(|n(k+1))“
k

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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On additionne alors tous ces encadrements pour k € [[1, n] ce
qui nous donne pour tout entier n > 1 :

5
2
=
+
H\I\J
&
+
\
5
&
_|_

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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o opa) < / (In(£))*dt < Tny1 (@)
' n+1
(1) < /(In(t))"‘dt
e n+1 '
/(In(t))"‘dt < Tor1(®)
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n

Evaluons maintenant l'intégrale /(In(t))”‘dt a I'aide d'une

1
intégration par parties :
Jn@@)rde = [10n(e))*de = [e(in(e))); ]
1 1

Veérifions que l'intégrale /(In(t))”‘_ldt est négligeable devant

1
n(In(n))* lorsque n — 4-o0.

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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Premier cas « > 1. Puisque &« — 1 > 0, on a I'encadrement

suivant :
Ve € [Lal, 0<(n()* < (In(n)*?
N /Odt / 1)) Ldt < /(In(n))”‘_ldt
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Deuxiéme cas 0 < & < 1. Puisque &« — 1 < 0, on dispose de
I'encadrement suivant :

Vtelen], In()>1 = 0< (In(t)* 1 <1

1<0
(In(£))* 'dt < /dt

= VYn> /Odt /

< a1 —e<

@0\/(In(t)) dt<n—e<n =

O</(In(t))"‘_ldt</(In(t))”‘_l < n+/(|n(t))”‘_1dt
1 1 1
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Ce dernier majorant étant négligeable devant n(In(n))*
lorsque n — +o0 puisque & > O.

Par conséquent, on peut affirmer que

n

[n@)de = n(in(m)* + o(n(in(n))")

n—--o00

<:>/(In(t))“dt ~ n(ln(n))*, n+1 ~ n

S~

il 1) = ] - <1+,17> ~ In(n)

—4o00 S

—In(1)=0
n+1
14 [ 14
= /(In(t)) dt ~ (n+1)(n(n+1))* ~ n(in(n))
L «4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
ABDELLAH BECHATA

51 / 84 www.bechata.com


http://www.bechata.com

ES BIFIE |ORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 7

Les équivalents précédent et |'encadrement (£) nous permette

d’'écrire
n
on(a)
In(t))*dt < —
n(ln(n))“l/( n()*dt < Thime
—1
1 n+1
< In(t))*dt
= n(ln(n))“ / ( n( )) th. d'encadrement
1
—1
im —7 %) eo@) ~ (i)
n—-+eo n(In(n))~ " n—+oco ;
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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@ Puisque la série Y (0,(a)) P est a termes positifs et que
n>2

1
(n(a))=P . () on en déduit que la série

Y (n(a)) P converge si et seulement si la série
n>2

1 . . .
2 (4B converge. Cette derniére série étant une série
n>2 1 (In(n))

de Bertrand, elle converge si et seulement sia > 1oua =1
et af > 1.
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SOLUTION EXERCICE 8

1
Il s'agit de la série
s ;) (@n+ 1)(4n+3)
1 1
(4n+1)(4n+3) >+ 1

. Etant donné que

5 qui est positif et est le terme
6n
général d'une série convergente (Riemann avec & =2 > 1) donc la
. 1
série E
n>0

(4n+1)(4n+ 3)

est convergente. Soit N € IN, en
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1
1
remarquant que = [ t2"dt, on a
quant ate S+ 1 0/

ol 1 i 1
2
n;) (4n+1)(4n+3) ,g[4n+1 4n—|—3]

Nk N
Z/ £4n12) t:Z/l—t dt
0 0

n=0 n=0
1 N 1 A\N+1
l—t)
= [(1-¢ £4)" / Sl S —
/( )n;,( 1t
0 = o
L t4N+4 FAN+4 = 7 4N+4
_/ 1+ ¢2 _/1+t2_01+t2 ~ 4 O/
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Montrons maintenant que l'intégrale précédente tend vers 0

$AN+4
vt € [0,1], 0<1+t2<t4N+4
0< 1t4N+4dt< 1t4N+4dt* 1
= \0/1+t2 \O/ AN +5

L'application du théoréme d’encadrement montre que
1

lim /t4N+4dt = 0 donc
N—+oc0

0

+o N
1 . 1 T
Z = lim Z = —
= (4n+1)(4n+3)  Notoo = (4n+1)(4n+3) 8
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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+o00 1

@ |l s'agit de la série .
& ;0 (4n+1)(4n+2)(4n+ 3)(4n + 4)

Etant donné que
1 1

~  — I est itif
(4n+ 1)(4n + 2)(4n + 3)(4n + 4) n—teo 4aps I SF POSTH
et est le terme général d'une série convergente (Riemann avec
a =4 > 1) donc la série

est convergente. En

2 (4n+1)(4n+2)(4n+3)(4n +4)

n=>0
utilisant la décomposition en éléments simples suivante

1
(4x +1)(4x +2)(4x + 3)(4x + 4)
B 1 1 1 1
6(4x+1) 2(4x+2)  2(4x+3) 6(4x+4)
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1
. n 1 -
ainsi que la formule [ t"dt = ——, on en déduit que, pour
n+1
0

tout entier N,

4 1

n;o 4n+1)( 4n—|—2)( 3)(4n+4)
1y 1
65 4n+1 4n+4 4n+2 ~ 4n+3

1
t4n . t4n+3 dt — = t4n+1 t4n+2 dt
( )at — 2 2 ( )

[l
| =
M=

s
[l
o

O\H O\H

1N
71— tHdt — = ¥V t*(t — £2)dt
( ) 2{;} ( )

I
| =
™=

5
Il
o

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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1 1_ t4 /\I+1 1 1_ t4>l\l+1
= dt
/ / 1t
0 0
3 /11+t+t (VL e (VL N
- ) 1+t)(1+t2 O 1+t 1+1t)(1+12)
1
» 1/ (1—1)? (1-1) AN+ g
6 (1+t)(1+t2 6) 1+t 1+t2)
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Montrons maintenant que l'intégrale
/ (1-1)

J

+oo

2
14+ t)(1+ t?)

SOLUTION EXERCICE 9
vt [0,1],

t*N+4dt tend vers 0 lorsque N tend vers

0< (1 — )24 +e < AN+
S+ +1t2) T
1 t4N+4

1
/ 1+t 1+t2

)dt< /t4N+4dt 1
0

4N +5
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L'application du théoreme d'encadrement montre que

1
5 1 _ 2
lim /((t)t4N+4dt = 0 donc

N—+oo) (14 1t)(1+ t2)
pls 1
; (4n+1)(4n+2)(4n+3)(4n+4)
N 1

N oo n;) (4n+ 1)(4n + 2)(4n + 3)(4n + 4)

1] (1—1t)2
6 (1—|—t)(1+t2)dt
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SOLUTION EXERCICE 9
éléments simples la fraction rationnelle ci-dessus. Aprés
calcul, on obtient

On calcule cette derniére intégrale en décomposant en
(1—1t)? 2 t+1
(1+t)(1+12)

2 t
t+1 241 t+1 £2+1 £
(o) ————d = 2In|t4+1] - |n\t + 1| — arctan(1
6 1+t 1+t)
1 7T
= Zln(2)—ﬂ
Q A finirCoetours lecercice)
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Il est immédiat que si a > 1 alors, pour tout entier n > 1,
alt1/2++41/n > 1 donc la série Zal+1/2+”'+l/” est

n
grossierement divergente. Si a € |0, 1[, en utilisant le classique
développement asymptotique de la série harmonique
wil
— = | o(1),
DI UORRAR

on en déduit que

—0
=
SlHL/2441/n  _ Jn(n)+y+o(1) — a’yaln(n)ao(l) ~ g7
\ﬂ/l—/ n—-—4oo
= avexp(In(n)In(a)) = a¥ exp (In (n'”(a))>
_ () = 2
af —In(a)
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Cette derniére suite étant positive, la série ZalH/H”'H/”

n
: : : a’
converge si et seulement si la série Z sy COnverge. Cette
—
n

derniére étant une série de Riemann de paramétre — In(a), elle
converge si et seulement si

—In(a) >1&In(a) < —lsa<el

Conclusion : la série Zal+1/2+"'+l/” converge si et seulement si
a<el

«O» «Fr <
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@ Un calcul direct nous donne

n

In(up) = In(1x2x - xn) —In(x") +l§1In (In (1—|— %))
— k;lln(k) — nlin(x) —{—k;lln <In <1+ E)>

= In(ups1) — In(un) = In(n+1) — In(x) + In <|n (1+ X ))

n+1
n+1 X
= | In(1
"[ x ”( +n+1>]

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Etant donné que

SOLUTION EXERCICE 11

(0) de

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

— 0, on peut utiliser le DL(0
n—+ 1 n—+o0

In(1+ u).
In(upt+1) — In(up)
-n—|—1 X 1 X 2 X 2
= |In — = +o
X n+1 2\n+1 n+1
n+1 X x2 1
= | _
" (n+1 2(n T 172 +°<n2>>]
[ X 1
= In|1 —
f (n+1)+o n>}
= = +o : + o0 X +o 1
~ 2(n+1) n 2(n+1) n
e e L1 o
. 2(n+1) ° n) n—+oco  2n
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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: X
Puisque —op S < 0 pour tout entier n > 1, I'équivalent
n

précédent nous assure que les séries Z [In(upt1) — In(up)] et

n=1
X

“on > 2 — sont de méme nature. Or cette derniére
n>1 n n>1 n

est une série de Riemann divergente donc

Z [ln(un-i-l) o

In(u,)] diverge. Cette série étant a termes
n>1

négatifs & partir d'un certain rang (en raison de I'équivalent

» «E» a
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obtenu précédemment), on en déduit qu’elle diverge vers —oo.
Par conséquent, on a

N

Nl—im-oor; [In(upt1) — In(up)] = —c0
o lim_[in(unss) — In(w)] = —o0
i NE,Tooln(UN—i-l) = —0

& lim u =0& Ilim wuy=0
N— o0 N+1 N— o0 N

< retour a |'exercice

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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@ D’apres le calcul précédent, on a

In(upt+1) — In(up)

1 (nil _;( X 1)2+0<<ni1>3>>]
- Caon o) o (v o(2)

0
X 1 X 1 1
~ 2(n+1) +O(r72> __2n'1+1/n+0(n?>

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>

ABDELLAH BECHATA / www.bechata.com


http://www.bechata.com

EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1 SOLUTION EXERCICE 11
X 1 1 X 1
= _— ]_ — —_ = —— —_
s [1+0(G)]+o(%) = 5+o(7)
1 1 1 1 1
n n n n n
1
In (1 + > + O < )
n n

= In(uns1) — In(up) +g'” <1+ 1) =0 <r712>

‘n—l N X

X
2
X
2

N

n

: 1 "
La série Z — €tant a termes positifs et convergente, on en
n>1

1
déduit que la série ) [In(unﬂ) —In(u,) + g In <1 + n)]
n>1

est convergente.
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N—-1

© D'apres la question précédente, la suite
n=1

X 1

Y. [In(unt1) —In(un)—i—iln (1—1—)} est converge
n

vers un réel L. Donnons une écriture simplifiée de cette suite.
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Pour tout entier N > 1, on a :

N-1 X 1
,;1 [m(unﬂ) —In(u,) + >n <1 + n)]
N-1 N-1
= ; [In(upt1) — In(up)] +g ; In <1 e ,17>
o N=1
= In(uy) — In(u1) + 5 Z:l [In(n+1) —In(n)]

= In(uy) — In(u) + g [In(N) — In(1)]

= .In(uy) — In(ur) + % In(N) = In <Z’l’ X NX/2>
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Par conséquent, on peut affirmer que:

. uy . upy

lim In ([ — x N¥/2 L= lim [ — x N*/2

N— o0 ui N—+-co0 uy

<~ Uy

uleL
N—+oo NX/2
/ 1!
et comme e’ > 0 et que u; =

X 1

—(1+—) —1+->0 on

x1 1 X

est assuré que ujel > 0.
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SOLUTION EXERCICE 11

@ Puisque la série Z u, est a valeurs positives, I'équivalent
n>1

obtenu a la question précédente montre alors qu’elle converge

L
. . L. upe L 1
si et seulement si la série E N2 = uje E N2 converge
n>1 n>1

. . . X
ce qui est le cas si et seulement si — > 1 & x > 2.
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© Etudions pour commencer la convergence absolue de cette

série i.e. la convergence de la série Z

1
/X dx. On
> 1+ x

commence par remarquer que pour tout entier n, on a

Vx € 0,1], L

X
1+ x
1 n 1 n
X X
= [ —dx <
o<1/2 \/
0 0

1
x <
1+ x
0
ABDELLAH BECHATA

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES POSITIVES 1

SOLUTION EXERCICE 12
. 1
La série Z

1 y 1
n>02(n+1) 2

étant une série divergente
n
n>1

(serle de Riemann avec o« = 1), on en déduit que la série
n>0/

g dx est également divergente donc la série

2(—1)“ X

dx n'est pas absolument convergente
n>0 1+x
Z 0
1
. X
La suite /
1+ x
0

est positive, décroissante et tend
ABDELLAH BECHATA
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vers 0 puisque :

VneN, Vxelo0,1],

0<x«<1 0< x" < X"
x">0
Xn+1 x"
= 0< < < X"
14x>0 14 x 14x
1

1
Xn+1 X"
0

1+de</x"dx:
0

n+1
0
1
Xn
Par conséquent, la série Z(—l)“/
14 x
n=>0 0

dx est convergente.
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@ Etudions sa convergence en transformant ses sommes
partielles. Pour tout entier N/, on a

a
n}
v
a
v
a
it
v
a
it
v
it

DA™
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D'apres la question précédente, on a

SOLUTION EXERCICE 12
1
lim

: xN
lim /
N— o0 (
0
et comme la suite ((—1)V)y est bornée, on est assuré que
1
N
(_1)N+1/ X
N— o0

dx =0
14 x)?
dx ce qui établit la convergence de
0
1
Xn
la série ) " (— )”/ dx et sa somme vaut
=0 1+x
0
+oo

n= O
< retour a |'exercice
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1
Il est immédiat que Vn > 1, 0 < TF T —— éﬁet la

: 1 : )
série Z - étant une série de Riemann convergente (& =2 > 1),
n
n>1

1
12+22+,,,+n2
En utilisant la fameuse formule explicitant la somme des n
premiers carrés puis en effectuant la décomposition en éléments
simples de la fraction obtenue, on a

on en déduit que la série Z est convergente.
n

1 5 6 a 4 1
12422+...4n2 n(n+1)2n+1) “\n+1 2n+1 n/)’

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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N 1

;12+22+,_,+n2’

Si I'on note Sy = on a pour tout entier NV

1 W n LN

,5 — — 4 _|_ _

" = Lotk Lo
N+11

- Yl y +i1

n=2 1 3<p<eN+1 P =1 !
p impair
— 1+Z*—4 1.4 ) 1+%1
N +1 3<<paN+1 P 3<peN+1 P =1
1 2N+1 ’ pal;_
~ N+1 1+2Z?_4Z +43<2;<2/vﬂ
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En utilisant le classiquement développement asymptotique

Z;N - (N)+ v+ o(1), on obtient
1 —

1

1
65 n e N1 TS AN+ o(L)]

—4[In(2N +1) + 9+ o(1)]
1 N
N N1 ST AN <2N+1> +o(1)

1
N:;OO3+4In <2> =3+4+4In(2)
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Par conséquent, la suite (Sy)y converge vers 18 — 24In(2)
c'est-a-dire la série Z

n

12+22+..._|_ 2
+o0

+ + P +
< retour 3 |'exercice

— 18 — 24In(2).
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