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SERIES NUMERIQUES 2

EXERCICE 1

Nature de Zun ou (up) est définie par la récurrence
Upsy1 = upe “n avec ug > 0.
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SERIES NUMERIQUES 2

EXERCICE 2

Soit a > 0. Etudier la suite définie par up > 0 et
2

a
Upy1 = = Un+u>.
n

2
Nature de la série de terme général u, — ¢, ot £ est la limite de uj,.
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§IFIE{JORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES 2 EXERCICE 3

Soit (a5)neN une suite de nombres réels strictement positifs. On
définit une suite (u,),eN par up > 0 et vy =

> solution

an +u, +1
@ Si la suite (up)pen converge, que dire de la suite (a,)

neN ?
@ Inversement, si la suite (a,,),,g]N converge, que dire de la suite
(tn)nen ?

Q Si la suite (Un)ne]N admet la limite ¢, que peut-on dire de la
série ) |u, — £] ?
Q Si a, = —, calculer la somme de la série }_ |u, — /|
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EaIFIE|JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 EXERCICE 4

@ Montrer que pour a > 0, on a

1
w2 (=1)" dx

,;)an—i—l :.0 1+ x2’

> solution

@ En déduire la valeur de :

n=1 n=1 n=1
+X°;° (—1)" +Z°;° 1
= (Bn+1)(2n+1)" = (3n+1)8"
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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SERIES NUMERIQUES 2

EXERCICE 5

Soit f € C°([0,1],R) et u,

1
(*U"/X”f(x)dx_
0
la somme.C solution)

Etudier la convergence de la série Z u, et calculer le cas échéant

n>0

ABDELLAH BECHATA

6 /67

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES 2

—+00

Soit u, = /< gt
0

1+ 83)n

g EJORD OF THE MATHS

EXERCICE 6

n>1

@ Nature des séries Z u, et Z(—l)”u . Gosolution)
n>1

o Etablir une relation de récurrence vérifiée par (u . (& solution
n
(s ) Donner un équivalent de Up. (solution
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g EJORD OF THE MATHS

EXERCICE 7

@ Etudier la nature de la série 2 up ou
1
u

n>0

— dx
R R e

:
@ Etudier la nature de la série Z v, ou

1 X"
Vn_ofl—l—x

n=0

N G
_.|__|_Xf7
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SERIES NUMERIQUES 2

EXERCICE 8

On pose f(x) =

cos (v/x
M pour x € [1, 400l
X
@ Etudier la nature de la série de terme général
n

i = [ f(w)du—F(n)

n—1

@ Etudier la nature de ZM

ABDELLAH BECHATA

9 /67

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 EXERCICE 9
. n
Soit x € ]0,27t[. On pose u,(t) = t"Le™ et S,(t) = ¥ uk(t).
k=1

@ Quand la série de terme général u,(t) converge-t-elle ?

@ Pour Is valeurs de t obtenues précédemment, mettre 5,,(t)
P,(t
sous la forme Qn((t)) ol P, et @ sont des polynémes.
Q Soit /(x) = I|m fS t)dt. Calculer | puis
n—> oo
el +Z°° cos(kx 2 sin(kx)
-1k k=1 -k
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Convergence de la suite (u,),. Puisque up > 0, on a
Vn e N,

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 1
immédiatement u; > 0 et une récurrence immédiate montre que
u, > 0. En outre, on a

<1

-
—u
Upy1 — Up = up (€7

1) <0
~———
>0 <0
donc la suite (u,), est décroissante et elle est minorée par 0 donc
L =

elle converge dans R vers une certaine limite L > 0 vérifiant

letsl(l-eh=0s { £=0
1—e
ABDELLAH BECHATA
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giFIE||JORD OF THE M ATHS

SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 1
Par conséquent, la suite (u,), converge vers 0
Convergence de la série Zun Puisque Vn € IN, u, > 0, on peut
écrire
Un41 Un+1 N
n n
= exp(—u,) = VYN €N, =JJexp(—un)
Un n=0 Un n=0
Un+1 - N
= exp —Zun = lim exp —Zu,, =0
) n=0 Wi=emee n=0
lim U, = +00
n—>+oo Z n =T

Par conséquent, la série Zun est divergente.(« retour a I'exercice)
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g EJORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 2

1
Convergence de (u,). On introduit la fonction f : x — > (x + i)
X

dont R’ est un intervalle stable. Puisque up € R, on en déduit
que Vn € N, u, € R}. Déterminons les points fixes de f, le
signe de f(x) — x et les variations de f sur R :

1 a
f(x) = x@a(x+—>:x<:)x2+a:2x2
X
& xX*=ae x=a
x>0
a—x? 5
) =x > 0o 20 g X <2 g 0sx< Ve
) > 0si(1-2)s0e? <1
(X) =z @5( —;)/ @;\
& a2<x2 & asx
x,a=0
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 2

On en déduit le tableau suivant :

X 0 \/5 +o0
f'(x) - +
—+00 —+o00
f(x) N\ /
V3
f(x)—x + -

Premier cas uy € [\/a, +oo| : Etant donné que uy € [\/a, oo
qui est un intervalle stable par f, on en déduit que

Vne€N, u,¢c [\/5 —I—oo[. En outre, la fonction x — f(x) — x
étant négative sur cet intervalle, on peut affirmer que la suite
(up)n est décroissante (up41 — up = f(up) — uy < 0). Puisque
cette suite est minorée par y/a, on en déduit qu'elle converge vers
un point fixe de f appartenant a [\/5 +oo[ c'est-a-dire vers y/a.

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 2
Deuxiéme cas ug € }O, \/5[ : Etant donné que ug € ]0, \/5[ on
au = f(u) € f(]0va]) =]va +oo[ C [ya, +oo[ ce qui
nous rameéne au cas précédent et la suite (u,), converge également

vers \/a.

Convergence de la série Z (u,7 = \/5) D'aprés le raisonnement
n

précédent, on a Vn > 1, u; > +/a. Estimons la différence
un, — +/a. Pour tout entier n, on a :

1 a v+ a—2/a
0 < Un+l_\/3:<un+u>_\/5:n\f

2 n 2up
(un—va)° _ (un—V3)°
- 2u, S 2y/a
un+1_\/5 (un_\/g)2_ Un_\/5 2
N (2va) ( 2\/a > '

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES 2

rang N tel que

SOLUTION EXERCICE
La suite (u,), converge vers \/a, on est assuré de |'existence d'un

Vn

>N, 0< M < 1
2\/a 2
ce qui nous permet d'écrire pour tout n > N :

9 up —+/a

oA 4 = ((5522))
4 4N 2
- < () - ()

16 / 67
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ES- I E||ORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES 2

[
SOLUTION EXERCICE 2
2n7N
Unf(an) - \/5

2,/a B <_f>
. 1

2/a
1

2 < = (car, par récurrence sur k

1, on a 2k

> k)

N Z — est convergente (série géométrique
de raison = € |—1,1]) ce qui nous assure la convergence de la
série Z <

\[> donc de la série Z( —a).
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 3

@ Supposons que la suite (u,), vers un réel L alors pour tout
entier, on a :

— =astu+1&a, =
Upt1

—u, — 1.
Un+1

: 1 :
SiL#0alorsa, — — —L—1donc lasuite (ap),
n——co [
converge. Si L = 0 alors a, i~ +o00 (puisque la suite (up)
n— o0
est strictement positive). Par conséquent, si la suite (uj)

converge alors (a,), converge ou bien diverge vers +co.
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SERIES NUMERIQUES 2

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 3

@ Commencons par remarquer que Yn > 1,
Upt1 — Up

Etudions la monotonie de la suite (u,)

0< Up+1 <1
1 B _ 1—up(an+u,+1)
ap+u,+1 Unyap =0 apn+u,+1
1
Upy1 = 1
an +
" a1+ Up—141

<0
+1
an—1+ Up—1

ABDELLAH BECHATA
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SOLUTION EXERCICE 3

1 1
- = an+un+1_(anfl+unfl+1)
Upi1 Up
= ap—ap-1+Up— Up—1
1
u =
s L+1+ u,+o(1)
ap—1—ap+ Up—1 — Up
Upt1 — Up =

(14 ap+up) (14 ap—1+ up—1)

donc la suite (u,), est décroissante et positive donc elle
converge.

© A finir G s roerco)
Q A finir G roeeo)

«O» «Fr <
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SERIES NUMERIQUES 2

@ On commence par remarquer que

SOLUTION EXERCICE 4
1

= /x“dx donc pour tout entier \V, on a
0

N 1 1
- —1)"
—pan+1 Z( )

/Xa”dx:/ﬁ(—l)”xa”dx
n=0 0 0 n=0

1 1
:/Z(—
0

1+ x? dx

+
4y

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES 2

ES BIFIE |ORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 4
1 1 1
N N+1
I\/+1/x3( . /xa( + )dx < /Xa(N+1)d
1+ x 1+ x2
0 0 0
1 AR d
— 0= Ilim Z (=1) = a
a(N+1)+1 Nt N=teo Zpan+1 ) 1+x?
ce entraine la convergence de la série 2 (=) et sa
UI r I ver I’I
i 2 n+1
« (=1)" dx .
somme vaut = . (i retour a T'exercice )
—oan+1 , I
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

© D’aprés la question précédente, on a

400 (_1)!7 +00 (_1)p+1 +oo .

= —[n[1+x;5 =
(- ( ) dx
Z2n+1  \ S 2n+1 2><0+1 ) 14

= [arctan(x i :——1
For _ (go)_ o e
=3n+1  \=3n+1 3><0+1 ) 143

«O> «Fr «Er «E>» E DAC
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

Pour calculer cette derniére intégrale de fractions rationnelles,
on utilise la décomposition en élements simples. Le polynéme
X3 4+ 1 admet —1 pour racine évidente simple donc il se
factorise par X + 1. En effectuant la division euclidienne de
X3 4+ 1 par X + 1, on obtient

X3+1=(X+1)(X2=-X+1).

Le polynéme X? — X 4 1 étant du second degré a coefficients
réels avec A = (—1)2 —4 x 1 x 1= —3 <0, on en déduit
qu'il est irréductible sur R[X]. Par conséquent, il existe trois
réels a, b, c tels que

1 a bx + ¢
(8)'X3+1_X+1+X2—x—|—1'

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

En multipliant cette relation par x + 1 puis en faisant tendre x
vers —1, on en déduit que
x+1 x—(—-1) 1 1
= — e
x3+1 3= (=1 %=1 () oy 3
(bx+c)(x+1)
x2—x+1 x--1

a

a—+

1 . . .
donc a = —. D’autre part en multipliant la relation par x puis

en faisant tendre x vers +o0, on obtient

DA™

www.bechata.com
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

1
O=at+tbe b= —3 et en évaluant la relation (€) en

; 2
x=0,onobtientl =a+c< c= 3 Par conséquent, on a

1 —Xx+2
d
(X+1+X2—X—|—1> X
1 3
2

T 1 —5(2x—1)+
= / —|—/ dx
01—I—x / x2—x+1

1
dx

14 x3
0

I
o .

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

= In(2)++3 [arctan <2X — 1)r

= In(2) +/3 <arcta“ <13> — arctan <_\}§>)

= In(2) +2v/3arctan ( L ) = In(2) +2V3 x T
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

Pour la quatriéme somme, on remarque que

i3n+1_1;7+1) - f(_l)n[ - ]

3n+1 2n+1

n=0

+o0 —1)n +o0 —1)n

—e3n+1 =2n+1
= m@)+ LT

VER:
car toutes les séries considérées sont convergentes.
Pour la derniére série, en suivant un argumentaire absolument

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SOLUTION EXERCICE 4
similaire qu’a la question 1, on a
N

1

—0
ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES 2

SOLUTION EXERCICE 4

1
donc la série Z

n+1)8"

converge et sa somme 5 vaut
—+o0

—-1/2

t——x/2 / 14+ t3

; d
t
_2 / .
1+t
-1/2
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 4

donc
1 2t —1\1°
§5 = [In|1—|—t—In|t2—t+1‘+\/§arctan< ! >}
2 2 V3 —1/2
—1 1 1 7
= —— ) — “Inl =
\/garctan <\@) n<2>+2 n<4>
—2
—+/3arctan [ —
()
= —+/3arctan <1) + E In(7) + V/3arctan <2>
V3/) 2 V3/)
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 5

Pour tout entier N/, on a

N N £ Ly
Youn = ) (- /X”f :/Z(—l)"x"f(x)dx
n=0 n=0 0 0 n=0
N _ N+1
- /f )L dx—/f )2 §+) dx
— X
L N+1
[1 g [XE
1 14+ x
0
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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ES- I E||ORD OF THE MATHS

[0,1]
entier

SOLUTION EXERCICE 5
i 1XN+1 f(X)

()" |
0

La fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée
1+x

donc M = sup || existe ce qui nous permet d’écrire pour tout

1
N+1f
dx| = /
0

1—|—x

/|XN+1|f

|14 x|

— /N+1|f()dx</XN+1MdX

1+ x =

0 0

_ XN+1 X:1: M
N+1 x=0

H
N+1 N— o0

ABDELLAH BECHATA
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g EJORD OF THE MATHS

Par conséquent, on est assuré que

SOLUTION EXERCICE 5

1

N 3 f(X)

Y un | =
N— 400 — 1
n=0 0

n
+0o0 L
Uy = /
n=0 0

f'
(X) dx.
1+ x

[im
c'est-a-dire la série Zu,, converge et l'on a
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g EJORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 6

1
@ On commence par remarquer que la fonction t — ————
p q q (1 + t3)n

est positive, continue sur IR et que

1 1
(14 t3)" t—+oo t30°

La fonction t — est intégrable sur [1, +oo[ (intégrale de

&n

Riemann avec 3n > 3 > 1) donc la fonction t — ————
(1+¢3)n

I'est aussi. La fonction t — ————— étant continue sur le
(L+e3)n
segment [0, 1], elle est intégrable sur [0, 1] donc sur R;..

Supposons que la série E /73 converge. Etant
n>1 1+t )
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES 2

SOLUTION EXERCICE 6
donné que pour tout entier n, la fonction t —

1
continue sur IR et que la série

(14 ¢3)n et

+o00
Z / dt
n>1 (L+83)n n>1 (1+23)n

+00
est intégrable sur IR, et que

converge, on est assuré que la fonction f : t — Z

1
—+o00

 (L+83)n
—+o0
£eC dt
[fwd=% [ G
0 =
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 6

Or pour tout réel t € R, on a

1 1 1 1
n;(l+t3)" S yetarer Tarep T

S I S S—
1+ 1+63 (14 13)2
1 =

1 + t3 n=0 (1 + t3)n
1 11
o148, 1 8

=S

car il s'agit d'une série géométrique de raison

1
—1,1[. Or la fonction t — — = f(t) n'est pas
s el-1] 5= (1) mest p
intégrable sur ]0, 1[ (intégrale de Riemann avec 3 > 1) donc f
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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n'est pas intégrable sur IR. Ceci est absurde donc la série
Z u, diverge.
n

Etablissons la convergence de la série } *(—1)"u,. En effet,

n>1
pour tout entier n, on a
1
Vn > 1, VteR;, 0< s <1 =
1+t X (14£3)7=>0
1 1
< < =
(1+ 3)n+1 = (1+£3)n
T a "
0 < / </ _
b (L4 3)nt1 = ) (14 ¢3)n
0 0
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>

ABDELLAH BECHATA 39 / 67 www.bechata.com


http://www.bechata.com

g EJORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES 2 SOLUTION EXERCICE 6

donc la suite (up), est positive et décroissante. Etablissons
mainteant que la suite (u,), converge vers 0.

1 > 1
(1483)" = 1483
1

t lim ———— = 1+ 63 >1).
Vi > 0, LN cary 0 (1+t>1)

Vn > 1, Vi>0, 0<

: 1 :
La fonction t +— (e étant intégrable sur R et

indépendante de n, le théoreme de convergence dominé
s'applique donc

+0o0 +00
lim u, = I|lim /dt:/ lim #dt
n— 00 n—>+°°0 (1+t3)” / n— 00 (1+t3)”
+o0
= /OdtZO.
0 <O> «Fr <EZr» «Z» T HAC
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Ainsi la série ) _(—1)"uj, satisfait a tous les hypothéses du

n
théoréme des séries alternées donc elle converge.

@ Pour tout entier n et tout X > 0, une intégration par parties

nous donne
X X
/ dt . / i
(1+¢3)n (1+ t3
0 0

X
= t. . /t 3t2 dt
- (1 + t3 —0 ) 1+ t3 n+1

= X+3n/t3dt
1+ X3)n ) (14 t3)n+1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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X (1+¢6) -1
= —— 43 dt
(14 X3)n i /(1+t3)"+1
X X X
= — 2 43
(1+X3)n+ n /1+t3 / 1—|—t3 n+1
0 0

En faisant tendre X vers +oo (ce qui est licite puisque les
intégrales u, et u,1 convergent et que

li —— = i L— lim #—Ocar
X—Imoo (1 +X3) . X—Im—oo X3n X—I>+oo X3n—-1
3n—1>0), on en déduit que

up =3n(up — Upy1) < 3nupy1 = (30— 1)u,

1
= ]_ _ —
n<§>0 sl < 3n) n

«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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< retour a |'exercice

© On pose v, = In (n*u,) alors la suite (v,), converge si et

seulement si la série Z (Va1 — vn) converge. Or on a
n

Vil — Vs = In <(’(7‘|’—i_11)’~’n+1> =In <<1_|_,::>“ <1_31n>>
1 1
+

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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1 1 1
Sia—-=0&a==alors vy 1 —v, =0 . La série
3 3 n2

Z — €tant a termes positifs et convergente, on en déduit
n
n

que la série Z(Vn+]_ — v,) donc la suite (Vn)n converge. Soit

n
L € R sa limite alors

exp(L
n1/3un = exp(vn) — exp(L) >0 u, ~ ﬁ
n—-co n—+oo nl/3
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Pour tout entier n, on a

Vx

SOLUTION EXERCICE 7
€ [0,1],

(n+1) termes

1+ x+x2 4+ +x" <1+14---+1
(n+1) =

1

=(n+1) termes
S 1
I o S 00O
1
N / dx
1+x
0

(n+1)
1
dx 1
> — > 0.
+---+x”/0/n+1 n+17~
.. 1
La série Zﬁ

n>0 "

1 :
= Z — étant divergente et a termes
p>1 P

positifs, on en déduit que la série Zun diverge
n

également.( retour a I'exercice )
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SOLUTION EXERCICE 7
@ On remarque que pour tout entier n, on a

1
x"(1—x) X"
1 — xnt1 dX:/l_Xn+1(1
1—x
1
= In (1
{n—l—l n‘
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#1/(n+1)—
In(1—t dt
bt n+1./ "= t)— o
/ In(1 t)
1/(n+1) “ —
= t dt
(n+1) 2/
0

Etant donné que pour tout entier n > 0, la fonction
fo it tl/(”H)iln(l =)
t

est continue sur |0, 1] et que
fn(t) ~ tl/(n+1)

_E — —tl/(n+1)
t—0 t
ABDELLAH BECHATA
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on en déduit que la fonction f, se prolonge continiiment sur
[0,1]. En outre, on dispose de I'équivalent suivant

fa(t) e In(1 — t).La fonction t — —In(1 — t) étant
positive sur [0, 1] et intégrable sur cet intervalle (car I'une de
ses primitives est t — (1 —t)In(1 — t) + t qui possede une
limite finie lorsque t — 1~ d’apreés les croissances comparées),
on en déduit que la fonction f, est aussi intégrable sur [0, 1].
D'autre part, on dispose de la domination suivante :

Vn > 0, Vte]o 1, [f(t)|=—f(t)
/() (_in(1—1)) < —In(1—1).
—_

<1 >0

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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La fonction t —

et intégrable sur |0, 1] car I'intégrale

In(1 — t) est positive, indépendante de n
/1
0

converge (la fonction In étant continue sur [0, 1] posséde la
fonction x — xIn(x) — x pour primitive et cette derniére
posséde une limite finie lorsque x — 0). Pour finir, pour tout
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€10,1[, lim f,(t) = —In(1 —t) donc on peut affirmer
que n— 00
1 1
lim /f = / lim £ / n(l—t)d
n—-o00 n— oo
0 0
1
- —/In(t):— im [£In(t) — )¢
0
= _,_!i"?)(_l —tin(t)+1t) =1
N 1
Vg ~ .
" ot (n+1)2
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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La série Z

SOLUTION EXERCICE 7
n=0

1
(n+1)2

5 = Z 5 €tant une série a termes
n>1
positifs et convergente (série de Riemann avec 2 > 1), on en

déduit que la série ) _ v, converge également. Cleou i Tererdce)
n
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cos (y/x)

X
sur [1, —|—oo[, nous allons transformer |'expression de u, via
une intégration par parties

@ Etant donné que la fonction x — est de classe C!

u, = /nf(u)du— /nf(n)du: /nl.(f(u)—f(n))du

= [(u—(n—1)(f(u) — F(n))]4=r*!

n

—/ (u— (n+1)) '(u)du

n—1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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On en déduit que
Vn > 2, Yueiln—1n, 0<u—(n—-1)<1=

| < /\u ‘ﬁsm Vu) +2cos (\/u)|

d
22] .

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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< /‘Wsin(ﬁ)\+\2cos<ﬁ)}du< /‘ﬁ+2du
/) 2u? . 2u?

= Vn>5 VYue€n—1,n, Vuxvn—1>V4=

n n —
2 1 —1/27470
ol < [2a= [ Lm0
u u u=n—1

La série

Z 1 ( 1 1 ) 1 E ( 1 1 )
5 2 n—1 +/n 2 56\v/n—=1 +/n
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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ﬁ) "
converge), on en déduit que la série 2 |up| converge donc la
n=5

série Z u, converge d'ou la convergence de la série
n>5
2 Up (i retour 2 Texercice)

n>2

étant a termes positifs et convergente (car la suite (

@ Etant donné que l'on a

_ ¥ f(t)dt—Zf /f dt—Zf

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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N
et que la suite (Z un> converge (puisque la série Zun
n=2

n n

N
converge) alors la suite (Z f(n)) converge si et seulement
n=2
N

N
si la suite /f(t)dt converge. Autrement dit, la série
1 N

N
Y _f(n) converge si et seulement si la suite /f(t)dt
n
1

N

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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converge. A l'aide d'une intégration par parties, on a :

[P [ (agetvm)
_/N—u31/2.sin (v/u) du

2sin <\/N) sm
= 2sm +/ 3/2
v N u

sin (y/u)

~377 - €tant continue sur [1, +oo]

La fonction g : u +—

avec Vu>1, |[g(u)] < Wet la fonction u — 5 étant

u3/
«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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intégrable sur [1, +0o[, on en déduit que la fonction g est
N
1372

SOLUTION EXERCICE 8
également intégrable sur [1, +0o[. Par conséquent, la suite
/‘sin (Vu)

1

+oo |
" sin
du converge vers / %){u)du et la suite
u
N 1
2sin (\/ N)
— 2sin (1 convergeant vers —2sin (1) (car
v ®) g 1) (
. N
la suite () tend vers 0 et la suite (2 sin (\/ N)) est
v N N N
N
cos
bornée), on en déduit que la suite /(\ﬁ)

du
u
1
converge. On est ainsi assuré de la convergence de la série
n

yeos V)
n

N
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Q@ Soit t € R alors

Vn € IN¥, u(t) = (te’”)”*1 e =Y up(t)

n>1

X Z (teix)”*l — X Z (teix)”

n>1 n=>0

Etant donné que la série géométrique Zq” (de raison

n
complexe q) converge si et seulement si |g| < 1, on en déduit
que la série Zun converge si et seulement si

|| < 1 & [¢] < 1 Commrs romee)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Lorsque |t| < 1 alors [te™| = |t| < 1 donc te™ # 1 quel que
soit x € IR. Par conséquent, lorsque 0 < [t| < 1, on a

n

n—1
SR — e Z (te"x)kf1 = e Z (teix)k =e
k=1 k=0
_ ix

1— tneinx
e .

1 — te

_ ix\"

ix 1 (te )
1 — te
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© Pour tout entier n, on a

SOLUTION EXERCICE 9
1

O/Sn(t)dt = /e’x

1— tneinx

1 — teix E
0
1
o e Qi (n+1)x
. 1 — teix
0

1
=
0

1 — tei dt
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1

/

1
[
/ \/1+ t2 — 2t cos(x)

tn
1— tex

e
|1 — te]
0

N

dt

1
£
'0/ \/(t — cos(x))? + sin?(x)

Lorsque x € ]0,27t[\ {7t} alors sin(x) # 0 et I'on a:

1 1 _
£ £ 1 g+l =1
[ < [—dt= i o)
0 0 Sin <X> t=0
1

R E e ey R

«O0>» «F>» «E>» «E>» =] Q>
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donne

Lorsque x = 7t alors sin(x) = 0 et cos(x)

—1 ce qui nous
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1 1
nﬂTw/S”(t)dt =e
0

,X/ dt

1— tet’
0

Par conséquent, quel que soit x € [0, 27t], on est assuré que
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X),
conjuguée

SOLUTION EXERCICE 9

Pour calculer /(x), on utilise pour commencer la quantité
7[)(/

1
/ Il = =%
1—
0

teIX

—dt
) (1 — te=*)
. /1—tcos(x)—|—itsin( )

0

X
14 t2 — 2t cos(x)
1

1 — tcos(x) dt
/ 1+ t2 — 2t cos(x)
=J

+isin

t
ABDELLAH BECHATA

dt
1+ t2 — 2t cos(x)

66 / 67

KT > «E> «E>»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE

SERIES NUMERIQUES 2

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 9

finir(Com s T

Calculons chacune de ces intégrales par primitivation A
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