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EXERCICE 1
Nature des séries de terme général :

@ sin (mv/n? +1).

Q cos <7Tn2|n <1—|—}7>> . G solution)
Q sin (71 <2+ﬁ)n> ,
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. —1)"
Nature de la série de terme général #
n?/3 4 cosn

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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EXERCICE 3

Nature des séries de termes généraux u,

_ (=1

nat(=1)" (“ € R+)
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EXERCICE 4

Nature de la série Z In

—1)n
<1+( >)
n>1

NG
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EXERCICE 5

Etudier la convergence de la série Z

valeurs de (a, B) € (RX)?

(="

n* +2(—1)"nb

n

selon les
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n
Soit & > 0; on pose a, = Y (—1)F"1k*.
k=1
@ Trouver un équivalent de a,
Indication :

On pourra découper la somme selon les pairs et
les impairs.

. ; 1
@ Etudier la nature de la série de terme général —

n
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EXERCICE 7

L (—1)E(v7)

@ Etudier la nature de la série de terme général
n

» solution

_1)E(In n)
@ Méme question avec v, =

n

> solution
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EXERCICE 8

> solution

n

Déterminer la limite quand n tend vers 4+co de H

2n + 2k

Li2nt2k—1
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EXERCICE 9

= Un

Soit ug > 0 et Vn € N*, u, = \/n+ up_1. Trouver la nature des
; 1 —1)"
séries T et & 200 G
n>0 Up n=>0
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EXERCICE 10

Nature des séries ) P, et } (—1)"P,, ol
n (_1)/()

p_ <1— Nazmm)
n g \/E
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES EXERCICE 11

Soit f : ]—1, +0o[ — R vérifiant lim f(x) —In(x) =0 et

X— 400

1
x+1

Vx> -1, f(x+1)—f(x)=

n
1 C
© Prouver que 2 Vi In n a une limite finie 7 lorsque

k=1
n — —+o00.

= /1 1
@ Prouver que Vx > —1, f(x):—7+l§<n—n+x>_

© Montrer que f est monotone et concave.Csolution)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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EXERCICE 1

Nature des séries de terme général

_ V3 (1)
U, = arccos (2 T >

7T

— (> 0). Colution)
n* 6
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|
On pose u, = o) et v, = (—=1)"up,.
n

@ Montrer que Y u, diverge et que Y_ v, converge.
n
@ Trouver un équivalent de S, = Y w.

k=1
(In(2))?

>t o(1).

© Montrer que S, — S, = In(2) In(n) +

n
Q Soit T, = ). v; calculer 55, + T2, puis en déduire la
k=2
somme de la série Z Vo

n>=2

«O>» «F»>» «E» «=)>» E DA

ABDELLAH BECHATA 14 / 113 www.bechata.com


http://www.bechata.com

§IFIE{JORD OF THE MATHS

MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES EXERCICE 14

-1 n—1
72( (a« > 0) et I'on note R, le reste d’ordre n
n
de la série Zun.

On pose u, =

@ Etudier la convergence de la série ZR,, lorsque & > 1 puis
lorsque & = 1.

Indication : dans ce dernier cas, on pourra exploiter la

. 1
convexité de x — —.
X

© Etudier la convergence de la série ZR,, lorsque 0 < & < 1

S » : 1
Indication : on pourra utiliser la convexité de x — 7)
X

«O» «Fr <
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EXERCICE 15
—+o00
On pose a, = Z

(D"
= 2k +1

. Vérifier que a, est bien défini, justifier
la convergence de la série Z a, puis calculer sa somme.C solution)
n=>0
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EXERCICE 16

Soient (ap)n>0 et (bn)n=0 les suites réelles définies par :
Vn e N,

et Vn € IN
vn+1 '

b, = Z dkadn—k-
0<k<n
Etudier la nature des séries de termes généraux a, et b,. Que
peut-on en conclure ?

ABDELLAH BECHATA

«O» «Fr <
/113

> «E»

DA
www.bechata.com


http://www.bechata.com

MINES-PONTS, CENTRALE

g EJORD OF THE MATHS

SERIES NUMERIQUES REELLES

EXERCICE 17

Soit (a,), une suite de réels. On pose b, =

1

" /n
+1 Z < )ak-
2ME = \K
@ Montrer que si la suite (a,) converge, alors la suite (b,)
converge.

n=>0

@ Montrer que si la série Z a, converge, alors la série Z by
converge, les sommes étant les mémes.

n=0
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SOLUTION EXERCICE 1
@ On utilise les développements asymptotiques pour obtenir un
équivalent sin (ﬂ\/m

v n? + 1/n2 1—|—

1
7
1
(sz i <4>)
ehhee(3)
Compte-tenu de la formule
sin(x + nr)

= sin(x) cos(
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 1

et du développement asymptotique précédent, on a

sin <nm) = sin <””+n ~ 3 to <1>>

2n  3m n?

= 1rsn (5550 (7))

T T_T :

- ri(F-geo(3)) +o (- (3))
- [(5-55+e (&) +o ()]

- [0 (3)] =550 ()

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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: —1)"m :
La série Z (2) étant une série alternée avec
n

n>1
T T
‘(—1)”% n l+ 0, le critére spécial s'applique donc
n— (ee]

; 1
elle est convergente. En outre, la série 2—3 étant a termes

n
positifs et convergente, les relations de comparaison assure

que la série Z 0] < 3> est convergente donc la série
n

Y sin (7‘(\/ n2 + 1) est convergente.
n

«O» «Fr <

> «E»
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SERIES NUMERIQUES REELLES

SOLUTION EXERCICE 1
@ On proceéde de la méme fagon

n(3) =5

1
+o0(=
1 1
= an’in (14 = 7'cn—£+0 —
n 2n n?
Compte-tenu de la formule

cos(x + n7t)

cos(x) cos(n7t)

cos(x) cos(nrt) — sin(x) sin(n7r)

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 1

et du développement asymptotique précédent, on a

Al 1 1 (| T i
- [g0(2) o 3)] v [fo(2)]
_ (=)' 1
 2n il n?
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Comme dans la question, la série Z

SOLUTION EXERCICE 1
(=1)"
n

n>1

T
est convergente
2n
et la série Z — étant a termes positifs et convergente, les
n

. : : 1
relations de comparaison assure que la série Z @) <3 est
- n
. ) 1
convergente donc la série Zcos tn“In (14 — est
n
n
convergente.
© On exploite |'astuce suivante :

vneN, (2+v3) +(2-V3) eN
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 1

En effet, en utilisant la formule du binéme de Newton, on a

ey
+
S
—
+
/N
N
\
S
SN—

= ﬁ+2)”+<_\/§+2)n
= L (1) () 7+ L (7) (v3) e

B k;o (Z) <‘/§)k2"_k+k§ <Z>(—1)k (v3)"2rt
- B e ()2

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
k
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pair, on en déduit que

EaIFIE|JORD OF THE MATHS
Etant donné que 1 + (—1)X = 0 si k est impair et 2 si k est

(2+v3) "+ (2- V3)

SOLUTION EXERCICE 1
n n k K
- = o) ()"

k
<n
2p
= Y 2()(v3) 2= ¥ 2, )¥r¥eN
0<2p< 2p 2p
K2psn 0<p<n/2
Par conséquent, on a

Vn € N, 7r(2—|—\/§)n+71(2—\f3)n:0m0d(71)
& n(2+\/§)n:—rf(2—\/§)nmod(7c)
= |sin (7r (2—|— \/§)n>

i (x(2-5)’

in (- (2-13))'

40> «F» « E»
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 1

Etant donné que IiT (2 — \/§)n =0 (car
0<2-+3< 1), on en déduit que

in(x(248))| = [in(x (2 3))|

~ n(2—x/§)" > 0

n—-++oo

et cette série étant convergente (série géométrique avec
2 —+/3€[0,1[), on en assuré de la convergence de la série

Z ‘sin (7‘[ (2 + \/§) n)’ donc de la série
Ysin (7 (2+v3) ") Coriree
n

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 2
Cette série est alternée mais

(=1)"

n?/3 + cos(n)

1
n?/3 4+ cos(n)

n'est pas décroissante (s'en convaincre via un calculateur
quelconque) ce qui interdit I'application du critére spécial. Un

(=1)"

équivalent du terme général est 273 qui n'est pas de signe

constant et qui n'est pas le terme general d'une série absolument
convergente donc on procéde par développement asymptotique.

U — ) T -0))]

n?/3 + cos(n) 2/3 [1 N cos(n)} n—+eo  n2/3 n2/3

n2/3

_ (= 1 _ (=Y 1
notoo n2/3 1+0 273 || noteo n2/3 +0 n4/3

«O» «F>» «2Z2» « =)

A
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La série Z (

SOLUTION EXERCICE 2
—1)n
n2/3
(=" 1
avec = —75
n2/3

est convergente car il s'agit d'une série alternée
n2/3

n— -00

_ 1
0. La série E 73 est a termes
n
positifs et convergente donc la série Z O | —— | converge ce qui
nt/3
n

1

permet d'affirmer la convergence de la série Z 57
n
n

(=1)"

3 +cos(n)’
ABDELLAH BECHATA
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1)"

» (—
Pour que la série Z s
(=1)"

net(=1)"

g EJORD OF THE MATHS

SOLUTION EXERCICE 3
(Cq)r converge, il est indispensable que
— 0. En particulier, on a
n——4oo

(—1)2n+1

_ 1
pat(=1)2+1 =1 n—too
; —1)"
donc la série Z ( )
n N +

— 0&sa—-1>0a>1
_l)n
on a la majoration suivante :

(=1)"

ne(=1)"

diverge grossierement si & < 1. Si o > 1,
. 1

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES REELLES
=1l

SOLUTION EXERCICE 3
a+(—1)"

>1 net(=1)

Il reste a

converge lorsque « —1 > 1 &< & > 2 donc la

converge ce qui assure la convergence de la
étudier lecasou 1 < & <
2N

nz (=1)"

2. Pour tout entier N > 1, on a
1 -1
- )
a—4(—=1)" Z a+1 a—1
= net(=l) 1<n<2n 1 1<n<en
n pair

n impair
1

QM”

T

1<2p<2N

ABDELLAH BECHATA
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1
plp

p=
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31/
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SOLUTION EXERCICE 3
1
Puisque & > 1, la série Z — converge c'est-a-dire que la suite
p=>1 P
N1
Z — converge. D'autre part, on a
—1 P .

1 1
— >0
(2p+1)zx— p—+oo 2a—1pa 1= =8
la série Z étant divergente (cara —1<2—-1= 1), on en
p>1
1
déduit la divergence de la série Z
N—1
de la suite

L (2p 1)
Z 1

donc la divergence

ABDELLAH BECHATA
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SERIES NUMERIQUES REELLES

SOLUTION EXERCICE 3
2N

5 (=1)"

n=1 nDH»(il)n

(-1 "
).

diverge ce qui entraine la divergence de la série
a+(=1)""
St (-1)

, , —1)" . ,
Conclusion : la série (=1) — converge si et seulement si
net+(=1)
n>1
x> 2.

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 4

Cette série est alternée car

(=1)" (=1)" (=1)"
|n<1+ ﬁ) > 061t o216 >0

< (—=1)">0< nest pair.

n(1+ )

convaincre via un calculateur quelconque) ce qui interdit
I'application du critére spécial. Un équivalent du terme général est

=L . :
u qui n'est pas de signe constant et qui n'est pas le terme

NG

Par contre, n'est pas décroissant (s'en

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SERIES NUMERIQUES REELLES
général d'une série absolument convergente donc on procéde par
développement asymptotique.

(1) () ()
1 1
NI T <>
La série Z (=1)"

Vn

avec

(=n"|_ 1

est convergente car il s'agit d'une série alternée
Vvn Vn
I"équivalent suivant :

n—-o00

0. D'autre part, on dispose de

i 1 1
—_— O f— ~J

2n n
ABDELLAH BECHATA
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1
La série

SOLUTION EXERCICE 4
1
2n

—= Z — est a termes de signe constant et

1
divergente donc la série 2 <— + o0 <)> est divergente. Par
n
n
(="
conséquent, la série Zln 1+

V/n

> diverge. G Tomees)

ABDELLAH BECHATA
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SOLUTION EXERCICE 5
Premier cas f > a : Alors n* = o(nP) ce qui nous fournit
n—-—+0oo
I’équivalent suivant :
(~1)" (<y" _ 1
n® +2(—1)"nf n—teo 2(—1)"nf ~ 2nP

= 0.

La série 22—“ étant a termes positifs et convergente si et
n
n

seulement si B > 1, on en déduit que la série Z

(=1)"

n* +2(—1)nP

n

ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 5

converge si et seulement si g > 1.
Deuxiéme cas : B < a alors nP = o(n*) donc

n— 400

(=1)" (=1)"

n®+2(—=1)"nf — n* [1+2(—1)"nf4]
G [1_2(_1),,,7,3%“ (nﬁﬂx>}

ﬁ—;<o n“

REVEE. 1
T _n2vcf,3+o n2e—B |-

=w,

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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SOLUTION EXERCICE 5

e (27
La série Z 5 est alternée et
n

1
— | Odoncla
n* n—-oo
(=1)"
série Z converge. D'autre part, on dispose de I'équivalent
n
suivant :

Whn

2
~N —— <
n— 0o n2“*,5 S
La série 2 i ﬁ 22 poT

est une série a termes de signe
constant et elle converge si et seulement si

20 — B> 1<% B < 2a— 1 donc la série EW,, converge si et
seulement si B < 2a — 1. Par conséquent, la série

ABDELLAH BECHATA
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MINENTS. CNR

n

SERIES NUMERIQUES REELLES
n* +2(—1)"nP

SOLUTION EXERCICE 5
Troisiéme cas « = B : On a donc

converge si et seulement si f < 2a — 1.
(=1)"

n* +2(—1)"np -

(=1)"

n* 4+ 2(—1)"n*
1
3 i (_1)n _ —357“ si n est pair
n® 142(=1)" — si n est impair
nDé
1 1 (=1)" 1
=Vn>1 0<-—<—. <=
= S g S o(—1)n S
1 —1)"
Si la série anﬁl (=1

nEK
F2(=1)
ABDELLAH BECHATA

converge, puisqu’elle est a termes
positifs, I'encadrement précédent entraine que la série
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1 1 1
— = — ) — converge c'est-a-dire que & > 1.
~3n* 3 ; n*

. : ) 1
Réciproquement si &« > 1, la série 27 converge donc la
n
n

(=1)"

majoration précédente entraine que la série Z
n

n* 14+2(—1)n
converge. Par conséquent, la série Z— i converge si
— a1 4 2(—1)"

et seulement si & > 1. .
—1
Conclusion : La série Z¥
~ n% +2(—1)"nP
si(B>aetp>1)ou(fp<aetp<2a—1)ou
(0 = B eta>1). Ces deux derniers cas se regroupant en un seul,
—1)"
on obtient que la série ;M
si(B>aetp>1)ou(B<Swet fp<2u—1). Coretousreerice),

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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@ Soit b, = ay, alors

bpt1 — by = —(2n+2)*+(2n+1)*
~ _“(2,7)0(71 — _lxzzxflnacfl

n—--oo
(par application du théoréme des accroissements finis a la
fonction x — x“ entre les points 2n+ 2 et 2n+ 1 ou par
développement asymptotique). Puisque a > 0, la série de
Rieman n*~1 est divergente et |'utilisation des sommes
partielles de séries divergentes pour permet d'écrire

n n

b, = b,—by= Z(bk—H = bk) ~ Z —p2t gt
k=0 =t o

n
a—1 a—1 a—1 «
= —a2 E n ~ =2""n
n—-—+0oo
k=0 B -
«O>» «F>» «E» «E» = 9HA
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(le dernier équivalent s'obtient soit par comparaison
série-intégrale, soit par utilisation des sommes de Riemann
pour la fonction x — x

a—1
obtenu que

sur l'intervalle [0, 1]. Ainsi, on a

(%) : by = a2,

14
~ 20471 o (2”)
— n = —
n—-o00 2
De méme, posons ¢, = az,+1 alors

Cnt1 — = —(2n+ 2)* + (2n + 3)* ~ w(2n)* L,

n—-—+0oo
Par le méme type de raisonnement que précédemment, on
aboutit a

_ 2n)~*
(k%) : appt1 s 20l — 20}

(2n+ 1)~

= — ~ B ——

2  n—otoo 2

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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Des deux équivalents (*) et (**), on en déduit que les deux
. . .. . . n
suites extraites pair impair de la suite (1)7,11“ converge
—1)"=1n
vers — donc la suite -——<——— converge vers = c’est-a-dire
2 (=1)n—1pa

-1 n—1
. o
n—-+oo 2

< retour a |'exercice

@ Sia > 1, alors la série de terme général | —

est positive,

n
Al . L : 2
équivalente a la série de Riemann — donc elle est

convergente et la série ) — est convergente.
n>1 dan

: _ 1
Si0<a<1,lasérie Y — n'est pas absolument

n>1 an «O0» «Fr <«
ABDELLAH BECHATA
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MINES-PONTS, CENTRALE SERIES NUMERIQUES REELLES SOLUTION EXERCICE 6

o (71>n71ntx
convergente. L'équivalent a, A >
pour n assez grand le signe de a, est celui de (—1)"!
c'est-a-dire que I'on a affaire & une série alternée. Etudions la
montonie de la suite |a,| = (—=1)""1a,. Il a été vu dans la
premiére question que la suite (az,) est décroissante et la
suite (apn+1) est croissante. Puisque, pour n assez grand, la
suite (ap;) est négative et la suite (a,,11) positive, on en
déduit que la suite (|az,|) est croissante et la suite (|azp+1])
est croissante (il suffit de faire un dessin). Il ne reste plus qu'a
comparer |az,| et |azp+1| c'est-a-dire trouver le signe de
|azn+1| — |@2n| = @2n+1 + a2n. Nous allons commencer par

montre que

«O» «Fr <

» «E» = A

www.bechata.com
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réécrire ces sommes en les découpant selon les nombres pairs
ou impairs, c'est-a-dire si I'on écrit que

n n

a1 =— ) (2k)"+ ) (2k+1)" et
k=0 k=0
n n—1
an=—)_ (2k)*“+ ) (2k+1)*
k=0 k=0

n
alors agny1 +azn = —(2n+1)%+2 ) ((2k +1)% — (2k)*)
k=0

Puisque a €]0, 1], la fonction x — x* est concave donc

k+(k+1)\" _ 1 1
R S——— >71X - 14
: > /2k +2(k+1)

& 22k 4+1)* = (2k)* + (2k +2)*.

Vke]N,<

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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Nous sommons cette inégalité de 0 a n, ce qui nous donne

Y (2k+1)* > V(2K + ) (2K 42 &
k=0 k=0 k=0
DY (k410 > V(2K 4 Y (2K =2 1 (2K)* + (2n+2)°
k=0 k=0 k=1 k=0
s2|Y k1)~ Y (20| > @2t 2"
k=0 k=0

& a1 + a2 (2n 4 2)“ — (2” aF 1)“ > 0.

On en déduit immédiatement que |a2p+1| = |a2q|. En se
rappelant que les suites |az,| et |a2,11| sont croissantes, la
suite (ap,) négative et la suite (ap,+1) positive et avec un

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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SOLUTION EXERCICE 6

petit dessin, on se convainc que la suite (|a,|) est croissante.
n>1 an

Puisqu’elle tend vers +oo, la série ) — satisfait au théoréme

spécial des séries alternées donc elle converge.

ABDELLAH BECHATA
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© A finir G o)
@ A finir G roereo)

ABDELLAH BECHATA
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On transforme pour commencer ce produit que I'on note P, :

"o 2n+2k n (2n + 2k)?
Pn pum— g
,1:[12n—|—2k—1 /1:[1(2n+2k—1)(2n+2k)
n 2 n 2
(H(2n—|— 2k)> (H(2n—|— 2k)>

_ k=1 _ \k=1
- L - 2n

[T(n+2k—1)(2n+ 2k ) on + k

k=1 S~ N ,g( )

impair pair
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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En utilisant I'équivalent de Stirling n!  ~ (
n [ee]

SOLUTION EXERCICE 8
n

7) \/27Tn, on

e

3
2 2n
220 <n> 47tn
e
n— 00 n
(2

o (2

4n
22n.26nn6n_ef6n237.[3/2n3/2

87mtn

n2n 6_2”271'[744” n4n e—4n23/2 7-[3/2 n1/2
28n+3 n6n+3/2ef6n7.[3/2

- 28n++5/2 n6n+3/2 a—6n775/2
21/2 \/5

= = =

ABDELLAH BECHATA
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Pour tout entier n, on a u, = /n+ u,—1 > +/n. En particulier,
Vn>1, wu,> 1. Compte-tenu de la majoration \/x < x lorsque
x = 1, on en déduit que

Vn =2 1, up<ntup1Suy—u,—1<n

N N
= VN >1, (u,,—u,,,l)an

n=1 n=1

N(N+1 N(N+1
< Uy — U < (2+)<:>0<Un<uO+ (2+)

= N2
= UNN*)J,»OOO( )
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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Par conséquent, on a successivement :

u, = \/n+0((n—1)2):\/n+0n2 \/O n?) (n)
u, = \/n—l—On—l \/O V/n)

Uy = \/n+o(\/m): n+0(v/n) ~

n—-o00
1

~ >0

n—-+4oo n

=

=
s F

1
et la série Z diverge donc la série 2—2 est aussi divergente.

n f'l
La série E

n’est pas absolument convergente car

1 1
u”n_)+oo\/ﬁ<m>4ﬁ><:§><:5> = VA

ABDELLAH BECHATA 54 / 113 www.bechata.com
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et la série Z \f Z 1/2 diverge ( < 1). La série Z
n

étant alternee et son terme général tendant vers 0 mais I etude de

la monotonie est mal aisée (elle résulte d'un développement

asymptotique a 3 termes de u, qui en soit est suffisant pour

étudier la convergence de la série considérée !).

Etant donné que u, ~ +/n,onau, = +/n+o0(y/n) cequi
n— 00 n— 00

nous permet d'écrire :

un:\/n+m+o(m) = \[n+ V1= T ++o (V)

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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En réinjectant de nouveau cette égalité dans la relation de
récurrence vérifiée par u,, on obtient

w = rrvirTrom = fa(1+ L Lvo (1))
= f\/1+++ (

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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(oo oo () - et el
(-1

On en déduit aisément le développement asymptotique de

Up

(-1)" _ (—11)" 1

u

" rrraate(7)
_ (= 1

' 1 1 1
v 1+M+8n+o<n)
(oh B <2 Er T 9aC
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iy (=1)" (=1)"
Les séries Z et Z >
n>1 ﬁ n>1 w
(=1)"

v 1
\/ﬁ o n n*:l:koo 0 et 2n

convergentes. En outre, on a

sont alternées avec

1
= 1l 0 donc elles sont

2” n—-+oo

—1)" 1 —1)" 1
Cu T [ T T
8n3/2 n3/2 J | n—+co | 8n3/2 8n3/2
1 1 1
et la série == —- est convergente (série de
r; gn3/2 ~ 8 = e

3 —1)" 1
Riemann avec 5 > 1) donc la série ,; ((8n3/)2 +o0 (n3/2)> est
(-1)"

Un

convergente. Par conséquent, la série Z est convergente.

n>1
< retour a |'exercice

ABDELLAH BECHATA 60 / 113 www.bechata.com
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On commence par effectuer un développement asymptotique de
P,. On remarque que

n (—l)k
In(P,) = In < — )
va vk
c'est-a-dire que le développement asymptotique de In(P,) est celui
» (—1)") )
de la série In <1 — ~—~<— ). Or on a le développement
AR

ABDELLAH BECHATA
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asymptotique suivant :

(o) A D) o ()
kim‘(le)k‘zlkw(’@l”)

La série 2 5 €tant a termes positifs et convergente, on en
sk

déduit que la série k);l {m <1 _ (7£k) i (7£k N 21/(]

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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converge c'est-a-dire qu'il existe un réel L tel que

k=1

4 (D) _ g (EDF Lgnl 0
& kglln<1— ﬂ) = + L+ o(1).

—1)* —1)* 1
La série Z( ) étant alternée avec =0 =— | O0le

k>1 ﬂ ﬂ \/E k—+o00
critére spécial nous assure qu'elle est converge. Autrement dit, il
existe un réel L’ tel que

) :ooL'—l—o(l).

«4O0>» «F»>» «E» «E»

DA™
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D'autre part, on dispose du développement asymptotique classique

suivant :
n

)" & =In(n) +7+o(1)

k=1

ol 7 est la constante d'Euler. On obtient donc

2 <_1)k> / 1
In{ 1+ = —L ——=(n(n)+v9v+o0(1))+L+o0(1
Yo (1 020) 2 =5 ) +7-+0(0) + Lol
]‘ /
e —Eln(n)—L —§7+L+o(1)
~—_——
=CeR
>0 —l1

1 eC eo(1) e

P, = exp <—2 In(n) + C+o(1)> = — e 7 > 0.
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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C

e 1

La série E ==t 2 —— étant a termes positifs et divergente
~ \/n \/n

1
(série de Riemann avec 5 < 1), on en déduit que la série ZP,,

n
diverge également.

Pour étudier la convergence de la série ) _(—1)"P,, il faut affiner

n
notre développement asymptotique de P,. Classiquement, on
introduit
In
(n _.
2

up = In(P,) +

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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qui converge vers 0 d’apreés les calculs précédents, ce qui nous
donne

Upy1 —Up = In(Pg’:1>+;|n <1+1)
Gl
+o((; (-E) >+1+O<12>

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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GRS (1) "o )
- S CEL G (o) +0(3)
GG o3 Loy

ABDELLAH BECHATA
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(=" .
— €st convergente
\/n
+00 —1)"
Z (Un+1 — up — ( )
n=N

NG ):O<§kl2>:0<l)
5 CUr

SOLUTION EXERCICE 10
— étant a termes positifs et convergente, on en déduit
que la série Z <u,,+1 — up
n

N
(d’'aprés la comparaison série-intégrale par exemple). Or la série

étant convergente, on en déduit que

+o00 (_l)n 1
Z (Unt1— Upn) — =0 <>
n=N n=N ﬁ N
+00o +oo —1)"
= Z (Un+1 - Un) = ( )
n=N
ABDELLAH BECHATA
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Puisque I'on a

—+o0

Y (Unp1 —up) = lim i (Uns1 — Up) =

s lim (Um+1 - U/\/) =
n=N

—u
=N m— o0 &

car la suite (u,), tend vers 0 donc

= LSo(w) e w5550 ()

n=N

& In(Py) = —fln )+ C— Z lk)k <N>
& Py =exp (—;In(N)-i-C— f (=1* —|—O<,b>>

n=N \/;

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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D'apreés le critére spécial des séries alternées, on dispose de la
majoration suivante :

= (1
L

=)\’ 1 <+°° <—1>">2: 1
;‘<Z ﬁ) Svo\L v (%)

ce qui nous permet d'écrire

n

<‘(_

—1)Ne€ —1)NeC = (—1)n 1
N R N Y

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Il reste a étudier la convergence de la série a termes positifs

(—=1)" exp(C)

i" (-1)"
\/N n=N
A FINIR.

ABDELLAH BECHATA
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@ On note un:kzlll(—ln(n) alors
1 n+1
Up4+1 — Up ﬁ—[ln(n‘i_l)—ln(n)] n+1—|n< n )
C ()=l (Lyo(2)
n—+ ngy- n n
n
SO SRR
n n n n n

» 1 . .
La série 2—2 étant a termes positifs et convergente, on en
n
n

déduit que la série Z (unt1 — up) converge. Autrement dit la
n

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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N—-1

7z

n=1

suite (

entraine la convergence de la suite (uy)y ..

SERIES NUMERIQUES REELLES

(Un+1 - Un)

SOLUTION EXERCICE 11

) = (uny — up) ) converge ce qui
N

< retour a 'exercice

@ Pour tout entier N et tout x > —1, on a

NG

n=0

ABDELLAH BECHATA

f(x+n+1)—f(x+n) =
f(x+n+1) — f(x+n))

& fx+N+1)—f(x) =

& f(x) =

f(x+N+1)—

74 /113

1

x+n+1
-y L
n=0

N+1

x+n+1

1
1 X +n

1
1x—l—n

n=

N+

n=
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& F(x) = [F(x+N+1)—In(x+ N+1)]

N+1 1
+In(x+N+1)—
( =

& f(x) =[f(x+N+1)—In(x+ N+1)]

N+1 1
In(N +1 In(1+-——
—|—n( +)+n<+N+1) HZ:lx—Fn

N+11
S fx)=[f(x+N+1)—In(x+N+1)]+ (2 k)

k=1
N+1
X 1
—up+1In(1 —
u+n(+N+1> n;lx—l—n
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& f(x) = [F(x+ N+1) — In(x+ N +1)]
wnor i) (k)

Etant donné que Iim (f(x+N+1)—In(x+N+1))=0

N——+o0

- 1 X
car xlToof(X) —In(x) =0, que Nl_lmooln <1+ N 1) =0
t déduit
et que uy N:roo% el e el B

WM (FO) =[xt N4 1) = In(x N+ 1)) =

N+1 1 1
— \n x+n (x)
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Par conséquent, la série Z

1 1
( = ) converge et sa
n>1 n n—+ x
somme vaut f(x) — [—7] c'est-a-dire

1 1
_7+Z<
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@ Soit —1 < x < y alors pour tout entier n > 1

1 1
0 < -1 < < = <
TASXENSy+n y+n ~x-+n
1 1 1 1 1 1
& - = — & — — > —
y+n X—+n n y-+n

n x-+n
Par sommation des séries convergentes, on obtient

+o0 +0o0
Y E >y .
=i \n y-+n =i \n x+n

sfly)+y=>f(x)+ve fly) > f(x)

ce qui entraine la croissance de f sur |—1, +00[. De méme, la

fonction x — —= étant concave sur R (
X

sa dérivée x — =
ABDELLAH BECHATA
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est décroissante sur R') on a pour tout A € [0, 1] et tout
a,b e RY,

_ 1 >_§+_1—)\
Aa+(1—-A)b~ a b
=Vx,y>-1, Vn>1l, x+ny+n>0=

1 A 1—-A
— 2_ —
An+x)+(1—=A)(n+y) n+x n+y
- _ 1 - A _1—/\
n+Ax+(1—-AN)y~ n+x n+y
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1 1 1 A 1-A
- P
n n+Ax+(1—-A)y " n n+x n+y
i 1 &_’_1—/\_ A 1=A
n n+Ax+(1—A)y ~ n n n+x n+y
1 1

el n+Ax+ (1-A)y

1 1 1 1
>A(=— _ -
//\<n n+x>+(1 A)(n n+y>

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Par sommation des séries convergentes, on obtient

+ZOO (r11 B n+Ax+1(1—A)y>

n=1

S )

@*f (:1_ n+Ax+1(1—A)y>
SE ()G )

S f(Ax+(1=A)y) 2 Af(x)+ (1 —=A)f(y)

donc la fonction f est bien concave sur |—1, +00].

< retour a |'exercice
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Etant donné que

SOLUTION EXERCICE 12

i \/§ 7T
im u, = arccos | —
n— 400 n 2 6
pas grossierement diverge. Pour commencer, on remarque que
V3 (=1)"
U, = arccos - T

— — =0, la série n'est
3
. ) — arccos ({)
n
(_1)n / \/g
~ arccos’ | — —
n—+oo n¥ 2
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Par conséquent, les séries Z |up| et Z

=2 Z = sont de
méme nature. Or cette dernlere converge si et seulement sia > 1.

Ainsi lorsque & > 1, la série Zun est absolument convergente

n
donc convergente. Si a € ]0, 1], il faut effectuer un développement
asymptotique de u,. Pour cela, il est nécessaire d'effectuer un

.. 3 -
développement limité de x — arccos \Qf + x | au voisinage de

«O» «Fr <
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MINES-PONTS, CENTRALE

0. Pour tout x au voisinage de 0, on a

(arccos <\/§ —|—x>>/ = : = :
2 - 2 N1
1—<\@+x) 4 3x 42

2
== ! = —2(1—4V3x + 4x?)71/2
—_—
5\/1—4\/§x+4x2 e
1
— (1 4= (—4\/§x + 4x2) +o (—4x/§x + 4x2)>
x—0 2
=, 2 (1 —2V3x+2x% +o (X)) =, 2 (1 —2V3x+o0 (x))

DA™
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donc on obtient
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—

/ —2(1-2v3t) dt + o(x?)
0.

0
arccos <\é§ +X> — g = —2x +2v/3x% + o(x%)

SOLUTION EXERCICE 12
V3 V3 [
arccos | — + x | — arccos | —
2 2 X

ce qui nous permet d'écrire

_ 2=y

n[X

23 1
= nza 4+ o0 <n“> .
—2(=1)"
La série Z# est alternée avec
n
n

~2(=1y"

ABDELLAH BECHATA
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SOLUTION EXERCICE 12
converge si et seulement si la série Z

n
<u,, + > converge.
an
n
Etant donné que I'on a

2(-1)" 2\@+0<1> 2/3

n“

~Y
n—+4oo n2&

Up >0

n% n——too 2%

L | L. 2(=1)"
on en déduit que les séries ; up + — et
2V/3
Z n2¢x

n

1 .
= 2\/§27 sont de méme nature. Or cette derniére
n n 1
série converge si et seulement si 20 > 1 & o > 5 Par conséquent,
L 2(=1)" , : 1
la série Z u, + ——= | converge si et seulement si & > —
~ n 2

. . . 1
donc la série 2 u, converge si et seulement si & > >

n «4O0>» «F>» «E» «E» = Q>
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I In(3 I 1
© Pour tout entier n > 3, on a 9@ > n(3) > n(e) =>->0

n n n

In(n)

: 1 . :
et la série Z — diverge donc la série Z est également
n
n n

divergente.

In(x)

X
car cette fonction est dérivable sur cet intervalle et I'on a

En outre, la fonction x — est décroissante sur [e, +oo[

1
. In(x) _1-1In(x)
x2 x2

(=1)"In(n)| _ In(n)

— est
décroissante et elle tend vers O (par croissance comparée)

1—1In(e)

X2

< =0.

Par conséquent, la suite

n
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L. ) ,In(n) _
donc la série alternée Z(—l) converge ce qui assure
n
n>3
. In(n
la convergence de la série Z(—l)” ( )

A n
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In(x)

X
[e, +0o[, on peut utiliser la comparaison série-intégrale.

@ La fonction x —

étant positive et décroissante sur

In(k+1) o In(t) o In(k)

>
Vk > 3 Veelkk+1], — <= ~<—

k+1 k+1 k+1
/ln(k+1)dt< /In(t)dt< /ln(k)dt
/ k+1 / t / k
k1
In(k+1) In(t) In(k)
meET 2 — K < < —
e k1 W< [Fla< B k+1-4
k
k1
In(k + 1) o /In(t)dt<|n(k)
k+1 = Sk

«4O0>» «F»>» «E» «E»
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Autrement dit, pour tout entier N > 4, on a

8 _ {In(t) . In(3)
<.3/tdt< 3

N

/ N_—ll)

et en sommant ces inégalités, on obtient

N
S5 In(3) In(2) In /In

3 2
3
<5 @ @)  In(W)
2 1 <DN4@><_—><_—> = Q>
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On calcule ensuite I'intégrale ci-dessus :

3]Vm(t)dt = 3/I\Iln’(t)ln(t)dt_ [W]Z:’
(In(N)?

t
(In(3))?

(M)
2
ce qui nous permet d'écrire :

s In(3) In(2) In(1) < (In(N))*>  (In(3))?

3 2 1 2 2
In(2) In(1) In(N)
< Sy — -
T2 1 N
«4O0>» «F»>» «E» «E» = Q>
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s < (n(M)? _ (In3))? | In(3) , In(2)
= 2 . 2 ) 3 2
5 = (In(N))?  (In(3))> _ In(2) _In(N)
2 2 2 N
(n(W))> _ ((3)7 In(2) (W) _
2 2 2 N X “n
(In(N)* _ (In(3))* | In(3)  In(2)
S 5 — 5 4= 3 aF >
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2 2
25,
1 1) < <1 1
& 1rol) < gz S o)
—1 —1
; 2S, 25,
- lim —2 _ —1e 2"
N e (In(IV))2 (In(N))2 N""heo
(In(N))?
&Sy~
N N— o0 2
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SOLUTION EXERCICE 1

2n

© On commence par remarquer que Sy, — S, = Z
utilisant de nouveau la comparaison intégrale, on a

In(k)

. En
k=n+1 k
n+2
In(n+ 2) < / In(t) dt < In(n+1)
n+2 t n+1
n+1
2
In(2n) !
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En sommant ces inégalités, on obtient

I 1 I In(2
52n_5n_ n<n+ ) < / n(t)dt<52n_5n_ n( n)
n+1 t 2n
n+1
27 t=2n
<:>52n—5n+0(1) < (ln(t)) <S5, Sn+0(1)
2 t=n+1

29 t=2n
& o(l) < [('“(2”) L_ = (5= 5) <o)

n—--o00 2

= im {W] 2+1 — (San— ) =0

t=2n
& Spp— Sy = [('”(Qt)q +o(1)
t=n+1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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Calculons I'intégrale du calcul ci-dessus puis effectuons son
{('n(t))2

EaIFIE|JORD OF THE MATHS

21 (In(2n))?
2 }tn-i-l -

SOLUTION EXERCICE 1

2

(In(n+1))?
2
2

_ (@) + () (1m0 (14 1>)

N

1\ 2
o (3))
2
oy (In(2)? (In(n))? +o(1)
2
n(2))2
=1In(2) In(n) + ( (22))

= S, — S, =In(2)In(n) +

+0o(1)
(In(2

)2,
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@ Pour commencer, la série Z (

1 n—1
est alternée et
(_1)n71 !
— |
‘ n* n— oo

0 (car @ > 0) donc le critére spécial permet
d'affirmer que la série Z (=
n

1)n—1
o est convergente ce qui
n
fee (k-
justifie I'existence de la suite R, = Z

K K

:n+

Premier cas @ > 1 : Toujours d'apreés le critére spécial, on
—1)(n+1)-1

(n+ D¢

1 1
(n+1)x =~ po
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La série 27 étant convergente lorsque & > 1, on en déduit
n
n

que la série Z |Rn| converge ce qui entraine la convergence
n
de la série ZR"'
n

Second cas & =1 : La suite (R,), converge vers 0 (reste

partielle d'une série convergente). En outre, pour tout entier
n, le signe de R, est celui de

(_1)(n+1)71 _ (_1)n
n+1 n+1

«O» «Fr <
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qui est celui de (—1)" donc la série ) * R, est bien alternée. I

n
reste a justifie la décroissance de |R,| = (—1)"R, (d'apres le
signe de R,).

|Ral = [Ras1] = (=1)"Ro — (=1)" Roy1 = (=1)"Ra + (=1)"Ray.
+0o0 (_l)kfl 400 (_]_)kfl

= (D" [Ret Roa] = (-1)" | ), ~——+ L

k=n+1

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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= = f (= 12 Z

| k=n+1 k=n+1 +

= | B (o

Lk=n+1

—+o00

= (| ¥ ( 1)

+o0 (_1)1(71

IR RN

Lk=n+1
La série ) (1)< étant alterné
a série -~ étant alternée avec
k>n+1 k(k+1)
‘(_Dkl 1 |l 0, le critére spécial montre que
= , ricer | montr u
e T A i q

«0>» «F>» «E» «E>» =] Q>
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sa somme est celui de son premier terme c'est-a-dire le signe
n
e (1)

———— . Aut t dit le si d
e (1) (n+2) utrement dit sa somme a le signe de

40 (_1)/(71
(=1)" sont (—1)" ————| est positif donc la suite
L K+

(|Rn|)n est décroissante. Ceci permet d'appliquer le critére
spécial d'ou la convergence de la série ZR,,.
n
@ La suite (R,), converge vers 0 (reste partielle d'une série
convergente). En outre, pour tout entier n, le signe de R, est

celui de
(_1)(n+1)—1 _ (_1)n

(n+1)*  (n+1)"

DA
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SOLUTION EXERCICE 14

qui est celui de (—1)" donc la série )~ R, est bien alternée. I

n
reste a justifie la décroissance de |R,| = (—1)"R, (d'apres le
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signe de R,).

|R”| o |Rn+1| = (_1)an - (_1)n+an+1
= (=1)"Ro + (=1)"Ryy1 = (~1)" [R T Roei]

+o0 k—1 k—1
:(_1)n Z ( 1) + Z 1) :|
k=n+1 k=n+2
T +oo ( 1>k 1 )k
| B S5 E

| 2 (DR (2K
= L_Znﬂ< ke +(k+1>“)]

__(_1\n = _1\k—1 1 _ 1
- B )
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Si I'on parvient a établir la décroissance de la suite
1 1
ke (k+ 1)«

) alors le critére spécial permet d’affirmer
. k . .
que le signe de la somme ci-dessus est celui de

1
_ 1

(_l)n(_l)n+1—1 ((n _& l)a _

m+2w>
1
CE e

ce qui entrainera la décroissance de la suite (|R,|), donc la
convergence de la série ZR,,. La décroissance de la suite

n
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1 1
<k“ = W) ) est équivalente aux inégalités suivantes
1 1 1 1
Vk > = < — =
(k+1)x  (k+2)% = k* (k+1)*
- 1 " 11 i 1 1
(k+1)x = 27kx 27 (k+2)
- 1 1 1 - 1 1
<k+(k—|—2))) 2k‘" 2(k+2)""
2

Cette derniére inégalité est vraie puisque la fonction
1

X — = X% est convexe sur IRJXF. En effet, sa dérivée
X

seconde est la fonction x — —a(—a — 1)x* 2 = a(a + 1)x*
qui est positive sur R ce qui acheve la preuve.
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SOLUTION EXERCICE 15
L t érie alt 6
est une serie alternee avec
52k +1
2k+1| 2k+1,

1)k
— 400

+1

0 donc la série Z
k>

L 52k+1

remar 2k dlx =

quant que [ x““dx =

x=1
2k + 1}
0
tout entier naturel N > n

o 2k+1

(_
. E
. K converge. En

, ONn a pour

1 1y
l)k/xzkdx: / ) (—xz)kdx
0 0 k=n

y (=1)*

N
= 2k + 1 :k;(_

n

N

n
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(—x2)" [1+ (—x) + (=x2)2 4+ + (—x2)’V*"} dx

1— (—x2)’\’*”+1

— n_2n
= [(=1)"x". T2 dx
1 1
x2n x2(N=n+1)
= (=1)" -1 N/i .
( 1)/1+X2dx+( e
0 0
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On remarque alors que

1 1
X2(N=n+1) 52(N—=n+1)

. N - — -
(1) J T2 dx J T2 dx

1
1
2(N=n+1) gy —
O/X T 2N—-nt1)+1

—0

<
<

0<1

F 5 2(N=n+1)
= |im ——dx =0
N—+o0 1 +X2

0

|
—_
S—
=

1
+o00 (_1)k X2n
=(—-1)" d
:>k;,,2k+1 (=1) o/ 2

[y
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Par conséquent, pour tout entier N/, on a

T ANFI) FT N hew
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" dx
donc la suite a converge vers /7 c'est-a-dire
(E ) B Ty
= N 0

SOLUTION EXERCICE 15

que la série Zan converge et
n

1 t=arctan(1)
i" / dx / (1+ tan?(t)) -
a = —_— = i ——
= (14 x2)% x=tan() (1+tan?(2))?
0 t=arctan(0)
/4 /4
= /1dt: / cos?(t)dt
1+ tan?(t)
0 0
/4 c t=m/4
_ / 1+ cos(2t) g |t = sin(2t) _T 1
a 2 12 4 |,, 8 4
0
(Or B> B> B> B DAl
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(=1)"
Il est immédiat que la série Z
_]_ n
‘ vn+

1

NZES
VTt

est alternée avec
+ ]_ n—-+4oo
part, pour tout entier n, on a

0 donc elle est convergente. D'autre
n

by = )

k=0

(=1)"

Vk+1vn+1—k

(-1 Y !

= Vk+1vn+1—k
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(=1)"

ockarn Vk+1vVn+1—k
N N

- (=D"

S EVk+t1Vn+1—k

A FINIRG s o)
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© A FINIR
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