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1 Arithmétique.
www.mathematiques.ht.st

Exercice 1.1
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que C’;f =0 mod(p) Vk € {1,..,p— 1}.

2. En déduire que a? = a mod(p) Ya € Z.

Exercice 1.2
L’indicatrice d’Euler est définie sur N* par ¢(k) = card({1 < ¢ < k tel que (¢, k) = 1}

1. Montrer que p(nm) = p(n)p(m) si (n,m) = 1.
2. Calculer ¢(p®) lorsque p est un nombre premier et @ un nombre entier.
3. En déduire le calcul de p(n) lorsque n est un entier quelconque.

4. Montrer que n = Y ¢(d).
d|n

Exercice 1.3 (MP?¥*)
1. Montrer que 2 1m alors 2™ + 1 n’est pas un nombre premier.

2. Supposons que m est de la forme 29(2k + 1) ol ¢ et k sont des entiers supérieurs & 1. Montrer que 2™ + 1 n’est pas un
nombre premier.

3. Soit p un diviseur premier de 22" + 1. Montrer que l'ordre de 2 dans (z/ pZ)™ est égale & 2"+, En déduire que p est
de la forme k271 4+ 1.

Exercice 1.4 (MP?¥*)
Soit p un nombre premier et m un entier tel que (p,m) = 1.

Montrer que ngm = m mod(p) (on pourra considérer le polynéme (X + 1)™ & coefficients dans Z/pZ).
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2 Polynomes.

Exercice 2.1
Soient n et m deux nombres entiers. Calculer pged(X™ — 1, X™ —1).

Exercice 2.2
Soient (n;)1<i<k—1 une suite d’entiers tels que n; = i(mod k).

k=1 k=1
Montrer que Y X7 | > X™ dans C[X] puis dans Z[X] (seulement pour les MP*).
j=1 j=1

Exercice 2.3
1. Soit G un sous groupe borné de (C*, x). Montrer que G C U = {z € C tel que | z |= 1}.

2. Déterminer les polynomes P appartenant a C[X] tel que P(X?) = P(X)P(X +1).

3. Méme question mais avec P appartenant & R[X].

Exercice 2.4
Déterminer les polynomes P appartenant & C[X] tel que P(X?) = (X2 + 1)P(X).

Exercice 2.5 (MP¥*)
VP € Z[X]\{0}, on note ¢(P) (le contenu de P) le pged des coefficients du polynéme P. Le polynéme P de Z[X] est dit
primitif si ¢(P) = 1.

1. (a) Montrer que le produit de deux polynémes primitifs de Z[X] est primitif (on pourra travailler modulo un diviseur
premier p de ¢(PQ)).
(b) Que vaut ¢(PQ) si P et Q sont deux polyndémes non nuls de Z[X] ?

(¢) Soient P et @ deux polynomes de Z[X], premiers entre eux dans Z[X] (leurs seuls diviseurs communs sont les
éléments inversibles de anneau Z[X]). Montrer qu’ils sont premiers entre eux dans "anneau Q[X].

(d) En déduire que P appartenant & Z[X] est irréductible dans Z[X] ssi P est irréductible dans Q[X] et ¢(P) = 1.

2. Applications :

(a) Lemme d’Eisenstien : soit P(X) = Y. axX"* un polynéme appartenant & Z[X] tel que p | ar Vk € {0,....,n — 1},
k=0
p? tag et pta,. Montrer que P est irréductible dans Q[X].

p—1
(b) Soit p un nombre premier, montrer que le polynéme ®,(X) = > X* est irréductible dans Z[X] (on pourra
k=0
considérer ®,(X +1)).

Exercice 2.6 (MP¥*)

Soient aj,as, ..., a, n nombres entiers relatifs deux a deux distincts.

Montrer que les polyndmes suivants sont irréductibles dans Q[X] :

a) P(X) =1+ [] (X —ay)? b)QX)=][(X—ar)—1.
k=1

k=1
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3 Groupes, anneaux, corps.

Exercice 3.1
Soient n un nombre entier et d un diviseur de n

1. Montrer que Z/nZ ~ U, = {z € C, tel que z" = 1}.

2. Montrer qu'il existe un unique sous-groupe Hy de Z/nZ de cardinal d. Expliciter ce sous-groupe et en déduire tous les
sous-groupes de Z/nZ.

3. Dénombrer le nombre délements d’ordre d de Z/nZ puis montrer que
n= > ¢(d) (ou ¢ est définie dans 'exercice .
d|n

Exercice 3.2
Soient (n,p) € (N¥)2, Ay, ..., A, p des matrices de 9, (R) deux & deux distinctes et inversibles ; on suppose que {A1, ..., 4,}
est stable pour la multiplication.

1. ({A1,..., A}, x) est-il un sous-groupe de GL,,(R) ? (en justifiant)

P
2. Montrer que tr(>. A;) =0 [p].

=1

3. Montrer que ({A1,...,4,}, X) est un sous-groupe de GL,(R) ssi il est isomorphe & un sous-groupe fini de GL,,(R)
avec m < n.

Exercice 3.3 (MP¥*)

Soit p un nombre premier. On dit qu'un groupe (non nécessairement commutatif) est un p-groupe si son cardinal est une
puissance de p.

Soit G' un p-groupe opérant sur un ensemble X. On note X¢ = {z € X tel que g.x = z Yg € G}.

1. Montrer que card(X) = card(X ) mod(p) (on pourra considérer I'’équation des classes)

2. En déduire que le centre Zg = {h € G tel que gh = hg Vg € G} de G est n’est pas réduit a {1} (On pourra considérer
'action de G' sur lui-méme par congugaison i.e. g.h = ghg™1).

Exercice 3.4 (MP?¥*)
Soit G un groupe. On suppose que card(G) = p*m avec (m,p) = 1. On dit que H est sous-groupe de Sylow de G si H est
un p-groupe de cardinal p®.
Soit X l’ensemble des parties & p® éléments de G. On fait agir G sur X par g.A = {ga, a € A} ol g€ G et A€ X.
1. (a) A laide lexercice montrer qu’il existe A appartenant & X dont le cardinal de I'orbite n’est pas divisible par
p.
(b) Soit H = Stabs. Montrer que H C Aa~! pour un certain a € A.
(c) Montrer que H est un p-sous-groupe de Sylow.

2. Soient H et H' deux sous-groupes de Sylow de G. On pose X = G/H = {gH, g € G} et on fait agir H' sur X par
h.gH i hgH

(a) Calculer le cardinal de X.
(b) A laide de la question de 'exercice montrer que H' = aHa~! pour un certain a.

Exercice 3.5
SL(2,Z) est le groupe des matrices 2 x 2 & coefficients entiers et de déterminant 1.

1. Montrer (SL(2,Z), X) est un groupe.

2. Montrer que ((Z Z) , <Z>) — (Zi::gg) définie une action du groupe SL(2,7Z) sur Z2.

/
3. Montrer que (5) et (5,) appartiennent & la méme orbite ssi pged(x,y) = pged(a’,y').

4. En déduire que SL(2,7Z) est engendré par <(1) 1) et (_01 (1))
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4 Endomorphismes et formes linéaires.

Exercice 4.1 3 -3 2
On considére la matrice A= | -1 5 —2| € M3(R).
-1 3 0

1. Calculer A™ pour n € N.

2. La matrice A est-elle inversible 7 si oui, expliciter son inverse.

3. Montrer que R? = ker(A — 213) @ ker(A — 413).

4. Montrer qu’il existe matrice P € GL3(R) telle que P~1 AP soit une matrice diagonale

5. Déterminer une base de ker(A — 2I3) et une de ker(A — 413).
Expliciter une matrice P possible pour la question [4

6. Retrouver A"

Exercice 4.2

Soit f € L(E).
1. On suppose que Vx € E, (z, f(x)) est liée. Montrer que f est une homothétie.
2. En déduire que si f commute avec tous les éléments de L(F) alors f est une homothétie.

Exercice 4.3
Soient p, ¢ deux projecteurs tels que p o ¢ = 0. Montrer que p 4+ g est un projecteur et le caractériser.

Exercice 4.4
1. Soient (a,b,c,d) € k*.

1 a a a 1 a a P(a‘)
. , 1 e bt 1 b 8 P(b)
Montrer que pour tout polynéme P de degré 4 et unitaire 1 ¢ & ¢ 1 ¢ & Pl
1 d & d [1 d & P(d)
1 a a® ot
N 1 b v
En choisissant convenablement P, calculer 1 ¢ 2 4
1 d & d

2. Généraliser cette méthode pour calculer les déterminants de Vandermond

Exercice 4.5

Soit f € L(E).
1. Montrer que la suite (Ker fP),>q (resp. (Im fP)p>0) est une suite croissante (resp. décroissante) d’ensembles.
2. Montrer qu’il existe pg € N tel que Vp > pg Ker fP = Ker fPo et Im fP = Im fPo.
3. Montrer que pg < dim(E) et E = Ker fro @ Im fro

Exercice 4.6 1 8 -1 1
Considérons la matrice M == [ -1 5 =2
3\1 =2 5

1. Expliciter ker(M — I3), ker(M — 2I3) et ker(M — 31I3).
2. Montrer que M est diagonalisable diagonaliser M et expliciter un polynéme annulateur de M.

3. Soit X une matrice 3 x 3 vérifiant 'équation (E) : X? = M. La matrice X est-elle diagonalisable ?

4. Montrer que si e est un vecteur propre de X, alors e est un vecteur propre de M. En déduire les solutions de (E).


file:www.mathematiques.ht.st

Exercice 4.7
Soit E un espace vectoiel de dimension finie n et f € £(E). On dit que f est nilpotent s’il existe un entier & tel que f¥ = 0. Le
plus petit entier k& pour lequel f* = 0 s’appelle I'indice de nilpotence de f et on le note I(f).

1. Déterminer les endomorphismes nilpotents diagonalisables.

2. Montrer que I(f) < n.

01 0 0
.0 1 .

3. On suppose que I(f) = n. Montrer qu'’il existe une base B de E telle que mat(f,B)=1 . . . . 0
L 1
00 0 0 O

Exercice 4.8
Soient E un ev de dimension finie, u,v € L(FE) avec v nilpotent.

1. Montrer que det(Id + v) = 1.

2. Montrer que det(u+v) =detu siuov =vou.

Exercice 4.9 0 (1)
Soit la matricie réelle A = . Calculer A™ (n € Z)

(1) 0

Exercice 4.10

Soit A € R. Etudier ’endomorphisme ¢, : Rn[X] = Rn[X]

P~ XP' —\P

Exercice 4.11
Soient (a;)1<i<3 trois nombres réels.

as
On définit quatre formes linéaires sur R3[X] par ¢;(P) = P(a;) Vi € {1,..,3} et 9(P) = [ P(t)dt.
a1

1. Déterminer sur CNS sur la famille (a;)1<;<3 pour que ces quatres formes linéaires soient indépendantes.
2. Expliciter une relation de dépendance linéaire lorsqu’elles sont liées.

Exercice 4.12
Soit ¢ une forme linéaire de M, (K). Montrer qu'il existe A € M, (K) telle que p(X) = Tr(AX) VX € M, (K)

Exercice 4.13
Soient by, ..., b, n + 1 nombres réels. Déterminer une condition suffisante pour qu’il existe co, ..., ¢, tels que VP € R, [X],

n

flp(t)dt = 3 enP(by).
0 k=0

Exercice 4.14
Soit A € M,,(K) de rang r. Déterminer la dimension de ’ensemble {B € M, (K), telle que ABA = 0}

Exercice 4.15
Soit P un projecteur. Montrer 1’équivalence

(rgP =1) < (VQ projecteur, (PQ =QP =0Q = P =Q))

) A1 (b)
Exercice 4.16 Ao
Calculer le déterminant det ] ol a,b, (Ai)1<i<n sont des nombres complexes avec a # b.
(a) An
A+ (b+x)
Ao+
Indication : on pourra commencer par étudier A(x) = det
(a+x) An + T



Exercice 4.17
Calculer det(
a; —+ bj

) ot (a;)1<i<n, (bj)1<j<n sont des nombres complexes tels que a; + b; # 0 Vi, j.

1 (2)

Exercice 4.18 9
Calculer le déterminant det

(2) n
ay + bl bl e e b1
Exercice 4.19 b2 az+by by .. by
Calculer D,, = det bs by
bn bn e b3 G + bn

Exercice 4.20
E =R,[X]. Soit u l'application définie sur E par u(P) = X" P(

Montrer que u € L(E). Calculer u? puis caractériser u.

1
x)

Exercice 4.21
Soit n € N*, A € M, (R), et fa Papplication de M, (R) dans W, (R) définie par f4(X) =AX + X A.
Calculer tr(f4).

Exercice 4.22 A B
Soit K un corps commutatif, n € N*, (4, B) € (M,,(K))* et C la matrice de My, (K) définie par blocs C = ( B A ) .

Montrer que Xo = XayrpXa_p (X désigne le polyndme caractéristique).

010 . 0
Exercice 4.23 0 0 1
Soit k un entier non nul. L’équation X* = 0 | possede-t-elle des solutions dans 9, (C).
. 1
0 0 0
Exercice 4.24 w = i<
On considére la matrice A = (a; j)1<i,j<n OU { b ~J
HITNDIS 0 sinon

1. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.
(Indication : on explicitera ’endomorphisme de R,,[X] dont la matrice dans la base canonique est A.

2. Soit (ai)1<icn €t (bj)1<j<n deux familles de nombres complexes telles que
Vie{l,.,n}, b= ZCJ’?ak.
k=1

Expliciter les a; en fonction des b;.

3. Application : on veut dénombrer Pensembles des surjections de {1,..,n} dans {1,..,p} (avec n > p). On note
- F,, » I'ensemble des applications de {1,..,n} dans {1,..,p}
- Sp,p Uensembles des surjections de {1,..,n} dans {1,..,p}
- F(n,p) = card(F, p) et S(n,p) = card(Sy p)

(a) Calculer F(n,p).
P
(b) Montrer que F(n,p) = > CES(n, k).
k=1
(¢) En déduire S(n,p)

Exercice 4.25
Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Soit f € L(E) et xg € E tel que (fP(x0))1<p<n forme une base de E.
On appelle commutant de f 'ensemble C(f) = {g € L(E) tel que fog=go f}.



n—1 .
1. Montrer qu’il existe (ag,a1,...,an—1) € K™ tel que f* = Y. a;f*
i=0

2. Montrer que C(f) = {P(f), P € R[X]}.

3. Quelle est la dimension de C(N) ?

Exercice 4.26
Soit E = R3 et v un vecteur non nul de E. L’endomorphisme f défini par f(x) = v A (v A x) est il diagonalisable ?

Exercice 4.27
Soit A € M,,11(R) telle que A" = 0,41 et A™ # 0,,41. Soit f de R, [X] dans 9,1 (R) définie par f(P) = P(A)
f est -elle injective 7 surjective ?

Exercice 4.28
Soit K un corps commutatif, n € N*, (A, B) € M, K)Q.
Montrer que (V X € M, (K), tr(AX) =tr(BX)) = A=B.

Exercice 4.29
Soit E = C*([~1,1],R). Pour n € N, on note ¢,, la forme linéaire sur E qui & f associe f(™(0).
La famille des (¢,,)nen est-elle libre 7

Exercice 4.30
Soit (p,q) € R? et (E) équation : y" + py’ + qy = 0.
On note S I'ensemble des solutions de (F) et D Papplication de S dans S définie par D(f) = f’.

1. D peut elle étre une homothétie ?
2. Déterminer les valeurs de p et ¢ pour lequelles D n’est pas un isomorphisme de S.

3. Vérifiez que D o D + pD + qldgs = 0 et montrer qu’il existe des nombres complexes 1 et 72 tels que :
(D —rilIds) o (D —reldg) = 0.

4. Les applications D — r1Idg D — roldg peuvent-elles étre inversibles 7

Exercice 4.31 (MP¥*)
Soit A un nombre complexe, n un nombre entier non nul et f une fonction C'**° sur R.

n —_ 7 —A(t—z) (t — x)ﬂ*l
On pose (AX(f))(x) Of e =1 f(t)dt.

1. Montrer que A} est un endomorphisme de C*°(R,R) et que A} = (A})"

d
2. Montrer que (% = AN)"AY = Idcos (v R)-

d
3. Montrer que A}\(% —A) = Idgoo(r,r) — P OU p est un certain projecteur que 'on caractérisera (ainsi A%\ est “quasiment

Iinverse” de l'opérateur (d— — A) et lapplication A — A} est appelée traditionnellement la résolvante de I'opérateur
x
d
&z
x

4. En déduire I'image de A} ainsi que son noyau.

1
5. Soit P un polynéme appartenant a C[X]. Supposons que la décomposition de 2 en éléments simples soit de la forme

QK

P<X> 2P resw -

d
Montrer que la fonction g = Z Z 1.k A% (f) est solution de 'équation différentielle P(%)u = f.
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5 Reéductions des endomorphismes.

Exercice 5.1
Soient a, b deux complexes, E = CY et F' = {u € E tel que uy 12 + auni1 + bu, = 0}.
On introduit ’endomorphisme A de E définit par (Au),, = Up41

1. Montrer que F est un espace vectoriel. Retrouver ce résultat en exprimant F' a l'aide de A.

2. On suppose que a? # 4b.

(a) Montrer qu’il existe deux complexes 71 et 7o tels que F' = ker(A — r11d) @ ker(A — ry1d).
(b) Expliciter chacun de ses noyaux.
(¢) En déduire F.

3. On suppose que b? = 4a.

(a) Montrer que F = ker(A — r11d)? pour un certain complexe 7.

(b) On considere opérateur R défini sur F par u — (rfuy).
Expliciter I'opérateur H = R~ AR puis montrer que u € F ssi R~ 'u € ker H?.

(c) Expliciter ker H2.puis déterminer F

Exercice 5.2 8 8 2 8
La matrice réelle est-elle diagonalisable ?
0 b 0 O
a 0 0 0
Exercice 5.3 -1 a a
Soit @ un nombre réel non nulet A= | -1 -1 0 | € M3(R).

1 0 -1

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que A est semblable, dans M3(R), a4 | 0 -1 1

Exercice 5.4
Soit E ’espace vectoriel des polynémes réels de degré au plus n. On pose : ¢(P) = (14+ X)P' + P.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E et étudier sa diagonalisabilité.

Exercice 5.5 A=)\U+uVv
Soit A € M, (k). Supposons qu'il existe A et u € k et deux matrices U et V telles que (E) { A? = NU + 2V
A3 = NU + i3V

1. Déterminer un polynéme annulateur de A

[\]

. Montrer que Vp € N*| AP = \PU + pPV.
. On suppose que A # p. Soit X un vecteur propre de A. Montrer que X est un vecteur propre de U et de V.

3
4. On suppose en outre que pA # 0, déterminer toutes les matrices A satisfaisant a (E).

a/l a/l “ e a/l

Exercice 5.6 as as -+ as

La matrice complexe . . . est-elle diagonalisable 7
a/n a/n “ e an

Exercice 5.7
On dit que u € L(FE) est cyclique ssi il existe zg € E tel que (zg,u(zo),..,u" 1 (xg)) avec n = dim E.
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1. Montrer que si u possede n valeurs propres distinctes alors u est cyclique.

2. Montrer que si u est cyclique, alors u est nilpotent ssi u est nilpotent d’ordre n.

0 ay ag - e a,
a 0 az - e ay,
Exercice 5.8
Soient 0 < a1 < .. < a, et A= a az 0 4
an
a; Gz -+ Qp_9 0 an
a; as -+ o+ ap_y O

1. Calculer det A.

ai

n
2. Montrer que A est valeur propre de A ssi Y =1.
=1a; + A
3. A est-elle diagonalisable ?
Exercice 5.9 -1 3 7
Effectuer la réduction de | —1 3 5 | puis déterminer ses puissances et ses racines carrées.
-2 2 4

Exercice 5.10
1. Soit A € M,,(C) tel que A? est diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable ssi ker A = ker A2.

2. Résoudre I'équation X? =

o O =
(el O
w = o

3. Le résultat de 1] est-il encore vrai si ’on remplace C par R ?

Exercice 5.11 2
On considere la matrice A= | 1
0

O N =

1
1] e 9)?3(]R)
3

1. Effectuer la réduction de A.
2. Déterminer le commutant de A, C(A) = {M € M3(R) telle que AM = MA}.
3. Montrer que ce sont des polyndomes de A.

4. Trouver les droites et les plans deR? stables par A.

Exercice 5.12 3 -3 2
A désigne la matrice | -1 5 -2
-1 3 0

1. Effectuer la réduction de A.

2. L’équation X2 = A est-elle soluble dans 93(C) ? dans 9M3(R) ?

Exercice 5.13
Résoudre I'équation X3 + X2 + X = 0 dans 9M,,(C)

Exercice 5.14
Soit N un matrice nilpotente. Discuter I’équation matricielle X2 = N.

Exercice 5.15
Soit A € M3, (K) tel que A® =0 et rg(A) = 2n

1. On suppose que n = 1. Montrer que A ~

o O O
O O =
o~ O

10



0n,
2. Supposons n quelconque. Montrer A ~ [0, 0, I,

Exercice 5.16

E=Ry[X],a,8E€R et fop: E—FE

P ((aX +B)P)
1. Déterminer les valeurs propres de f, g ainsi que les espaces propres correspondants.

2. Déterminer une CNS sur «, 8 pour que f, g soit diagonalisable.

Exercice 5.17 1 3 =2
Soit C(A) = {M € M,,(C) telle que AM = MA} avec A= | -1 -1 2
2 2 -4

1. Vérifier rapidement que C(A) est un espace vectoriel.
2. A est-elle diagonalisable ? Si c’est le cas, la diagonaliser.

3. Déterminer C(A).

Exercice 5.18
Résoudre les équations matricielles sivantes
Indication : on pourra dans chaque diagonaliser la matrice qu second membre.

10 —6 -3
1. X2=|-4 12 2
—4 —4 6
7 8 8
2. X2+X=13 2 6
-7 =7 —-11
Exercice 5.19 1 0 0
Résoudre I’équation matricielle X3 = |0 11 —6
0 6 -4

Exercice 5.20 1 ... 1
On considere I'équation matricielle X? + X = A4 ou X € M, (C) et A = :

11
1. Déterminer un polynéme annulateur de A puis un polynéome annulateur de X.
Montrer que X est diagonalisable sur C.

Montrer que tout vecteur propre de X est un vecteur propre de A.

Diagonaliser A. En déduire les solutions de (E).

DR B o

Qu’en est-il sur R ?

Exercice 52211

2
Soit A = 1] et C(A) = {M € M,,(C) telle que AM = MA}.
a

1 2
0 0
1. A quelle condition sur a, A est-elle diagonalisable ?

2. Si la condition précédente sur a est satisfaite, montrer que C(A) = {P(A), P € R[X]}. Est-ce vrai si la condition sur a
n’est pas satisfaite ?

Exercice 5.22 1 9 5 1
Soient deux matrices A = (1 3) et B = (1 3)

1. Montrer que A et B sont diagonalisables sur R

11



2. En déduire que la matrice <2A est diagonalisable

A 3A>

Exercice 5.23
Soit N € M, (C) une matrice nilpotente. On appelle indice de nilpotence de N le plus petit entier p non-nul tel que N? = 0.

1. Montrer que p < n
2. Discuter I'existence de solutions & I’équation X2 = N.

3. Discuter I'existence de solutions & I’équation X2 =1, + N
(on pourra considérer un polynéme P convenable tel que /1 + z = P(z) 4+ o(z™)).)
xr—

4. Discuter l'existence de solutions a 1’équation X2 = al,, + N ot a € C.

Exercice 5.24
E =R, [X]. Soit A un nombre réel et uy endomorphisme de E défini par (ux(P))(X) = XP'(X) — AP(X).
Déterminer Ker uy, Im uy.

1 1 0 . 0
Exercice 5.25 2 01
Soit n € N* et M € M, (R) définie par :M = 0 0 0
. 0 . 1
n 0 . 0

Montrer que M admet une unique valeur propre dans R,

Exercice 5.26
Soit E un espace vectoiel de dimension finie n et f € L(E) tel que f* = 0et f*~1 #0.

010 .. 0
.0 1 .
Montrer qu'il existe une base B de E telle que mat(f,B)=| = = = =
R |
000 0 O

Exercice 5.27
Soit E un R espace vectoriel de dimension finie, p un projecteur de E et ¢ € L(L(FE)) définie par

VueL(E), ¢u)=3g(poutuop).
Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de .

Exercice 5.28
E =R,[X] et u P'endomorphisme de F défini par u(P) = P(X)+ P(X +1)

1. Déterminer Ker u, rg(u), Im u et le spectre de u.

2. Méme question avec v = u — 2[dg.

3. Montrer qu'il existe une famille (Py),.,.<,, telle que Vk € {1,...,n} P(0)=0
<k< ¥ —

Exercice 5.29
Soit E = R, [X] et A 'endomorphisme de F défini par A(P) = P(X +1) — P(X).

1. Montrer que A est endomorphisme nilpotent d’ordre n.
2. Montrer qu'il existe une famille (Py)y<;.<,, telle que Vk € {1,...,n} Pp(X + 1) — P(X) = Pp—1(X).

3. Vérifier que 'on peut choisir Py tel que

Vk e {l,...,n} P(X) = X(X — 1)k('X —k+1)

et P()(X) =1.

4. Déterminer la base duale correspondante (on pourra utiliser avec profit les opérateurs AF).

12



Exercice 5.30

Soit E' un espace vectoriel et © un endomorphisme de E tel que
(u—TIdg)*(u+2Idg) =0 et (u— Idg)*(u+ 2Idg) # 0.
L’endomorphime u est-il diagonalisable ?

Exercice 5.31 8 -1 -5
Soit la matrice A = -2 3 1
4 -1 -1

1. A est-elle diagonalisable ?

2. A est-elle semblable & la matrice B =

O O N

O = O

=~ = O
~

3. Comment peut-on calculer A™ 7

Exercice 5.32 d
E =C*>(R,R). On pose D = e et soit A€ Ret a € N,
x

1. Déterminer le noyau de (D — \)“.

2. Soit P € C[X]. Déterminer les solutions appartenant & C*°(R,R) de I’équation différentielle P(D)u = 0.

Exercice 5.33
Soit A € M,,(C). On pose C(A) = {B € M,,(C) telle que AB = BA}

1. On suppose que A est diagonalisable. Si A € Sp(A), on note m(\) = dim E).
Montrer que dimC(A) = Y. (m()\))%. En déduire que dimC(A) > n.
AESP(A)

2. Montrer que dimC(A) > n si A est nilpotente d’indice n.

3. Montrer que dimC(A) > n dans le cas général.

Exercice 5.34
Soient n € N* et A € M, (R) telle que A% + A% + A = 0,,. Montrer que rg(A) est pair.

01 0
Exercice 5.35 A |
Soit J la matrice .. . .0
0 . 1
1 0 0

n

1. Diagonaliser .J.

ag ap a2z . .Gp-2 Qnp-—1
Ap—1
2. Diagonaliser la matrice A =
as . . . . as
ag . . . . a1
aq as as . Ap—1 ao

ou agp, ai, ..., a,_1 sont n nombres réels.

3. Calculer det(A) lorsque Vk € {0,...,n — 1} ap =k + 1.

Exercice 5.36
Soit A une matrice n x n & coefficients dans k telle que A3 + A%2 + A = 0,,.

1. k = C. Déterminer toutes les matrices A solutions .

0n,—2r Or OT‘

1 V3
2. k = R. Montrer que A est semblable sur R & la matrice 0y _517“ Ty
Or @ T *1[7“

2 2

n
0<r<—.
_T_2

13
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Exercice 5.37 (MP?¥*)

Diagonaliser la matrice ou a,b, c,e sont des nombres réels.

o QL O
S0 0o Q
L 0o o &
o Q@ S0

Exercice 5.38
On considere I’équation dans M3(R) (E) : X2 = Aou A =

S O =
[enll R
W NN

1. Montrer que A est diagonalisable sur R.
2. Montrer que si la solution existe, elle commute avec A puis qu’elle est diagonaliable sur R.

3. En déduire toutes les solutions de ’équation (E).

Exercice 5.39
Résoudre dans M3 (R) 'équation matricielle

300

A3 +24% - A= 01 -1
0 0 O
Exercice 5.40 20
Résoudre dans M3(R) I'équation matricielle X2 — X = | 0 ~1
0 6

Exercice 5.41 (MP¥*)
Soit A, B deux matrices appartenant & 9, (k) telles que AB = BA.

1. On suppose que A et B sont diagonalisables.
Montrer qu’il existe une matrice P appartenant & GL(n, k) telle que P~1AP et P~!BP soient diagonales.

2. On suppose que A possede n racines distinctes. Montrer que B est diagonalisable dans une certaine base de vecteurs
propres de A.

Exercice 5.42 (MP¥*)
Soit A € M, (k). On suppose que A est diagonalisable. Déterminer la dimension du commutant C(A) = {B € M, (k) telle
que AB=BA} de A

Exercice 5.43 7T -4 4
Résoudre dans M3(R) I'équation matricielle A2 = [ —4 -8 -1
4 -1 -8

Exercice 5.44 (MP%¥*)

GL2z) ={9=( .

Soit g un élément d’ordre fini de GL(2,7) i.e. il existe k tel que g* = I5.

22 ) avec Vk € {1,..,4}, ar € Z et det(g) = £1}
4

1. Montrer que ¢g'? = I,.
2. Quelles sont les valeurs possibles pour T'r(g) ?

3. En déduire tous les éléments d’ordre fini de GL(2,Z) puis montrer qu’il n’existe qu’un nombre fini de sous-groupes
finis de GL(2,Z).

14



www.mathematiques.ht.st

6 Espaces eucliens et hermitiens.

Exercice 6.1
Soit E' un espace euclidien et u € L(E) tel que V z € E, < u(z),z >=0

1
Montrer que £ = Ker u ® Im u. et que le rang de u est pair.

Exercice 6.2
Dans R? euclidien, quelle est la transormation géométrique dont la matrice est

1 -7 4 4 2 -6 3
A= 3 4 8 -1 - A=|-6 -3 -2
-4 1 =8 3 -2 —6
Exercice 6.3 Too
E=R,[X]si P,Q € Fonpose <P,Q>= [ Pt)Q(t)e 'dt
0

1. Vérifier que <, > définit bien un produit scalaire

2. Soit H I’endomorphisme de E défini par
(H(P))(X) = XP"(X) + (1 - X)P'(X)

(a) Calculer 'H.

(b) En déduire qu’il existe une base (Py)o<k<n de E constitué de vecteurs propres de H.

(¢) Que vaut +0fooPi(t)Pj(t)etdt ?

Exercice 6.4 +00 _ﬁ
E=R,[X]si P,Q € Eonpose <P,Q>= [ Pt)Q(t)e 2dt
0

1. Vérifier que <, > définit bien un produit scalaire

2. Soit H I'endomorphisme de E défini par
(H(P))(X) = —P"(X) + X P'(X)
Montrer que H est symétrique En déduire que H est diagonalisable

Exercice 6.5 a b c
Considérons la matriceréelle A= | ¢ a b
b ¢ a

at+b+cec=1

1. Montrer que A € SO(3,R) SSI{ ab+bet ca—0

2. En déduire que a, b, ¢ sont solutions d’une équation de la forme

22— 22 +k=0aveckc [O,i]
27
Exercice 6.6
On considére £ = R* muni de la base canonique et du produit scalaire canonique.
SoitF' = {(x1, 2, 3, x4)|x1 + T2 + 235+ x4 =0 et a1 — 22 + 23 — x4 = 0}.
Dans la base canonique :

1. Déterminez la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a F'.
2. Donner I'expression de la distance d’un vecteur x a F'.

Exercice 6.7

Soit (E, <,>) un espace euclidien et ey, ..., e, une famille de vecteurs unitaires de E.
P
Montrer que (eg, ..., ;) est une base orthonormale de E ssi Vx € E, || z [|?= Y |< z,e; >|? .

=0
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Exercice 6.8
Soient A, B deux matrices appartenant a 9, (R) telles que A? + B? = AB et AB — BA € GL,(R)
Montrer que 3 | n (on pourra considérer S(z) = A + xB pour un x convenable)

Exercice 6.9
Soit (E, <,>) un espace euclidien et ug, ..., u, une famille de vecteurs de E.
On pose G(uq, ..., up) = det((< g, uj >); ;)

1. (a) Montrer que la famille (u;)1<i<p est libre ssi G(uq, ..., up) # 0.
(b) Supposons que la famille (u;)1<i<p est libre. Soit d(z, Vect((u;)i<i<p) la distance de & Vect((u;)1<i<p-
G(z,ug, ..., up)
Mont d(z, Vect ((ui)1<i<p)? = —A-——=.
ontrer que d(z, Vect((u;)i<i<p) Gl )

1

(c) Calculer inf J (1 + a1z + azz?®... + apz™)"dz.
(a,..,an)ER™ 0

2. MP* : une version L? du théoréme de Miintz
Soit (A;);jen une suite strictement croissante de nombres réels positifs.

(a) Soit k un entier positif. Calculer la distance de t* & Vect(t%7,j € N) dans L2([0;1]).

1
(b) Montrer que Vect(tY, j € N) est dense dans L?(]0; 1]) ssi la série Y " est divergente.
JEN AJ

Exercice 6.10 (Transformée de Fourier sur un groupe fini commutatif)
Soient (G, +) un groupe fini commutatif de cardinal n et E = F(G, C) (ensemble des fonctions de G dans C).
Yu,v € E, on pose < u,v >= > u(g)v(g).

geG

1. Montrer que (E, <,>) est un préhilbert complexe de dimension n.

2. Pour tout h € G, on défini T}, par (Tpu)(g) = u(g + h).
Calculer T}, Ty Ty et Ty T),. En déduire qu’il existe une base B de E qui diagonalise tous les Tj,, h € G.

3. On appelle caractere de G tout morphisme de (G, +) dans (U, x) et on note G I'ensemble des caracteres de G.
Soient e un vecteur de B et A\, le nombre complexe tel que The = Ape.
Montrer que h — A, est un caractére de G puis que e = C'A pour une certaine constante.

4. En déduire que card(@) =netquesih#0=3\¢€ G tel que A, # 1 (on pourra considérer 'opérateur Tj,).

~ 1
5. Calculer < x,A > ol x, A € G. En déduire que Vu € E, u= ) uyx avec uy, = — »_ u(g)x(9)-
s n
x€G geG

16
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7 Réduction des endomorphismes autoadjoints.

Exercice 7.1 -7 —4 4
Quelle transformation géométrique représente A = — [ 4 —8 —1 | dans R? euclidien.
-4 -1 -8

Exercice 7.2
Soit A une matrice réelle symétrique. Discuter I’existence et le nombre de solutions réelles symétriques & I'équation X2 = A.

Exercice 7.3
Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n et (A1,...,\,) les valeurs propres de S (non nécessairement distinctes). On
note S = [s;;] avec (i,5) € {1,..,n}>.

A2,

M=

n

2

1. Montrer que s
i=1 j=1

=1

J

n
2. L’application qui & une matrice symétrique S associe /> \;? (avec (A1,...,\,) les valeurs propres de S (non
\/ i=1
nécessairement distinctes)) est -elle une norme ?

3. Montrer que max |\;| = sup |[SX]|.
i€{l,..,n} [|1X]]=1

4. On suppose maintenant que 0 < A\; < .. < A\, et on désigne par e; un vecteur propre unitaire associé a \;.

Montrer que Vi € {1,..,n} X; = sup [|[SX]| ou F; = Vect(eit1, .., €n)
XeFi+

Exercice 7.4

On pose, pour tout A € S,,(R), || A ||2= > oai
1<i,j<n

3n
Montrer que si || A ||2< 4/ T Iéquation X2 + X + I, = A ne possede pas de solution X qui soit symétrique..

Exercice 7.5
On muni R" de son produit scalaire usuel. Soit A une matrice inversible antisymétrique de taille 2n.

1. Montrer que si est H est un sous-espace de R™ stable par A, alors H* est stable par A.

2. Montrer que R™ s’écrit en somme directe de plan.

3. En déduire qu’il existe une matrice inversible P telle que A =t P ( Oq Iy > P.

Exercice 7.6
Soit S € M, (R) une matrice & coefficients réels symétrique définie positive (c’est-a-dire la forme quadratique associée est
définie positive).

1. On suppose que n = 2. Montrer que I’application de R? dans R, définie par

2 0 1 X2

X<1>ER2»—>det z1 a b
T2

re ¢ d

N

b . e
ou (Z d) = S est une forme quadratique définie négative.

2. Le résultat subsiste-t-il lorsque n = 3 7 lorsque n est quelconque ?

Exercice 7.7 (MP?¥*)
ST (R) désigne I'ensemble des matrices symétriques définies positives.

17
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1. Soit A € S;F(R). Montrer qu’il existe une matrice P triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont strictement
positifs et telle que A = PP.

2. Montrer que S,/ (R) est un convexe.

3. Montrer que ’application det| st (wr) est convexe.

Exercice 7.8 1 k

d
On munit £ = R,,[X] du produit scalaire (P,Q) = [ P(¢t)Q(t) dt. On pose pour tout entier k, ej(t) = ﬁ((l —t2)k)
-1

1. Montrer que la famille (ex)ogr<n €st une base orthogonale de E,, = R, [X].

2. Montrer que e,, posséde n racines réelles distinctes a1, .., a,, appartenant a | — 1,1].

3. Montrer qu’il existe n réels by, .., b, tels que
1 n
VP € R,_41[X], / P(t)dt = 3 by Play) (7.1)
4 k=1

4. Montrer que 1’égalité est encore vraie si 'on suppose que P € Ro,,_1[X]

Exercice 7.9 11 7 2
Soit g4 la forme quadratique sur R? euclidien définie par qa(z) = (Az,z) ot A= [ 7 11 -2
2 -2 6

1. Déterminer la signature de ¢4 et la réduire en base orthonormée.
2. Montrer que (z,y) +— (Ax,y) définit un produit scalaire sur R3. On le notera par la suite (,) 4.

3. Soit M une matrice symétrique pour le produit scalaire usuel (,).
Donner une CNS sur M pour que M soit symétrique pour le produit scalaire (,) 4.

4. Déterminer toutes les matrices symétriques B qui commutent avec A.
5. Résoudre dans S3(R) I'équation (E) : M2 = A

Exercice 7.10 1
Soient (a;)1<i<n €t (b;)1<ign des réels strictement plus grand que 3
1

Eudier la signature et le rang de la matrice M = (a; ;) ol a; ; = ————
g g ( l,]) ] azb]+ajbz

Exercice 7.11 1
On considere sur E = R,,[X] muni du produit scalaire < P,Q >= [ P(t)Q(t)dt. Soit H I’application définie par
1

(H(P))(X) = (1 - X*)P'(X)) = (1 - X?)P"(X) - 2X P'(X).
1. Déterminer le spectre de H. Conclusion.

2. Calculer *H. En déduire qu’il .il existe une base orthonormale (Lk)1<k<n de E qui soient vecteurs propres de H et telle

que
deg L =k

1
Vk,l €{0,...,n} [ L) Ly(t)dt = 6.
el

k

1
(a) A Taide d’intégrations par partie, montrer que Vg < k, [ [(1—t2)*|L,(t)dt = 0.

2 dtk
dk
(b) En déduire que Vk € {0,...,n} Lg(t) = ckﬁ[(l — t2)¥] ou ¢, est une constante que ’on calculera.

(¢) Montrer que Ly possede n racines appartenant & | — 1;1[.

3. Montrer que Vk € {0,....,n — 1} XLy € Vect(Li+1, Lg, Li—1).

18



4. Expliciter trois nombres réels a, b, ¢ tels que Ly11(X) + (aX + b)Li(X) +cLip_1(X) =0
Les polynomes Ly sont les polynomes de Legendre. De fagon générale, tous les polynomes orthogonaux (Laguerre,
Tchebychev,...) s’obtiennent comme vecteurs propres de certains opérateurs sur des espaces euclidiens convenables.
Ceci explique leurs interventions constantes en physique car chaque systeme physique est caractérisé par un opérateur
agissant sur un espace de Hilbert.

Exercice 7.12
Soit E = 9, (R).

1. Montrer que (A, B) = Tr(A!B) défini un produit scalaire sur E.
On considere par la suite que E est muni de ce produit scalaire.

2. Soit P € O,(R). Montrer que les applications pp : A+ AP et 1)p : A P~LAP sont orthogonales.

3. Réciproquement, si ¢p (resp. ¢ p) appartient & O, (9, (R)), peut-on affirmer que P € O, (R) ?

Exercice 7.13 (MP?¥*)

Soit Ey I'ensemble des suites complexes N-périodiques.
1 N-1

Vu,v € En, on pose < u,v >= — ULV
N =0

1. Montrer que (Ey, <,>); est un espace hermitien de dimension finie.
Soit m un nombre entier positif. On définit 'opérateur T,,, sur Ey par V u € En,Vn > 0, (Trnt)n = Untm
2. Montrer que Vm > 0, T}, est un opérateur unitaire.

3. Montrer qu’il existe une base orthonormale 8 de En qui diagonalise simultannément tous les 7T,.

4. Expliciter une telle base.

Exercice 7.14 (MP*)
Soit G un sous-groupe fini de GL(n, k) avec k =R ou C.

n
> <gr,gy>.

On désigne par <, > le produit scalaire usuel sur k™ et posons Vz,y € k" < x,y >g= ————
card(G) ;=)

1. (a) Montrer que <, >¢ un produit scalaire sur C™.
(b) Montrer que tout les éléments de G sont des endomorphismes hermitiens pour ce produit scalaire.
(¢) En déduire que G est conjugué & un sous groupe fini de O(n, k).

2. Applications.

(a) Montrer que tout sous-groupe fini de SL(2,R) = {g € GL(2,R) tel que det(g) = 1} est cyclique.
(b) A laide de l’exercice déterminer tous les sous-groupes finis de SL(2,Z) = SL(2,R) (GL(2,Z).

(¢) Plus difficile. Déterminer tous les sous-groupes finis de GL(2,7Z)
(indication : on pourra remarque que H = G[)SL(2,Z) est un sous-groupe fini de SL(2,7Z) et que G = H | JwH
ot w € G\H avec w? € H}.
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8 Fonctions d’une variable réelle.

Exercice 8.1 2pq Ssiz= p

Considérons la fonction f définie sur R par f(z) ={ P~ T4 q
———— sinon
2+ +1

Etudier la continuité de f.

Exercice 8.2
Déterminer toutes les fonctions continues sur R tel que f(z 4+ y) + f(xz —y) = 2(f(z) + f(y)).

Exercice 8.3
Soit f une fonction de classe C? sur [a;b] telle que f(a) = f(b).

(x —a)(x —b)
2

2. En déduire que si f” > 0 sur [a;b], alors f est convexe sur [a; b].

1. Montrer que Va € [a;b], 3 ¢, tel que f(z) = f(a) + " (cz).

Exercice 8.4
Soit f une fonction C' sur R, telle que

1. f(z)+ f'(x) o I. Montrer que f(z) — L.

T—+ T—+00

2. f"(x)+ f'(z) + f(x) = I.. Que dire de f et f' en +00 ?
Exercice 8.5

Soit f une application de ]a,b[ dans R. Pour xg €]a, b[, on dit que f admet une dérivée symétrique en xq si
ZZ.mf(xo +h) — f(xo — h)
h—0 2h

existe. Dans ce cas, on note f!(xg) cette limite.

1. A-t-on 'équivalence : (f admet en xy une dérivée a droite et une dérivée a gauche)< ( fl(xzg) existe).
2. Montrer que f croissante et f admet une dérivée symétrique entraine f7 positive.
3. A-t-on, pour f admettant une dérivée symétrique sur ]a, b[, ’équivalence : (z¢ extremum)< ( fl(zg) = 0).

S

Exercice 8.6
Soit f une fonction de classe C™ sur |a, b[. Soit g €]a, b].

1 n
Calculer lim— Y (=1)kCk f(zo + kh).
h—0h™ £20
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9 Suites numériques.

Exercice 9.1

Calculer le nombre \/1 +vV1I+V1I4+.....

Exercice 9.2
Etudier la suite wo = § et w,, = (1 — w,,—1)%.

Exercice 9.3
Etudier la suite vg = 0 et v,, = cos(vy—1).

Exercice 9.4 n - sin(ka)

Soit @ un nombre réel. On pose u,, = .
P " 1?:31 n—+k

Montrer que la suite u posseéde une limite et la calculer.

Exercice 9.5 "

1
Soit R. Etudier 1 ite u, = - —
oit a € udier la suite u kzzjl(k T

) sin(ka).
Exercice 9.6

Montrer que VYn > 0,3z, € R tel que z,, + In(x,) = n.
Donner un développement asymptotique a trois termes de x,,.

Exercice 9.7

Etudier la suite x,41 = x, + — ou x( est un nombre strictemen positif puis donner une développement asymptotique a
n
deux termes de cette suite.

Exercice 9.8
Soit x la suite définie par x,,.1 = z,, + 22 avec xg > 0.

Montrer qu’il existe un nombre C' strictement positif tel que x,, ~ c?".
n—-+oo

21


file:www.mathematiques.ht.st

www.mathematiques.ht.st

10 Séries numériques.

Exercice 10.1

2
Nature de la série > In(1+ ) et calcul éventuel de sa somme
n>1 n(n + 3)
Exercice 10.2

. . (="
Etudier la série _—
Znr e

Exercice 10.3 (_1)77.

Soit o un nombre réel, déterminer la nature de la série Y, ——————
ns1 (Inn)® 4+ (=1)"

Exercice 10.4 1
Nature de la série de terme général u,, = W

Exercice 10.5 Jaln(n)
Nature de la série de terme général u,, = ﬁsm(nﬁ) o1 f € R est fixé.
n
Exercice 10.6 too 1
Nature de la série de terme général u,, = > -— oua > 1.
k=n-+1

Exercice 10.7 1 b
On consideére les deux suites a et b définies par ag,by € R et Vn > 0, { Ont1 = 5((1” +bn)

bn—i—l =V anby,

1. Montrer que a converge vers une limite [ que I'on explicitera
2. On pose uy, = a, — by,.

(a) Majorer uy41 en fonction de u,. En déduire la vitesse de convergence de u.
(b) Nature de la série Y (a, — 1)
n

Exercice 10.8 , T

a) Montrer que ). (—1)" [ cos™ zdz existe et donner sa valeur.
n=0 0
+oo o

b) Que dire de ) [ cos™ xdx ?
n=0

Exercice 10.9
Etudier la série de terme général : u,, = sin(v/n2? + a?w) avec a un réel positif donné.

Exercice 10.10
Déterminer la nature de la série de terme général (n > 1)

Exercice 10.11 n
(=1)

Soient «, 8 deux nombres réels tels que « . Etudier la convergence de la série _
B q # 3 g nzz:z ne + (—1)mnf

Exercice 10.12 n
(1)

Etudier les différents types de convergence de la série _—
P & nzz:l sin(n) + /n

Exercice 10.1%,(3”
On pose u, = —

et v, = ln(unJr1 ).

n"y/n Up,

1. Montrer que »_ v, converge.
n>2
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2. En déduire l'existence d’une constante C' > 0 tel que n! ~ C’(ﬁ)”\/ﬁ.

n—-+oo e

3. A T'aide de l’exercice déterminer C.

Exercice 10.14 (

—1)"
On pose R = Y, )
n>k+1 T

1. Justifier 'existence de Ry.

2. Etudier la convergence absolue de la série > Rj.
k>1

3. Quel est le signe de Ry 7 Etudier la convergence de la série > Ry.
k=1

Exercice 10.15
Soient a, b, ¢ trois nombres entiers positifs et z un nombre complexe de module strictement inférieur a 1.
+oo ch +oo an

Montrer que 1 Zantb = 1 — gantc’

n=0 1- n=0
Exercice 10.16 too oo (—1)n
Pour s € R, posons ((s) = > — et (,(s) = ——. Soient 2 =p; < pz < .. <p, < .. lasuite des nombres premiers.
n=1T n=1 "N

1. Exprimer ¢,(s) en fonction de {(s) pour s > 1.

2. Donner un développement asymptotique & deux termes de ¢(s) lorsque s — 17.

+oo
3. Montrer que Vs > 1, ((s) = [] (1 —p,*) L.
n=1
4. Pour s > 1, la série Y p,* est-elle convergente ? La série Y. p, ! est-elle convergente ?
n>1 n>1

Exercice 10.17 n In(k) 1
Montrer qu’il existe un réel A tel que Y, ——= = =In?(n) + A+ o(1).
=1 Kk n—too 2
1 In(n)

n
En déduire qu’il existe un réel C tel que [ kk ~ Cn 2
p—) n—-+oo

Exercice, 10.18

1
Calcul _—
alculer ngl = Din+1)

Exercice 10.19
—1)"
Nature de la série Y ln(M) en fonction du réel positif a

n>1 vn+t+a

Exercice 10.20 (—1)

1
1. Montrer que kX::O 1 = % (on pourra calculer {tdet)
2. Nature de la série Y In(tan( zn: (=" )

. n>1 k=0 2k +1

Exercice 10.21
On considere la suite x définie par x,, 41 = 2z, + /T, avec xg > 0.

1. Déterminer la limite de z.

1
2. Etudier la nature de la série ) .
n>0 VZIn

3. Déterminer un équivalent de x,, lorsque n — 400 (on pourra introduire v,, = Inz,,)

Exercice 10.22 oo (~1)p-1
Soit @ > 0, on pose R, = ), ————
p=n
Etudier la nature de la série > R, lorsque o > 1 puis lorsque 0 < o < 1.
n>1
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11 Suites de fonctions.

Exercice 11.1
Etudier les différents types de convergence de la suite de fonctions nsin(x)(cos x)".

Exercice 11.2 ony
Etudier les différents types de convergence de la suite de fonctions définies sur Ry par f,(t) = Tr e
n
Exercice 11.3 sin2(nt)
Etudier les différents types de convergence de la suite de fonctions définies sur [0; 7] par f,(t) = 72@)
nsin

Exercice 11.4 .
On pose u,(x) = (1+ =)™
n

1. Etudier la convergence simple de la suite (up)n>1.

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (u,)p>1 sur tout compact (on pourra étudier auparavant la fonction
Un

lim w,”
n—-4oo
3. Etudier la convergence uniforme sur R de la suite (wy)n>1.

Exercice 11.5
On pose un(x) = (1 + =)"e" 1,y (z). Etudier les différents types de convergence de cette suite.
n

Exercice 11.6 sin(x)

Etudier la suite de fonctions définies de [0, 7] dans R par f,(z) =< (1 + nx) stz 70
1 sinon
Exercice 11.7 -
Etudier la convergence de la suite de fonctions définies sur [75, 5] par :
fo(z) =z et fr(x) = sin(frn-1(2)).
Exercice 11.8 (MP¥*) 1 Nm s 1
—(1- <

Soit, pour tout entier n non nul, ¢, (t) = { ¢, (1= st [t]=1 ot ¢, = [(1—t*)"dL.

0 sinon -1

Soit f une fonction continue et bornée sur R, on pose f,(z) = [ f(z —t)p, (t)dt
R

1. Calculer c,.

2. Montrer que Ve >0, [ ¢, (t)dt = 0.
lt]>e n—-+o00

3. Montrer la suite (fy,)n>0 converge uniformément vers f sur tout segment.

4. En déduire une version faible du théoréme de Stone-Weierstrass.

. o nt ¢
Exercice 11.9 (MP¥*) 1 sin (5) i t¢ oz 27 sin2(n—)
Pour tout entier n non nul, on pose ¢, (t) =< d, . 2,1 ud, = [ %dt
sin®(=) 0 sin2(f)
n? sinon 2
2
Soit f une fonction continue sur R, 27-périodique, on pose f(z) = [ f(z —t)y, (t)dt
0
2w —¢
1. Montrer que Ve €]0;7[, [ ¢,(t)dt — 0.

c n——400
2. Montrer la suite (fy,)n>0 converge uniformément vers f sur [0; 27]

3. En déduire que toute fonction continue sur R, 27-périodique est limite uniforme de polynémes trigonométriques.
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12 Séries de fonctions.

Exercice 12.1 A2
Déterminer toutes les fonctions continues sur R tel que f(2z) — f(z) = ?

Donner un équivalent des solutions f en +oco.

Exercice 12.2
On pose uy,(x) = 2** Inz pour tout = € [0, 1].

1. Etudier la convergence simple de la série de terme général u,, et calculer la somme de cette série.

(a) Etudier la convergence uniforme de cette série.

(b) Montrer I'intégrabilité terme a terme sur [0, 1] de cette série et obtenir une égalité remarquable.

Exercice 12.3

+oo (—1)"
Effectuer 1’étude complete de la fonction f(x) = > ( +) .
n=0 N X

Exercice 12.4 oo (~1)ngn
Soit @ un nombre réel strictement positif et f la fonction définie par f(z) = > o ia
n=0 T a
1. Détermner le domaine définition Dy de f.

2. Déterminer une autre expression de f a l'aide de fonctions élémentaires

Exercice 12.5 (MP*) (=1)"

Considérons les fonctions Ry(x) = Y.
n>k+1 N+

+oo
ot fa) = 5= Ri(o).

1. Montrer que f est de classe C* sur R\Z™.
2. Dresser le tableau de variation de f sur Ry (monotonie, limite en +0o et 0 ainsi qu’un équivalent en 0 de f).

3. Montrer que f est de classe C*° sur R,.

Exercice 12.6 n

g _ )
n pose uy,(x) = L

1. Etudier la convergence simple de la série de terme général u,,.

2. Montrer que la convergence uniforme de la série de terme général u,, sur tout segment [—a, a]. Qu’en déduit-on ?

3. Etudier la convergence uniforme sur R de la série de terme général wu,,.

Exercice 12.7 , 1

On pose f(z) = >

“Zin+nix

Montrer que f est C™ sur R, puis que f(z) [ - bour une certaine constante C'
o T

Exercice 12.8

Etudier les différents types de convergence de Y nate"’T (o € R)
n>0

Exercice 12.9

Soit f une fonction continue sur [0,1]. On pose || f ||[co= sup | f(z)|.
z€[0,1]

xT

1. On définie la suite (fy)n>0 par fo = f et Yn =0, foi1(z) = [ fon(t)dt.
0

(a) Montrer que | f(z) |<

" || f [l
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(b) En déduire la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (fy,).
2. On définie une autre suite de fonctions par go = f et Vn > 0, gnt1(z) = 1+ [ gn(t)dt.
0

(a) On supose que la suite (g,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction g. Déterminer g.

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (g,) (on pourra considérer g, — g).

Exercice 12.10
Sur |0, +o00[, on considére la suite de fonctions définies par :

xT

@)

p=1Id et ¥neNVeeld ool funie) = 5(fule) +

1. Montrer que, pour tout n, f, est bien définie.
2. Etudier sa convergence simple

3. Etudier sa convergence uniforme

Exercice 12.11
Soit une fonction f : [a,b] — [a,b] de classe C'* sur son domaine, (f,,), la suite des fonctions définie par:

fole) =z, fr=f, et fu(z) = f(fo-r(2)) Vn > 1.
1. Montrer que si sup |f'(z)| <1 Jrf:o(fk(x) — fr—1(x)) converge uniformément. sur [a, b].
z€la,b] k=1

2. En déduire que la suite (f, ), converge uniformément vers une fonction constante C, que f(C) = C et que C' est unique.

Exercice 12.12

Soit > a, une série convergente de complexes.
n>0
Soit (B )nen une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R, telles que Vn € N, B, 41 < B,,.
n

1. Montrer que la série ) a,B,, converge uniformément sur [0,1] (on pourra introduite A, , = > ax).
n>=0 k=p

+oo —+oo
2. On suppose que Vn € N, B,,(1) = 1. Montrer que lim<1 > anBn(x) = Y an.
n=0 n=0

x—1, x
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13 Séries entieres.

Exercice 13.1
Calculer le rayon de convergence puis effectuer I’étude sur le disque de convergence de

a) . n—'z” b) > In(1+ ﬂ)z"
n>0 N" n>0 Vvn '

Exercice 13.2
Soit a €] — m; w[. Donner le développement en série entiere de
x > In(1 — 2xcos(a) + 22).

Exercice 13.3

Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R. Pour n € N, on note bg,, = ay,, bapy1 = 0.
n>0
Quel est le rayon de convergence de _ b,2" 7
n>0

Exercice 13.4
Soit I’équation différentielle : 22y + 4y’ + (2 — 22)y — 1 = 0.
chx —1

Montrer que x — 5— est une solution développable en série entiere. Y en a-t-il d’autres ?
x

Exercice 13.5
Déterminer les solutions développable en série entiere (au voisinage de 0) de (1 + 22)y” + zy’ — 4y = 0.

Exercice 13.6

+oo
1. Montrer qu’il existe deux suites complexes (ay,) et (b,,) telles que =Y (ap2" + bz ") sl |z =1

z
222452+2 ;2

1. En déduire le développement en série de Fourier de = — (on posera z = €'®).

5+4cosz

27

CcosS nT
2. Donner la valeur de | ——dx
v “0[ 5+4cosw

Exercice 13.7
1. Développer en série de Fourier la fonction ¢ —| sint | .

1. Déterminer les solutions 27-périodiques solutions de y” — y = |sint|

Exercice 13.8

+oo
Soit Y a,z™ une série entiere telle que R.((an)n>0) = +00. f(2) = > anz"
n>0 n=0

2m
1. Calculer [ f(re®?)dd. En déduire que si f est bornée sur C, alors f est constante
0

1
2. Application : soit P € C[X] qui ne possede pas de racines. Montrer que Iz est constant. Conclusion

Exercice 13.9

—1)" 5
Convergence et calul de ngo ((n+)1)((nn++2))

Exercice 13.10 ok
Soit @ un nombre réel. Calculer le rayon de convergence puis la somme dans le disque de convergence de > cos(? +a)zk

n>0

Exercice 13.11
On note d,, , = card{(n1,...,nx) € N* tel que ny + na + ... + ng, = n}.

1. Développer en série entiéres de deux fagons différentes

1
T-2F
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2. En déduire 'expression de d,, j, en fonction de n et k.

Exercice 13.12
On pose d,, = card{(ni,ns) € NF tel que 2n; + 3ny = n}.
1

(1—2%)(1 = 2%

Exprimer d,, en fonction de n (on pourra développer en série entiere de deux fagons).

Exercice 13.13
Soit @ un nombre réel.

+oo
1. Montrer que la fonction f(z) = > sin(a™x) est de classe ¢™ sur R.
n=0

2. Montrer que f est dévellopable en série entiere et expliciter ce développement.

3. Quel est son rayon de convergence ?

Exercice31 1§ %

Soit o =
oit « 5

1. Montrer que Vn > 0, o™ + o™ " € Z.

2. On note {a"} la distance de o™ & Z. Quel est le rayon de convergence.de la série > {a™}z" ?
n>0

3. Soit a une solution de 2? + az +1 =0 ou a € Z.
Quel est le rayon de convergence.de la série Y {a™}z™ ?

n>0
Exercice 13.15 2 gitn
Soient n € N, z € C, avec |z| # R. Calculer [ ———dt.
; avi | ‘ 7& Z)f (Re” _ Z)

Exercice 13.16
1. Trouver la solution f de I’équation différentielle (F) : y' = 2xy + 1 qui vérifie £(0) = 0.

2. Donner le développement en série entiere de f.

n (—1 kck
3. En déduire kgo (2k>7+ln

Exercice 13.17

. - . .. T sin o
1. Développer en série entiere, au voisinage de 0, f(x) = arctan

1—zcosa

. . . . . T sina
2. Déterminer le développement en série de Fourier de o — arctan T zoosa
—zcosa

3. Retrouver le déveoppement en série de Fourier de la fonction f impaire et 27-périodique telle que f(z) = = Va € [0, 7].
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14 Séries de Fourier.

Exercice 14.1 9
1. Développer en série de Fourier ’application f de R dans R 27-périodique, paire et telle que f(z) =1— — si x € [0, 7].
T

+oo 1 oo ]+ 1 +oo ]
2. En déduire : ) > 7> et

n=0 (2n + 1)2’ n=1 ﬁ’ n=0 (2n + 1) n=1 F

Exercice 14.2
Soit a un nombre réel. Développer en série de Fourier la fonction f 2m-périodique définie par f(t) = ch(at) Vt €] — m; 7.

Exercice 14.3
Développer en série de Fourier la fonction ¢ —| sin3t | .

Exercice 14.4
Soit z un nombre réel.

1. Développer en série de Fourier la fonction f 27-périodique telle que f(t) = cos(xt) Vt €] — ; 7[.

2. En déduire un développement en série de fraction de cot(wz).

1
3. Donner un développement en série entiere de cot(rzr) — —.
T
Exercice 14.5
Trouver toutes les solutions 27-périodique de y™*) + y3) + y =| sin(x) | .

Exercice 14.6

1
Soit @ €] — m; w[. Déterminer le développement en série de Fourier de ¢ —

1 — cos(«) cos(t)

Exercice 14.7
Soit @ un nombre réel appartenant & ]0; 1[. Discuter de I’existence et de I'unicité de la solution du probléme suivant
f est continue sur R, paire et 27-périodique,

Yk > 0, 2fT]"(1f)cos(kt)clt =2m(k + 1)a*.
0

Exercice 14.8 (MP?¥*)

Soit a > 0 et f, g deux fonctions définies par f(z) = e~ g(t) = ZZf(% +n).
ne

1. Vérifier que g est C! sur R et est 2r-périodique.
+OO 2 .

2. Montrer que ¢,(g) = [ e % e 2mintqg.
— 00

+o0 .
3. Vérifier que z — [ e~at*e=2mizt gt satisfait & une équation différentielle.

— 00

4. En déduire lexpression de ¢, (g) en fonction de n et de a, puis une autre expression de Y f(n) (I’égalité obtenue est
nez
un cas particulier de la formule de Poisson).

x(2m—a)si0<z<a

a(2r —a)sia <z <2m.

Exercice 14.9
Soit a € [0;27] et f la fonction 27-périodique telle que f,(z) = {

1. Montrer que f est développable en série de Fourier.

+oo
2. En déduire la valeur de la somme COS(;L a).
n=1 n
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Exercice 14.10
Développer en série de Fourier ¢ —
a

ou a € C\U.

— elt

Exercice 14.11
Soit a € C tel que | a |< 1. Existence et unicité du probleme
f € CO(R) et f est paire

vk >0, 2f7rf(t) cos(kt) = (k + 1)a*
0

Exercice 14.12 too
1. Existe-t-il une suite (a,)n>0 telle que V& €] — 7, 7|, x = > a, cos(nz)
n=0
+oo
2. Existe-t-il une suite (an)n>0 telle que Vo € [0, 7], x = > ay, sin(nz)
n=0

Exercice 14.13 -
Soit g 'application 27-périodique nulle sur [5, 7], paire et telle que :

vV € [0, g] g(x) = cosz.

1. Déterminer le développement en série de Fourier de g.

2. Soit a € R. Déterminer, s’il en existe, une solution 2m-périodique de ’équation différentielle :
y +tay=g.

Exercice 14.14
Soient f et g des applications continues, paires et 27-périodiques de R dans R, a,,(f) et a,(g) leurs coefficients de Fourier.

On pose h(z) = w + i an(f)an(g) cosnz.

1. Définition, continuité de h ?
2. h est-elle la somme de sa série de Fourier ?
3. Montrer que ||h]| . < 2|/ fll« 19/l -

4. Pour f fixé, soit T : g — h. soit A une valeur propre non nulle de T. Montrer que 1’ensemble des n tels que a,(f) = A
est un ensemble fini.
En déduire que, lorsque g est dans I’espace propre associée a la valeur propre A, la suite (a,(g)) est & support fini.
Préciser le cardinal de son image.

Exercice 14.15 8 +o0 sin? na

Montrer que, sur un intervalle I de R & préciser, on a : [sinz| = — 3 1
T p=1 4N~ —
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15 Intégration

Exercice 15.1
Existence et calcul de

fl dt
SVt +V1I—x+2
I d
3. [ i
0 VzZ+1+v1—2?
I Inzdx
4. f —
0 1—33)2
oo In(
5
[
1
dx
6 | s
0 .’)3 — T
Exercice 15.2 +o0

sinx

— dzx
Iz + cosx

Exercice 15.3 Too

Soient a et b dans R. Convergence de [
O x

Convergence de l'intégrale f
0

: b
|Slnax§1n x|d

Exercice 15.4
oo cos ax — cos bx

Soient a et b deux réels. Existence et calcul de f Ing——dx
0 X

Exercice 15.5

Convergence de [(1+ ﬁ)xdl‘
R

Exercice 15.6

Soit a > 0.
sin(t
1. Montrer que t — — ( )1 est intégrable sur R
eat —
o0 sin(t pacd 1
2. Montrer que [ — ®) dt = -5
o e —1 n=o a’n? +1

+oo t
3. En déduire un équivalent de f Sal n(t)
b €

dt quand a — 400

Exercice 15.7

+ sin(nx
Pour tout entier positif n, on consideére I, = [ (nz)
0

w_ldx.

1. Montrer que I, est bien définie et déterminer la limite de I,, lorsque n — +oc.

2. Donner un équivalent de I,, en +oo.

Exercice 15.8 +o0 g—at _ g—bt
Soient a > b > 0. Convergence et calcul de [ fdt
0
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Exercice 15.9 1 di
Calculer 'intégrale [

AVItr+VyTI—z+2

Exercice 15.10
Soientt a, b deux nombres réels tels que b < a et f une fonction définie sur R et telle que liT f=1let lim f=1. Montrer
r—+00 Tr— —00
+oo
que lintégrale [ (f(a+ x) — f(b+ x))dz est convergente et la calculer.
— 00
oo dx

Application : calculer [ CEEICETh
o ch(a+1)c T

Exercice 15.11

Soit z un nombre complexe tel que | z |# 1.
27 1pT

Justifier que l'intégrale [
0 Z

dx existe et la calculer.

__@w

Exercice 15.12
Soit I, = [ a"sin(rx)dz.
0
Calculer Iy et I;. Etablir une relation entre I,, et I,, 5. Montrer que I, ,\4/* 12
n—+oomn,

Exercice 15.13 1
Pour toute fonction f intégrable sur [0,1], on pose I,(f) = [t™ f(t)dt
0

1
1. Si f € C°0,1],R), montrer qu’il existe a € R tel que I,(f) = Sy o(—) et expliciter a.
n

n—-+oco n

b 1
2. Si f € C([0,1],R), montrer qu’il existe a,b € R tel que I,,(f) = a + — +o(—;) et expliciter a,b.
n—+oo N n n

Exercice 15.14

n

x
On pose a,, = dx
pose ap, {1+W
Montrer que a,, — 0 puis que a,, ~ 22
n—+oo M
Exercice 15.15
nr—1

Déterms 2 d
éterminez 7Ling (xIn(n) + 1)(1 + na?In(n)) T

Exercice 15.16
Soit f une fonction continue sur R. Montrer que la suite I définie par

2m
Vn>0,1I,= [ f(z)]|sin(nz) | dz posséde une limite et la calculer.
0

Exercice 15.17
Soient a et b deux nombres entiers strictement positifs et » un entier. On pose P,(X) =

1. Montrer que Yk € {0,...,n — 1}, P,(Lk)(()) et P,(Lk)(%) sont des nombres entiers relatifs.

a
On suppose dorénavant que m = 7

2m
2. Montrer que [ P,(t)sin(t)dt — 0.
0

n—-+o0o

2
3. Montrer que Vn >0, [ P,(t)sin(t)dt est un nombre entier relatif
0

4. En déduire une contradiction. Conclusion.
Exercice 15.18 ,

On pose I'(z) = [ e ft"ldt
0
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1. Montrer que I'(z) = lim [(1— =)™t~ dt.
n

n—-4oo 0

X

n
2. En dédui D)= U '
n déduire que I'(z) niToom(x+1)..(x+n)

Exercice 15.19

1 n
Pour x > 0 et n > 1, on pose f,(x) = 5 "””|((Z|_x|1))!.
1. Calculer l'intégrale de f, sur R.
“+o0
2. Pour g continue et bornée de R dans R, étudier lorsque n tend vers +oo Uintégrale [ f,,(t)g(t)dt
—o0

Exercice 15.20,, 1
(0] = —)) —
n pose Uy, (k§1 exp(n " k)) n
Déterminer la limite [ de la suite u puis un équivalent de wu,, — [
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16 Intégrales a parametres.

Exercice 16.1

Posons f(z) = [ (sin t)*dt.

ctolA

1. Quel est le domaine de définition Dy de f ?
2. Montrer que f est une fonction continue sur Dy.
3. Etablir une relation entre f(x + 2) et f(x), puis montrer que zf(z)f(x 4+ 1) est une fonction constante.

4. Déterminer un équivalent de f en +oo.

Exercice 16.2 Too

n2(t
Soit f la fonction définie par f(z) = [ sin®(xt)
0

t2(1 + t2)
1. Donner le domaine de définition Dy de f.
2. Etudier la régularité de f.

3. Déterminer un équivalent de f en +oo.

Exercice 16.3 too
Soit f la fonction définie par f(z) = [ e " cos(at)dt.
0

1. Déterminer le domaine définition Dy de f.
2. Montrer que f satisfait & une équation différentielle du premier ordre sur Dy.

3. En déduire une autre écriture pour f.

Exercice 16. 4 +00 o= zxt
Considérons w(z) = [
0

1. Vérifier que f est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

2. En déduire une autre expression de f.

Exercice 16.5

T
21 t

On considere la fonction f définie par f(z) = [ In(1 + zcost)
0

cost

1. Quel est le domaine de définition Dy de f 7

2. Montrer que f est C* sur Dy.

3. En déduire une autre écriture de f.

Exercice 16.6

On pose f(z)= [ e
0

.t SIN(1) it

1. Montrer que f est de classe C'! sur R* et calculer f’.
2. Montrer que lim f =0.
r—+00

3. En déduire une autre écriture de f.

Exerc1cle d erctan

f dt
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1. Déetrminer Dy.
2. Montrer que f est C' sur Dy et calculer f’

3. Limites de f aux bornes

Exercice 16.8 2
Etude et graphe de z — [ ™' dt.

Exercice 16.9 _i
Soit g(x) = [ e 2 cos(xt)dt
0
1. Montrer que g est C! sur R

2. Montrer que g satisfait a une équation différentielle

3. En déduire g.

Exercice 1(1,;006,zt

Soit f(x) = [ dt
0

1+ ¢2
1. Déterminer Dy

2. Montrer que f est C2? sur R, et calculer limf
0

+00 o5 _
3. Calculer f+ f” puis que f(z) = [ Md

x

t

+o0 gin(t
4. En déduire que [ &()dt _I

P t 2
Exercice 16.11 sint +oo ot
On pose f(x) = dt et g(z) = — dt.
pose () = [ 0 det o) = [ g

1. Montrer que f et g sont définies et C? sur |0, +o0].

1
2. Montrer que f et g sont solutions de : y” +y = e

3. Etudier les limites de f et g en +o0.

4. Trouver une relation entre f et g.

Exercice 16.12
On pose f(z)= [ e
0

_g Sinat
1+ t2

1. Domaine de définition, continuité et dérivabilité de f.
1. Calculer f et f”. En déduire une équation différentielle satisfaite par f.
2. Expliciter f a l'aide de fonctions usuelles.

3. Limite en 400 de f et f' En déduire f.

Exercice 16.13

Soit f(z) = | arctan(zt)
0

—dt.
t(1+t2)

+ arctant \
Domaine de définition, continuité, dérivabilité, calcul de f’ puis de f. Calculer [ < . > dt
0

Exercice 16.14 fl@)
1. Montrer que la relation f et dt = 1 définit une fonction f de R dans R.

x
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2. Exprimer f en utilisant o(z f e’ dt.

3. Etudier f : continuité, dérivabilité, sens de variation, asymptote en +oo.

Exercice 16.15
Soit u € C%(R,C), tel que Vk € {0,1,2},2 +— (1 + 22)?u®) () est bornée sur R

+oo )
J u(y)e 2™ *¥dy est une fonction de classe C* sur R.

— 00

1. Montrer que z — (Fu)(x)

Expliciter Fuy lorsque us(z) = exp(—mtz?).

+oo “+o0
2. Montrer I'égalité de Poisson : >, u(n)= > (Fu)(n)

n—=—oo n—=—oo

(on pourra dévelloper en série de Fourier la fonction © — > (— +n)).

nez 2m
—+oo
3. Expliciter I’équation fonctionnelle satisfaite par ©(t) = Y exp(—mn?t).
n=0

4. Déterminer un équivalent de © aux bords de son intervalle de définition

Exercice 16.16

On pose 1, (x) (1)”2 ot f(z) = gun(x).

1. Etudier ’ensemble de définition de f.
2. Calculer f(0).

3. Montrer que f est C*.

+o0
4. Calculer [ e~ cos(bt) dt.
0
+o0 t
5. En déduire que f(z) = of % dt.
. ) a b 1
6. Développer f en 400 sous la forme : f(z) = at ot o(ﬁ).
Exercice 16.17 Too sinzt\ 2
Soit f : [0,+00[— R continue tendant vers 1 en +oo et f(0) = 1. On pose ¢(z) = [ f(t) ( ; ) dt ainsi que H(z) =
0

+o0 i
_pSInt

J e dt.
0
1. Quel est le domaine de définition de ¢ ? Exprimer la limite L en 0T de —d)(x) a I’aide d’une intégrale.
x
+o0 t +oo t
2. Prouver que 'ona L= [ <Sm ) = [ ﬂd
0 0

3. Domaine de définition, continuité et dérivabilité de H.

4. Calculer H’ puis expliciter H.
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17 Equations différentielles linéaires.

Exercice 17.1

Montrer que toutes les solutions de I’équation différentielle
z(x? +1)y" —2(22 + 1)y + 22y =0

sont développables en série entiere.

Exercice 17.2
Déterminer les solutions maximales de x(z +2)y’ + (z + 1)y = 1.

Exercice 17.3
Déterminer les fonctions dérivables telles que f/(z) = f(—).
x

Exercice 17.4
Déterminer les solutions développables en série entiere de 1’équation différentielle (z2 + 1)y” + xy’ — 4y = 0.
En déduire la solution générale de cette équation.

Exercice 17.5
Soit E I’équation différentielle sur R : (1 + 22)y” + 2y’ — %y —0.

1. Montrer que v/ x + /1 + 22 est solution de E et en déduire les autres solutions.
2. En déduire le développement de v/ x + /1 + 22 en série enticre.

Exercice 17.6
Soient a et b deux applications continues de R dans R. On considére 'équation différentielle (E) : y' 4+ ay = b.
On suppose que IX > 0 tel que Vz € R a(z) > X et que hIJP b(x) = 0.
T—+00
1. Montrer que toutes les solutions de (E) ont une limite nulle en +oo.
2. Montrer qu'il existe une unique solution de (E) ayant une limite nulle en —oo

o ’r
Résoudre le systeme différentiel : ro=a Y Y

Exercice 17.7 ”
{ Y ::U’—l—y'—x.

Exercice 17.8
On considere une application p : [0, +o00[— [0, +o0[ continue et intégrable sur [0, 4+o0].
Soit I’équation différentielle (E) : y” — p(x)y = 0.

1. Montrer que si y est une solution bornée de (F), 3y’ admet une limite finie, que 'on déterminera, en +oo.

2. Montrer que (E) admet des solutions non bornées
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18 Topologie.

Exercice 18.1
Soient A et B deux parties non vides bornées de R.

1. Montrer que max(inf(A),inf(B)) < inf(AN B) < sup(A N B) < min(sup(A), sup(B)).

2. Donner un exemple ou les inégalités sont strictes.
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19 Espaces vectoriels normés.

Exercice 4191 —2 2 1 0 1
SoitA=|-1 3 1|letP=|1 1 0
1 -1 5 01 1

1. Que peut-on dire de la suite 6" A™ ? (on commencera par calculer P~1AP).

n

2. Etudier la convergence de la série Y, — A™.
n>0 T

Exercice 19.2
Soit E le R espace vectoriel des applications de classe C? de [0, 1] dans R et N7, Ny N3 les applications de E dans R définies

par : Ni(f) = sup o) [f(2), No(f) = [F(O)] +sup,eio ) [F/(2),  Na(f) = [£(O)] + [f"(0)] + supepo,) |/ ()]
Montrer que N1, No et N3 sont des normes sur F et les comparer.

Exercice 19.3 . too
E=R[X]etsi P= Y ppX* €R[X],onpose || P |= > | p |
k=0 k=0

1. Montrer que (E,||||) est un evn.

2. On pose P, = Y. —. Montrer que la suite P est de Cauchy dans E.

n k
= K

0

3. Converge-t-elle dans E 7

Exercice 19.4
E=R[X]etsi PeR[X],onpose || P|= sup | P(t)— P'(¢t)]
t€[0,1]

1. Montrer que (E,||||) est un evn.

n X’f
2. On pose P, = > T Montrer que la suite P est de Cauchy dans F.
k=0 -

3. Converge-t-elle dans E 7

Exercice 19.5
On définit E = {f € C*([0,1],R) telle que f(0) = f(1) = 0}. Soient ||.|| et N les deux applications définies sur E par

Il = sup [f(z)] et N(f) = sup [f"(z)]
z€[0,1]

z€[0,1]
1. Montrer que ces deux applications sont des normes sur F.

2. Sont-elles équivalentes 7

Exercice 19.6
On définit sur Pespace vectoriel E = CY([0;1],R) les applications 7, et v, par

() = sup |f(@)] et 72(f)=0fle$|f(:c)ldaf

z€[0;1]
1. Montrer que 7, et 75 sont des normes sur E.

falx)=1—nxsi0<z <
falz)=0si L <z <1
Etudier la suite (f,)nenx dans (E,7,) dans (E,,). Conclusion ?

1
n

2. Soit (fn)nenx la suite de fonctions définie par {

Exercice 19.7
Soit f: R? — R? tel que || f(z) — f(y)|| < 3 [lz — y|| V(z,y) € (R?)? Montrer que f posséde un et un seul point fixe.
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Exercice 19.8
Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que (E est complet)<

(toute suite (u,)nen d’éléments de E telle que Vn €N,  |[uyq1 — uy|| < 5kconverge).

Exercice 19.9
R? est muni d’une norme quelconque. Soit f : R2 — R? telle que

1

Ja € ]0; 5[, Y(z,y) € R

1f(@) = F)l - < allf(@) =zl + 1/ (y) —yl)
1. Montrer que f admet au plus un point fixe.

2. On considere la suite définie par u, 11 = f(u,) et ug € R2.

(a) Montrer que ¥n > 0, ||upt2 — tUny1| < [lteng1 — un]| -

11—«
(b) Montrer que la suite u est de Cauchy. Conclure.

Exercice 19.10 (MP* )

On conideére E = M (R), muni de la norme || (a;;):; ||= > ag
1<i,j<k

1. (a) Soit n un entier positif. Montrer que tous les coefficients du développement en série entiere de e — (1 + f)” sont
n
positifs.
| A, LAl
(b) Soit A € E. Montrer que || exp(A) — (I + =)™ ||< exp(]] A ]|) — (1 + )"
n n
(c) Soit (Ap)n>1 une suite d’éléments de E telle que

C
Yn >1, |4, — A|| < — pour une certaine constante C.
n
A
Quelle est la limite de ((Ix + —)")p>1 ?
n >
2. Applications :

(a) Soient A, B deux éléments de E.
A B A B A B
Déterminer les limites des suites (exp(—)exp(—))")n>1 et (exp(—)exp(—)exp(——)exp(——))"Z)n>1.
n n = n n n n =
(b) Soit G un sous-groupe fermé de GL(k,R). On pose g = {A € M, (R) telle que exp(tA) € G Vt € R}.
Montrer que g est un espace vectoriel (il s’agit de lalgebre de Lie de G) et que VA, B € g, [A,B] = AB—BA € g.

Exercice 19.11 (MP%¥*)
Soient P, @ deux polynomes a coefficients dans un corps k avec deg(P) = p et deg(Q) = q.

. y . . P kp,1 [X] X kq,1 [X] Hkp%»qfl [X]
Soit ¢p o 'application définie par { (U)o UQ+ VP

1. (a) Montrer que % est un isomorphisme ssi P et @ sont premiers entre eux dans k[X].
(b) Déterminer Ap g = mat(yYpq;(1;0),.., (XP~1,0),(0;1),.., (0, X9 1); 1, ..., Xpta-t),
(a) Considérons E = k,[X] (avec k = R ou C) muni d’une norme quelconque.

Montrer que si P et @ sont deux polynomes premiers entre eux dans k[X], alors il existe un voisinage Vp de P et
un voisinage Vg de @ tel que Y(R,S) € Vp x Vg, R et S sont encore premiers entre eux dans k[X].

(b) Soit n un entier positif. Montrer que ’ensemble des polynomes scindés & racines simples sont denses dans C, [X].
En déduire le théoreme de Cayley-Hamilton.

Exercice 19.12 (MP¥*)

On munit C,[X] de la norme || P ||o= sup | P(z) | . Soit 7 > 0 et P un polynome appartenant & H,, = {P € C,[X] ne
lz[<1

i ) 1 27 /(eit)eit
possédant pas de racines de module 1}. On pose I(P) = — Lt

2mi o fle")

1. (a) Soit P € H,. Calculer I(P). Que représente ce nombre ?
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(b) Montrer que l'application P +— I(P) est continue sur H,.

(¢) En déduire que H,, n’est pas connexe.

(a) Soit E = C,[X] muni d’une norme || . || et soit P € E tel que 0 soit la seule et unique racine de P dans la boule
fermée B(O,1)
Montrer qu’il existe € > 0 pour lequel VQ € E tel que || P—Q ||< ¢ alors @ posséde une unique racine appartenant
a B(O,1).

(b) Montrer que si un polynome P appartenant & C,[X] posséde a comme racine, alors tout polynome dont les
coeflicients sont suffisamments proches de ceux de P posséde une racine b suffisamment proche de a.

(c) Localiser les racines du polynome X?2%92 4 £ X200 _ 1 Jorsque ¢ est un nombre réel suffisamment petit ?

Exercice 19.13 1
1. Soit M € O(m,R). Montrer que la suite u, = —(I,,, + M + ..+ M"™™!) converge et caractériser sa limite en fonction
n

de certains sous-espace de R™ définis par M.

2. (MP*) On suppose que 'on a muni M, (R) d’une norme sous-multiplicative et que || M| < 1.

1
(a) Montrer que la suite u,, = —(I,, + M + .. + M"™~ 1) posséde au moins une valeur d’adhérence.
n

(b) Soit L une valeur d’adhérence. Montrer que L est le projecteur de R™ sur ker(M —I,,,) paralellement a Im(M —1I,,,).

(¢) En déduire que la suite u converge.

Exercice 19.14
Soit A une matrice symétrique définie positive appartenant & 9, (R). On définit une suite dans 2, (R), par

1
Xpi1 = §(Xn + AX, 1) avec X = A.

1. Montrer que la suite X est bien définie et que Vn > 0, X,, est symétrique définie positive.
2. Montrer qu’elle converge dans 9, (R) et déterminer sa limite L.

3. Exprimer (up41 — L)(uns1 + L)™! en fonction de A et de L. En déduire la vitesse de convergence.

Exercice 19.15
Soit E = C%([~a,a],R) muni de la norme infinie et a, b deux nombres réels avec |a| < 1 et [b| < 1.
Montrer que ’endomorphisme de E définie par (Tf)(x) = f(z) + af(bz) appartient & GL.(E).

Exercice 19.16
Pour tout réel s, on considére I'espace H*(N) = {u € RY telle que 3 (14 n2)® |un|* < +o0}.

n>=0
1
1. Montrer que H* est un ev et que [ul| .y = (X2 (14 n%) lun|?)2 définie une norme sur H*(N).
n=0
.y . 1 &z . 1
2. On considére A : u— w ou Vn > 0, w, = T > ug. Montrer que A € L.(H?®) si s > 3
n k=0

3. Montrer que H*(N) est un espace de Banach

Exercice 19.17
Sur [0, 1], on considére la suite de fonctions définies par :

1
Py=0 et VYneNVzel0,1], PnH(:E):Pn(x)+§(m—P2(x)).

1. Montrer que, pour tout n, P, est une fonction polynomiale.
2. Etude de la convergence simple

3. (MP*) Montrer que la suite (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction & déterminer.
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20 Espaces préhilbertiens et hilbertiens

Exercice 20.1
1. On considere E; = R[X]

+oo +oo “+o0
(a) Montrer que < P,Q >= > ppqn (0t P(X) = Y pp X" et Q(X) = Y ¢, X™) définit un produit scalaire sur Ej.
n=0

n=0 n=0

(b) On pose H = {P € E tel que P(1) = 0}.
Montrer que H est un hyperplan de E et déterminer son orthogonal. Conclusion.

2. FE5 désigne I'ensemble des séries entiéres réelles > a,x™ dont le rayon de convergence est strictement plus grand
n>=0

que 1.

1. Montrer que F5 est un R-espace vectoriel.

+ o0 “+ o0 400
2. Montrer que < f,g >= > apb, (o f(x) = > apz™ et g(X) = > bya™) définit un produit scalaire sur Fj.
n=0

n=0 n=0

3. On pose H = {f € E tel que P(1) = 0}.
Montrer que H est un hyperplan de E et déterminer son orthogonal. Qu’en déduit-on ?

Exercice 20.2 too too
Soient P,Q € R[X] tels que P(X) = > ppo X" et Q(X) = > g X™.
n=0 n=0

—+o0
On pose < P,Q >= > pngn.

n=0
1. Montrer que <, > est un produit scalaire sur R[X]

2. Déterminer l'orthogonal de H = {P € R[X] tel que P(1) = 0}. Conclusion.

Exercice 20.3
E = R[X]

1. Montrer qu’il existe une suite (Py)r>0 € (R[X])Y telle que
1
degPr =k - fpk(t)ﬂ(t)dt = §k,l Vk,l e N
0

2. Montrer que Vk € N, P, possede au moins une racine appartenant a [0; 1].
3. On note z(()k), ceey 2 1es racines distinctes de Py, appartenant a [0;1].

1 m(k)
(a) Calculer [ Py(t) ] (t — z;)dt si m(k) < k.
0 =0

(b) En déduire que Py possede k racines distinctes appartenant a [0; 1].

4. Montrer qu’il existe cg, .., ¢, € R tel que

1 n
g’p(t)dt = Zo ¢ P(2\") YP € Rap_1[X]
i=

Exercice 20.4 +o0
2
1. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (P, )nen telle que Vn € N, deg P, =n et [ Po(t)Pp(t)e " dt = §p .

— 00

2. Montrer que P, posseéde n racines simples dans R.

2

dn
3. On pose Q,(t) = et2(dti"67t ).
Montrer que @, est orthogonal & R,,_1[X]. En déduire que P, = ¢,@,, pour une certaine constante c,,.
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Exercice 20.5
Soit (E, <,>) un espace préhilbertien (non-nécessairement de dimension finie) et (e;)1<;<, une famille de vecteurs unitaires

de F telle que

Vz € E |z |?= Y < z,e >|?.
i=1

1. Montrer que (e;)1<;<r est une BON de E

2. Est-ce encore vraie si la famille (e;)1<;<, n’est plus unitaire ?

Exercice 20.6
Soient E un espace préhilbertien réel ou complexe et F' un sous-espace de E.

1. Soit (z,y0,2) € E? tel que Re(x — yo | 2) # 0. Etudier le signe de ||z — yo — Az||> = ||# — yo||* lorsque A décrit R ou C.

2. On suppose qu'il existe yg € F tel que ||z — yo| = milr% |z —y| = d(z, F).
ye

Montrer que = — yg est orthogonal & F' et que yg est unique.

3. On suppose mainenant que E est complet. Montrer qu’il existe yo € F tel que ||z — yol| = milr% |z — y|| = d(z, F).
yeE

Indication : introduire une suite convenable et montrer qu’elle est de Cauchy a l'aide de 1’égalité du parallélogramme

4. Montrer que Papplication p : & — yo est un projecteur othogonal continu. En déduire que E = F @ F-
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21 Fonctions de plusieurs variables.

Exercice 21.1
Soit A1 A2 A3 un triangle tel que A;A; = ax ou 4, j, k sont tous les nombres possibles tels que {7,7,k} = {1,2,3} et M un
point intérieur du triangle. On désigne par xj, la distance de M au coté A; A;.

1. Exprimer laire du triangle A; A A3 en fonction des nombres (ax)1<k<s €t (Tr)1<k<s-

2. Montrer que la fonction qui a un point intérieur du triangle M associe le produit des distances de M aux trois coté du
triangle possede un maximum.

3. Déterminer ce maximum.

Exercice 21.2 9 9

On définit une application f de R? dans R par : f(0,0) = 0,f(z,y) = xy —7_si (z,y) # ((0,0).

x? 4+ 9?2
1. Montrer que f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} et calculer sa différentielle.

2. Montrer que la fonction f est de classe C! au point (0,0) et calculer sa différentielle.

0? 0?
3. Montrer que la fonction f admet en tout point des dérivées partielles secondes 3 g et 3 Bf et calculer la valeur de
Oy yox
ces dérivées au point (0, 0).
. S o , : e . >*f *f
4. Expliquer pourquoi le résultat obtenu implique que 'une au moins des dérivées partielles et n’est pas
0x0y Oyox
continue au point (0, 0).
Exercice 21.3 "
Soit D le domaine défini par z > 0,y > 0, — + % <loua>00b>0et f(z,y) =2%+y°
a
Dessinez D. Calculer | p f- Extremum sur D de f.
Exercice 21.4 (MP* (les MP peuvent le faire s’ils supposent n = 2 ou 3).) n
Soit f la fonction définie sur U = {(z1, ..., x,,) € R tel que z; # x; Vi # j} par f((z1,....,xn)) = Y 23— >, In|z;—x,
k=1 1<i<j<n

1. (a) Montrer que U est un ouvert de R™.
(b) Prouver que f posséde un minimum sur U (on montrera que f tend vers Uinfini sur le “bord” de U).

n
2. Soit (a1, ..., a,) un point ol se réalise ce minimum. On considére le polynome H(X) = [[ (X — ag).
k=1

(a) Montrer que H"(ay,) — 4arH'(ar) = 0 Vk € {1,...,n} (on pourra seulement le vérifier pour n = 3 et n = 4 si vous
ne vous dépatouiller pas des calculs).
(b) En déduire que H"(X) — 4XH'(X) + 4nH(X) = 0.

(c) Calculer H lorsque n = 2,3 et 4. Quel est le minimum de f dans ce cas ?

Exercice 21.5 (MP%¥*) n 9 f

Soit 2 un ouvert de R™ et f,V deux fonction C*° sur R™. On pose Af = ok
k=1 0Ty

Montrer que si f posséde un maximum sur € en un point M alors (Af)(M) < 0.
Applications : on suppose dorénavant que §2 est un ouvert borné.

1. Soit g une fonction continue sur Q\Q (le “bord” de €2). On suppose en outre, uniquement dans cette question, que V'
(VM eQ, Af(M)+V(M)f(M)=0

est une fonction strictement négative. Discuter 'unicité du probleme { foo =g
e —

2. On introduit 'opérateur A défini par Af = (Af + V f)1q ou 1g désigne l'indicatrice de .

(a) Montrer que l'opérateur A est un endomorphisme de C*°(R").
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(b) Montrer que si A > supV alors A — AId est injectif ( en dimension infinie, cela n’implique plus que A — A\Id est

Q
bijectif).
Exercice 21.6 0:f  0%f
Soit f une fonction de classe C? sur R?, on pose Af = —= + —=.
0x? = Oy?

Pour tout nombre réel A considérons le probleme (Ey) : (Af)(z,y) = Mf(x,y) ¥(z,y) € R2.
Discuter de l'existence et le nombre de fonctions f radiales (i.e. f(z,y) = g(x? 4+ y?)) solutions du probléme (E)).

Exercice 21.7 of of
Résoudre 'EDP z(z — 1)% +y(x — 1)a—y —z2f =0

(on pourra poser x = u,y = uv).
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22 Géométrie.

3t2

2t3

Exercice 22.1
On consideére la courbe paramétrée M (t) (

) et C sa représentation graphique.

1. Déterminer les axes de symétries de C, ses points réguliers puis tracer C.
2. Décrire le lieu des points N de la courbe C ou 'on peut mener deux tangentes perpendiculaires.

3. Déterminer les droites du plans qui soient normales et tangentes a C.

Calculer la longueur, la courbure et la développée de 'arc M (t)

Exercice 22.2
( (1 — cos(t))?

2sin(t) — sin(t)cos(t) — t )
te[0;27]

Exercice 22.3
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que 3 points A, B, C, images dans le plan complexe des nombres a, b,
c forment un triangle équilatéral est que a® + b 4 ¢ — ab — bc — ca = 0.

x(t) = 3cost + 3 cos 2t 4 cos 3t
y(t) = 3sint + 3sin 2t + sin 3t
Construire (I'), calculer sa longueur et sa développée (lieu des centres de courbures)..

Exercice 22.4
On considere la courbe (T') : {

Exercice 22.5

Soit (C) la courbe (z(t) = sin 2¢, y(t) = cos 3t).

Déterminer les symétries, les points doubles et les points réguliers de (C) puis construire (C).
Calculer 'angle entre les deux droites ”tangentes” aux points doubles.

x(t) = 2cost + cos 2t + 1
y(t) = 2sint + sin 2t
déterminer son abscisse curviligne puis calculer sa longueur

Exercice 22.6
Tracer la courbe (symétrie, point régulier, etc) (D) : {

Exercice 22.7

sht
Etudier la courbe x = —af th’t dt y = af

h2t
Déterminer une abscisse curvﬂlgne sur cette courbe

Exercice 22.8
Déterminer les courbes telles que y? = a? + s% (a > 0), ou s est I'abscisse curviligne

T = 2acost

y =asint

Exercice 22.9
Soit (C) la courbe définie par {

1. Trouver le repere de Serret-Frenet.

2. Courbure et centre de courbure

3. Développée
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23 Intégrales multiples et curvilignes.

Exercice 23.1
Déterminer les cercles C' du plan le long desquels I'intégrale curviligne fc 22dy + y?dx est nulle.

Exercice 23.2. ,
Calculer [ e~ @ +2y+v) dzdy avec D = {(z,y) € R?, 22 + xy +y% < 1}.
D

Exercice 23.3 (3:102 _ y2)(x2 + yz)
Soit w = P(x,y)dr + Q(x,y)dy une forme différentielle définie sur D = R% x RY par P(z,y) =

(By> — 2?)(a* +y°)
xy? '

et

z3y

Qz,y) =
1. Pouvez vous trouver sur D une application f telle que df = w ?

2. Calculer §.wavec I' Varc : z(t) =t + cos?(t), y(t) = 1+ sin?(t) (¢ € [0, g])
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