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Résumé

Vous trouverez dans ce document ’ensemble des colles que j’ai effectué durant les années sco-
laires 2002-2003 et 2003-2004 en PSI* MP et MP*. Les exercices proviennent majoritairement des
oraux Centrale et Mines ainsi qu’une partie plus restreinte des ENS et de '’X (Option M* ou P¥*).
Chaque exercice est agrémenté d’indications pour permettrent & ceux qui séchent sur un exercice
de tenter de résoudre une question donnée avant de lire la solution.

Bien entendu, en passant les concours, vous &tes soumis au bachotage. C’est indispensable pour
acquérir la technique nécessaire ainsi que de disposer d’un nombre important et varié d’exemples
"concrets". Ce bachotage vous permettra d’accéder plus aisément & la théorisation (une théorie
sans de nombreux exemples est une théorie vide). Néanmoins, apprendre par coeur des solutions
d’exercices est aussi absurde que de théoriser sans un nombre substantiel d’exemples "concrets".
Parfois, on trouve dans certains livres des "astuces"pour la résolution de certains exercices et ces
astuces semblent tombées du ciel. Personnellement, je n’ai jamais aimé les astuces qui tombent du
ciel et qui ne s’incrivent pas dans le cadre de méthodes ou de théories. Dans votre future profession,
la résolution d’un probléme proviendra rarement d’une astuce mais plus surement d’une analyse
fine et compléte du probléme (& la maniére d’un Sherlock Holmes ou d’un Poirot). L’un des objectifs
dans votre formation est justement de vous apprendre a acquérir une démarche basée sur la raison
et non sur la chance (le rationnalisme)

C’est pour cela que j’ai également ajouté un corrigé exhaustif (peut-étre trop au gout de certains
mais mieux vaut trop que trop peu) a chaque exercice afin de mettre en relief les méthodes em-
ployées, d’expliquer complétement le cheminement d’une tentative raisonnée de solution et parfois
d’expliquer une démarche & priori naturelle mais qui n’aboutit pas (un probléme difficile demande
souvent de nombreuses tentatives infructueuses, ou qui semblent, dans un premier temps, infruc-
tueuses).

Etant un amoureux des mathématiques, mon ambition est de proposer, lors de mes colles, des
exercices originaux,variés et qui utilisent pleinement les notions essentiels du programme. En par-
ticulier, les exercices peuvent apparaitre difficiles mais il me parait essentiel qu’a la fin d’une colle,
Péleve ait appris des notions et/ou méthodes nouvelles et importantes. J'espére que les exercices
que vous trouverez dans ce bestiaire seront & votre gofit et vous aiderons & apprécier le trés riche
programme de taupe.

Par manque de temps, un certain nombre d’exercices (de MP*) ne sont pas corrigés. Je le complé-
terais le plus tot possible et, réguliérement, j’y adjoindrais d’autres exercices. Vous me pardonnerez
pour les coquilles existantes dans ce document car je n’ai pas eu le temps de le relire.

Si vous avez la moindre remarque, commentaire, critique, n’hésitez pas a m’en faire part en m’en-
voyant un mail par 'intermédiaire de mon site (’adresse est en base de chaque page).

www.mathematiques.fr.st 2/154


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 1 EXERCICES PSI*

1 Exercices PSI*

1.1 Algébre-géométrie

too 20 3 -3 2
Exercice 1.1.1 Calculer lorsque A= | -1 5 =2
=0 (2n)! 1 3 0

(On s’intéressera a la réduction de A)

1
Exercice 1.1.2 Soit zy un complexe, et (z,) une suite telle que z,11 = §(zn + |zn]).
1. Donner une construction géométrique de z,1 a partir de zj,.
2. Etudier la convergence de la suite (zy,).
Indication : on écrira z, = p,e'Pn .0t (p,, ¢,) € Ry x| — 7,7 et on utilisera :

n
sing = 2" sin;;il:[lcos;i.

3. Trouver une courbe simple passant par tous les points de la suite, et construire cette courbe.

6 -6 5
Exercice 1.1.3 On considére la matrice A= | 14 —13 10
7T -6 4
1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
-1 0 O
2. Montrer que A est semblablea | 1 -1 0
0o 0 -1

3. Déterminer I'’ensemble des matrices qui commutent avec la matrice A

-1 a a
Exercice 1.1.4 Soit A= | -1 —1 0 | € M3(R) (a #0).
1 0 -1

1. Trouver trois vecteurs Vi, Vo, V3 de R? tels que
AV = Vi, AVo =V1 = Va, AV3 =V -V3

En déduire que A est semblable & une matrice simple que I'on explicitera

2. Calculer A", n € N.
—+o0 TLATL
3. Calculer expzA = z
n

—0 7’L'

r ay agz --- Qp

Exercice 1.1.5 Soit P(z) =det | ¢, ¢, =«
0
1. Calculer P(ay),.., P(ay).

P(X)
(X — a1)(X — an)

2. Etudier et en déduire P(z)
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1 EXERCICES PST*

1.2 Analyse
n
Exercice 1.2.1 Soit o > 0; on pose a, = Y (_1)k—1ka.
k=1
1. Trouver un équivalent de a,,

Indication : On pourra découper la somme selon les pairs et les impairs

1
2. Etudier la nature de la série de terme général —.
an

+oo t t
Exercice 1.2.2 On pose f(z) = [ Wd
0

1. Montrer que f est C? sur R, C! sur R* et calculer f’

2. Exprimer f’ & 'aide de fonctions usuelles.
3. En déduire f

Exercice 1.2.3 Soit g : R — R continue. trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles que

x
veeR, f(3)- f(x) = glz) et f(0)=0.
Que dire si g est C! a dérivée bornée ?

Exercice 1.2.4 Soit I'équation différentielle 2%y” — 6zy’ + (12 + 22)y = 0.

En trouver les solutions développables en série entiére, puis toutes les solutions.

“+o00 —x
Exercice 1.2.5 Onpose I = [ T sinax dx ot a € R.
b l—e

1. Exprimer I comme somme d’une série.

2. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique f telle que f(x) = e sur [0, 27].

3. En déduire I.
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2 Exercices MP

2.1 Algébre-géométrie
Exercice 2.1.1 Soit M l'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n. Soit A une matrice de M
vérifiant : A2 — 5A + 61, = 0.

1. On pose G(M) = AM pour toute M de M.

(a) Montrer que G est diagonalisable.
(b) Etudier les éléments propres de G
2. On pose D(M) = M A pour toute M de M.
Etudier les éléments propres de D

3. On pose F(M) = AM + M A pour toute M de M.
Etudier les éléments propres de F.

-1 0 1 -1 1 0

Exercice 2.1.2 Soit A= 1 -1 0 |etB=]|0 -1 1

0o 1 -1 1 0 -1

1. Montrer que A et B commutent.
0 0 0
3

2. Montrer que A et B sont semblables sur R a la matrice 0 D) -1
3
0o 1 —-=
2

3. Montrer que ’espace vectoriel engendré par A et B est un corps. Quel est 'inverse de aA +bB 7

Exercice 2.1.3

1. Exemple de matrice A de M3(Q) telle que A3 =217
(On supposera qu'il existe un vecteur z tel que (z, Az, A%x) est une base de Q3

2. Soit A une telle matrice. Soit K = R ou Q. On note E '’ensemble des al + bA + cA? o a, b, c
parcourent K.
Selon que K =R ou Q, F est-il un corps?

Exercice 2.1.4 Soit A = (; 2) .

1. Déterminer le commutant de A et ’ensemble :
{BeMy(R): IX e My(R), B=AX - XA}
2. Geénéralisation : si C(A) est le commutant de la matrice A € 9, (R), montrer que :
X eMm,(R), B=AX-XA<VMec(C(A), trBM =0

Indication : poser ®4(M) = AM — M A et penser au produit scalaire : (A, B) — tr(*AB)

00
Exercice 2.1.5 On pose, pour z€ C, M(z)=|1 0
11

S O N

1. Montrer que M (z) est diagonalisable sauf pour deux valeurs que 1’on déterminera.
2. On suppose que A = €'’ est une valeur propre de M(z). Calculer z en fonction de ¢ et tracer la

courbe t — z(t).

3. Montrer que la suite (M™) tend vers 0 pour |z| assez petit.
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Exercice 2.1.6 Soit A € 9, (R) telle que A% = A + I,,. Prouver que det A > 0.

1 111 1 0 -1 0

: . 1111 o -1 0 1
Exercice 2.1.7 Soient A = 111 1 et B = 1 0 | 0
1 1 1 1 0 1 0 -1

Montrer qu'il existe P orthogonale telle que PAP~! et PBP~! soient diagonales.

Exercice 2.1.8 Soit (I') la parabole d’équation y* = 2px (p > 0).

1. Si M(z,0), avec z > 0, montrer qu’il existe un unique point M’(z’,0) avec 2’ > x tel que le

carré dont une diagonale est MM’ ait ses deux sommets sur (I'). Expliciter f : Ry — R, telle
que f(z) =2
2. Soit alors g > 0, et Vn € N, zp11 = f(xy,).

Montrer que x,, — 400 et donner un développement asymptotique a deux termes de (x,).

-1 0 2
Exercice 2.1.9 Quelles sont les matrices de M3(R) qui commutent avec | 0 0 1|7
0 11

2.2 Analyse
Exercice 2.2.1 Soit ¢ € C°((]0,1],R). Pour n € N* et x € R, on pose :

n—1

fule) = TLO+ 2o,

k=0

1. Montrer que (f,) converge simplement et expliciter sa limite simple.

2. Y-a-t-il convergence uniforme sur tout compact de R? sur R?

1 —+o0
Exercice 2.2.2 Montrer que : [z7% dz = ) n™ ™
0

n=1

n
Exercice 2.2.3 Convergence de la série de terme général (u,) définie par u, = >, CEE avec
p=0 \L TP
a > 0.

o (1)

Exercice 2.2.4 On pose f(z) = )" .
n=—0 T tn

Défintion de f; mode de convergence de la série définition f; limite en +o00 de f; équivalent de f de 0.

Exercice 2.2.5

1 t —+o0 _1 k

1. Montrer que [ %dw = #
o L+ =02k + 1+t

t

pour t > 0.

1
En déduire %in% f dxz. Soit [ sa limite.
—Yo

1+ a2
1 gt
2. Equivalent de [ dx — I quand ¢ tend vers 0.
0 1 + ZL‘2

Exercice 2.2.6 Equivalent, lorsque n — 400, de (2233_.71”)4/”2

Exercice 2.2.7 Soit £ = {u € RY tel que u,, — 0}.

+oo U
Pour u € E, on pose |lul|,, = sup|un|, et f(u) = > —Z
neN n=1 2
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1. Vérifier que ||.||,, est une norme sur £. On munit £ de ||| -
2. Montrer que f est une forme linéaire continue sur F, et que |||f||| = 1.

3. Existe-t-il u € E tel que |Jul| < 1et |f(u)]=17
En déduire que B = {u € RY;  |lu|_, < 1} n’est pas compacte.

Exercice 2.2.8 Trouver toutes les fonctions continues f de R dans R telles que :
xT
VeeR f(x)— 2x/f(t) cos(x — t)dt =1
0

(On commencera par montrer que f est C! puis de classe C?)

1
Exercice 2.2.9 Trouver un équivalent simple de > —.

i>1,5>1,i+j=n ]

Exercice 2.2.10 Soit r > 0 et E, ’ensemble des applications de | —r, [ dans R développable en série
entiere.
T )

Pour f dans E, on pose ¢(f)(x) = bf T+t

dt.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E,.
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢; ¢ est-il un automorphisme de E,. 7

3. Pour P polynéme on pose ||P|| = sup |P(t)|; ¢ induit-elle une application continue sur R[¢] ?
te[—1,1]
Son inverse est-elle continue ?

Exercice 2.2.11 Soit o € R. Déterminer : lim
n—-+oo

3|Q —
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3 Exercices MP*
3.1 Algebre-géométrie
Exercice 3.1.1 Soient A et B dans 9, (C) et :

¢ :Mm,(C) —m,(C)
X—AX + XB.

Trouver les valeurs propres de ® en fonction de celles de A et B.
(On pourra commencer par traiter les cas A = 0 puis le cas B = 0 et enfin traiter le cas général)

Exercice 3.1.2 Soit E une partie de R?. Pour ay,..,a, € E, on pose

o=y
on(a,..,an) = H d(a;, aj)
1<i<j<n
puis
do(E)= sup dplai,..,an).
(a1:-~7an)€E

Que dire que de d,(F) suivant que E est borné ou non borné? Si E C F, comparer d,(E) et d,(F).
Etudier la suite (d,(E))nen et en particulier sa monotonie. Calculer d3(E) lorsque E est un segment.

Exercice 3.1.3 Pour quelles valeurs de n existe-t-il un sous-groupe de G L,,(R) isomorphe & (Z/4Z)? ?

Exercice 3.1.4 Soient u,v deux vecteurs indépendants de ’espace euclidien £ de dimension 3.

1. Montrer qu’il existe n unitaire tel que (n,u,v) soit libre et
<n,u><n,v>=<u,v >.
2. Montrer qu’il existe un projecteur orthogonal P tel que :
P(u)#0, Pv)#0 < P(u),P(v)>=0

Exercice 3.1.5 Soit E un espace vectoriel de dimension 3, 5 = (4,7, k) une base de E. On se donne

f € L(E). Sive E, onnote W(v) = Vect{ f¥(v), ke N}

Trouver les vecteurs v € E tels que W(v) # E lorsque la matrice A de f dans la base § est A =
0 0 —12

1 0 4
01 3
0 0 12
Méme question avec A= |1 0 —16
01 7

Exercice 3.1.6 Soit n un entier > 1. On pose ®,(X) = [[(X — ¢) ou ¢ décrit les racines primitives
¢
n®m€ de 1 (c’est-a-dire une racine dont 1’ordre dans C* est n)

1. Montrer que X" — 1 =[] ®4(X).
dn

2. On rappelle que ¢(d) désigne l'indicatrice d’Euler. Montrer que : Y o(d) =n
dn

3. Démontrer que pour tout entier n, ¢, € Z[X]|

Exercice 3.1.7 Soit (G,.) un groupe et Aut G I'ensemble des automorphismes de G.

1. Vérifier rapidement que Aut G est un groupe pour la composition.
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2. Pour a € G, on définit ¢, :  +— axa~'. Montrer que ¢, € Aut G.
3. Montrer que si Aut G est cyclique, le groupe G est abélien.
4. Décrire Aut G dans les cas suivants : G = (Z,+), G = (Z/nZ,+), G = (Z*,+), G = (S3,0)

Exercice 3.1.8 Résoudre dans Z/47Z : 3 — 2122 + 29z — 9 = 0.
Exercice 3.1.9 Déterminer tous les morphismes de groupe de Z/7Z dans Z/137Z.

Exercice 3.1.10

1. Soit E¥ un C-espace vectoriel. Montrer que F est également un R-espace vectoriel. Comparer
dimg F et dim¢ E.
Si X € C" est un vecteur propre d’'une matrice a coefficients réels A, que dire de X ?

2. Soit A une matrice carrée réelle telle que A3 — A — Id = 0. Montrer que det A > 0.
3. Soit A € M, (R) tel que A% = —1,,.

(a) Montrer que n est nécessairement pair. On pose n = 2p.

(b) Montrer que A est semblable sur R & une matrice de la forme < 0

-1, .
6 ?
I, 0 ) . Réciproque?

Exercice 3.1.11 Soit f : GLy(R) — R}. On suppose que
V(4, B) € GLy(R)?,  f(AB) = f(A)f(B).
Expliciter f lorsque f est continue.

Exercice 3.1.12
n
1. Soit A € M, (k) et (X1,..., Xp) n vecteurs de k™. Calculer »_ det(Xy,.., Xij—1, AX;, Xiv1,.., Xn).
i=1
2. Considérons un systéme différentiel de la forme

(E): X'(t) = A()X(¢)

ou la fonction t — A(t) est continue sur un intervalle I.
Soient (t — Xi(t),..,t — X,(t)) n solutions (définies sur I) de I’équation différentielle (E).
On appelle wronskien de (X1, ..., X},) Papplication W définie sur I par

Vtel, W(t) =det(Xi(t),..., Xy (t))
(a) Vérifier que W est solution d’une équation différentielle du premier ordre.
(b) Montrer les équivalences suivantes

i. les solutions X7i, .., X, sont linéairement indépendantes.
ii. quel que soit tg € I, les vecteurs X (tp), ..., Xn(to) sont linéairement indépendants.

iii. il existe tg € I tel que les vecteurs Xi(tg), ..., Xp(to) soient linéairement indépendants.

Exercice 3.1.13 Soit A € M, (C) et C(A) ={M € M,(C); MA= AM}.
. Vérifier que C(A) est un sous-espace vectoriel de 9, (C).

—_

2. On suppose A diagonalisable. Montrer que dimC(A) > n.
3. Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables de i, (C) est dense dans 9,,(C).
4. Montrer que dimC(A) > n.

Exercice 3.1.14 Soit A, la matrice (min(4, j))i<i j<n-

1. Montrer que toutes les valeurs propres de A,, sont réelles et que A, est diagonalisable
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2. On définit B, = (b; ;) par

Vi € {1,.,n—1} bj;=2etby,,=1
Vi € {1,n—1} b1 =-1, Vie{2,n} b1 =-1
tous les autres coefficients étant nuls.
Evaluer le produit A,,B,,. Conclusion
3. Quelle est la valeur de det A, ?
4. Quelles sont les valeurs propres de B,, 7 En déduire les valeurs propres de A,,.

5. La matrice A,, est-elle définie positive ?

Exercice 3.1.15 Soit A € M, (k).

1. On suppose dans cette question que A" = 0 et A"~ ! £ 0.

Montrer qu'il existe Xo € k™ tel que la famille (Xo, AXo, ..., A" 1 X{) soit une base de k™.
2. Soit B une matrice commutant avec A.

Montrer qu’il existe un polynéme P tel que B = P(A).
3. Dimension et base de C(A) = {B € M, (k) telle que AB = BA}.

01 2
4. Résoudre, dans M3(R), 'équation X? =

O

0 0
0 0
Exercice 3.1.16 Soit A € M, (k) possédant n valeurs propres distinctes notées A, .., Ap.

1. Soit B une matrice commutant avec A. Montrer que pour tout A € Sp(A), ker(A — AI) est stable
par B.

2. Donner un polynoéme annulateur de A.
Le résultat subsiste-t-il si A posséde moins de n valeurs propres distinctes ?

3. Que peut-on dire d’'une matrice B commutant avec A7
4. Dimension et base de C(A) = {B € M, (k) telle que AB = BA}.

-2 0 0
4
5. Déterminer toutes les matrices inversibles X telles que X + X! = g 2.0
5
2 o0 =
2 2
ay a2 (079
Gn Q1 G2
Exercice 3.1.17 Montrer que la matrice M = an -t est diagonalisable et diago-
a2
as an ai

naliser M.
Indication : vérifier que M est un polynéme d’une matrice simple)
Calculer son déterminant lorsque a; = g + 1.

Exercice 3.1.18
1. Que peut-on dire des matrices A € M3(C) telles que A3 + A2+ A =07

2. Soit A € M3(R) telle que A3 + A2+ A = 0. Montrer que A est semblable & | 0 9 o
0 —
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On—2p 0 0
1 V3
3. Si A € M, (R), montrer que A est semblable & 0 _ifp 7Ip
3 1
0 —\2[ » ol
16 -8 —16
Exercice 3.1.19 Diagonaliser A= | 16 —8 —16 | puis montrer que I'équation X3 = A admet une
8§ -8 -8
unique solution X € M3(R).
1 0 0
Quand est-il si 'on remplace Apar {0 1 0 |7
0 0 -8
-4 3 3
Exercice 3.1.20 La matrice A= | =3 2 3| est-elle diagonalisable ?
-3 3 2

Résoudre 'équation X2 + X = A dans 93(C) puis dans M3 (R).

Exercice 3.1.21 Soit a € R? et f I'endomorphisme de R? défini par & — aAz ot A désigne le produit
vectoriel.

1. Etudier la réduction de f.
2. Soit z € R? et (x,)n>0 la suite de R3 définie par par z,11 = f(x,).
Tn

(a) Montrer que la série vectorielle } —

converge dans R3. On note g(z) sa somme.
n>0 .

(b) Montrer que g est une rotation de R? et caractériser la.

Exercice 3.1.22 On muni R™ du produit scalaire euclidien usuel ainsi que de la norme correspon-
dante.

-7 —4 4
1. Caractériser la matrice A=~ | 4 -8 -1
-4 -1 -8

2. Déterminer toutes les matrices X € O(R3) telles que X3 = A.
3. Déterminer toutes les matrices X € M3(R) telles que X3 = A.

Exercice 3.1.23

1. Soit A € M, (C) telle que A? est diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable ssi ker A =
ker A2,

1 10

2. Résoudre I'équation X2 = [0 2 1

0 0 3

3. Le résultat de 77 est-il encore vrai si I’on remplace C par R?

Exercice 3.1.24 Soit E euclidien, u € L(E) tel que Vo € E, < u(z),z >=0.

1. Montrer que u est antisymétrique.Réciproque.

2. Montrer que pour tout sous-espace H stable par u, H+ est stable par u.

3. Montrer que u? est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont des réels négatifs.
4

. Soit z un vecteur propre associé a la valeur propre A # 0 de u?.
Montrer que H = Vect(z,u(z)) est un plan stable par u.

5. Enoncer un théoréme de réduction pour les endomorphismes antisymétriques et le démontrer.
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6. Donner la forme des matrices antisymétriques réelles A telles que A2 = —I,?
Qu’en est-il si A n’est pas antisymétrique ?

Exercice 3.1.25

1. Soit A une matrice a coefficients réels, symétrique définie positive.
Montrer qu'il existe une matrice P € GL,(R) telle que A = PP.

2. Soient A et B deux matrices symétriques positives.

(a) Montrer que det(A + B) > det A.
(b) Comparer det(tA + (1 —t)B) et det(A)!(det B)!~t lorsque ¢ € [0, 1].

3.2 Analyse
Exercice 3.2.1 Déterminer toutes les applications f C! et 2m-périodiques telles que Vz € R,
2f(z+1) = f(z) + f(22).

Exercice 3.2.2 Soit f I'application de R dans R : z +— 2z(1 — z). Soit K un compact de |0, 1].

On pose f, = fo fo..of (n fois). Etudier la convergence de la suite (f,,) sur K.

On admet le théoréme de Stone-Weierstrass : toute application continue d’un segment [a,b] dans R
est limite uniforme, sur [a, b], d’une suite de fonctions polynomes.

Montrer que toute application continue définie sur [a, b] C]0, 1] et & valeurs dans R est limite uniforme,
sur [a, b], d’une suite de fonctions polynomes a coefficients dans Z.

1

Exercice 3.2.3 Soit n € N*| fixé. On pose A = inf  [(14z1t + ..2,t")?dL.
(z1,..,xn)ER™ 0

1. Etablir 'existence et 'unicité de (ay, .., a,) € R™ tel que

1
A= /(1 + ayt + ..ant™)?dt
0

1
On pose alors F(X):X+1+Xa—lk2+"+$'

2. Calculer F (k) pour k =1,..,n.
3. Calculer F'(0).
4. En déduire A et (ay,..,an).

c+a b

Exercice 3.2.4 Soit Q) une forme quadratique sur R? et Mg = < b c—a

> la matrice de ) dans

la base canonique.
1. Conditions sur a,b,c pour que @ soit positive (resp. définie positive). Que peut-on dire de
I'ensemble : {(a,b,c) € R3; Q positive} ?
2. Soit K un compact de R%. On suppose qu'’il existe 7 > 0 tel que B(0,7) C K. Soit C' = {(a,b,c) €
R3; Q positive et K C Eg} ot Eg = {z € R?; Q(x) < 1}.
Montrer que C' est compact.

3. Montrer qu’il existe un disque elliptique centré en 0 et un seul d’aire minimale et contenant K.

Exercice 3.2.5 Soit

Hy = {(an)pen< € RV /D n’al < +oo}
n=1
Hy = {(an)penx € RNX/ZG% < +o0}
n=>1
X CL2
Hy = {(an)nenx €RY /D 5 < +oo}.
n=>1
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1. Définir des produits scalaires sur les H; et montrer qu’ils sont complets pour les normes associées.

+o0o
2. Pour b = (b,) € H_1, montrer que Ay : Hy — R, a — ) apb, est une forme linéaire sur Hi,
n=1
quelle est sa norme ? Réciproque ?

3. Montrer que la boule unité de H; est une partie compacte de Hy.

Exercice 3.2.6

1 1111
1. Calculer\[ F S +s 2+2\[2><

k

T
2. Calcul —t , 0el——,
alculer n§O2 an2 pour 5

wm

Exercice 3.2.7 Soit n € N* et a €]0,1[. On munit 9,(C) de la norme subordonnée a la norme
hermitienne canonique de C". Soit G un sous-groupe de GL,,(C) contenu dans la boule B'(I,, «).

1. Que peut-on dire des valeurs propres d’un élément A de G'?
2. Que peut-on dire de G'?

3. Le résultat subsiste-t-il en prenant un intervalle plus grand pour a?
Exercice 3.2.8 Soit r €]0, 1[. On définit une suite (u,) de réels par :
0<ug <up et upta = Unt+1 + r™u, pour tout n € N.

1. Montrer que (uy) converge dans R. Soit I(r) la limite.
2. Equivalent de u,, —I(r)?

vy’ + [yl = 2(2? - 4)

Exercice 3.2.9 Résoudre
{ y(l) = 1.

Exercice 3.2.10 Soit H un sous-espace vectoriel de C°([0,1],R) tel que
3C > 0 tel que Vo € [0,1],  |f(z)] < C[[fll,

1

(rappel : |l =[] f()2dm)

1. Montrer que tout sous-espace de dimension finie de C°([0,1],R) convient.

2. Réciproquement, montrer que H est nécessairement un sous-espace vectoriel de dimension finie
et que dim H < C?.

Exercice 3.2.11

1. Déterminer la série de Fourier de ¢ —

.t
sin —| .
2
2. Soit E = {f € C°(R,R); f 27r-périodique} et ® ’endomorphisme de £ défini par :

™

e/ =5 [

—T

r—t
2

sin(

)' 1)

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de .

Exercice 3.2.12 Soit S ensemble des fonctions de R dans C de classe C™ vérifiant Vk,n € N, 2" f(F)
est bornée.
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—z2

1. Montrer que la fonction x +— e appartient a S.

2. On pose F(x) = > f(z +n) pour f € S. Etudier l'existence, la continuité, la dérivabilite, la
nez
périodicité de F.

3. Calculer les coefficients de Fourier complexes de F' et en déduire la formule de Poisson

Yo fm) =3 fn)

nez neL

avec f(y f f(x)e 2™y dy.

4. En admettant que f = f lorsque f(z) = e*"’“g, expliciter la formule de Poisson pour la fonction

T +— e " ou a est un réel strictement positif.

Exercice 3.2.13

1. Développer en série de Fourier f : x — €' sur | — 7, 7 et de période 2.

+oo 1
2. En déduire la valeur de la somme E ——-
1n%—a
3. Justifier 'existence d’une suite de fonctlons un(a) telle que le produit [] w, converge simplement
n=0
et

Va €]0, 1], sinma_ H un(a

Exercice 3.2.14 On définit une application F' de R dans R en posant

2

sint
Flz)= | —————=dt
(z) / 1 + cos?(xt)
0

1
1. Calculer F(1) puis F(i) Comment pourrait-on faire pour calculer F'(n), n € N?

2. Montrer que F' est continue sur R. Est-elle unformément continue sur R ?

3. Donner les trois premiers termes du développement limité de F en 0 : F(x) = ag + a1x + azx? +
o(x?). Idée pour calculer les termes suivants ?

Exercice 3.2.15
“+00 e—mu

1. Défintion, continuité et dérivablilité de f(z) = [ [y du.
0 u

2. Déterminer la limite de f en +o00. Trouver un équivalent a f en +oo.

oo dt
Exercice 3.2.16 On pose F(z) = [ —————.
op € +xsint
1. Montrer que F est bien définie sur | — 1, 1].
2. Montrer qu’elle est C* sur | — 1, 1] et expliciter toutes ses dérivées.

3. Montrer que F' admet un DSE F(z) = ) anz™ ou les a, sont des rationnels.
n=0

4. Montrer que le domaine de définition de F' est strictement plus grand que | — 1, 1].

Exercice 3.2.17 On munit l'espace E des suites * = (x,) bornées de complexes de la norme = —
sup |z, . Soit :
n

F ={x = (z,); hm Ty = 0} et G ={z = (z,); Z |x,| converge}.

n=0
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1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces de F et que G C F.

+o00
2. Montrer que Papplication de G dans C : = (x,) — >_ |z,| n’est pas continue.
n=0

3. Montrer que F est fermé dans E et que G = F.

Exercice 3.2.18 Soit (a,b) € R? telque |a| < 1. Soit E 'espace des applications continues et bornées
de R dans R muni de la norme de la convergence uniforme. Soit 7" 'application de E dans E qui a f
associe T'(f) : x — f(z) — af(bx).

1. T est-elle continue 7

2. Montrer que 7' est un homéomorphisme de E' sur lui-méme.

Exercice 3.2.19

1
L. (a) Montrer que Cn = {(zx)re[1,n] € R" tel que Vk € [1,n],] [2x] < %} est un compact de R™.

+o00
(b) Montrer que (u,v) = > u,v, est un produit scalaire de [2(N*).

n=1

(c) On considére le cube de Hilbert Coo = {u € I2(N*) tel que ¥n > 1, |u,| <

.

S|

i. Donner quelques exemples d’éléments de Cu.

ii. Montrer que Cu est un compact de 1?(N*)

. 2 . Jzl—-y)siz>y
Exercice 3.2.20 Soit f : R® — R définie par f(z,y) = { y(l—2)siz<y
1. Montrer que f est continue sur R?, de classe C! sur R2\A (ot A désigne la diagonale de R?).
2. Est-elle différentiable sur A?

3. Soit K = [0, 1]?; montrer qu’il existe un unique (zg,y0) € K tel que f(zo,y0) = sup f(z,y)
(zy)eK
et le calculer.

Exercice 3.2.21

1. Rappeller la définition d’une fonction convexe.

2. Soit U un ouvert convexe de R, f: U — R de classe C', convexe.
Montrer que f(xz + h) > f(x) + df (z).h dés que ||h|| est assez petit. Interprétation.

3. Montrer que {z € U | df(z) = 0} est une partie fermée convexe de U.

Exercice 3.2.22 On considére I'application R : (wo,z1,72) +— (ao,a1,az) ou les (a;)cfo,1,2) sont
définis par
(X —20)(X —21)(X — 22) = X* + asX? + a1 X + ag
1. Expliciter le jacobien de f.
2. Déterminer les racines de P(z) = 2% — 72 + 6.
3. Montrer que tout polynéome ) unitaire de degré 3 "proche" de P est scindé sur R et que ses

racines sont "proches" de celles de P.

x + 6et = 0.

7
1+12
Montrer qu’il existe trois fonctions a(t), b(t), c(t) C* dans un voisinage de 0 telles que
- a(0)=1, b0)=2, ¢(0)=-3
— ¢(t) < a(t) < b(t)

a(t), b(t) et c(t) sont solutions de Ej.
— x est solution de E; ssi x = a(t) ou b(t) ou c(t)

5. Donner le DL2(0) de a(t).

4. Pour tout réel t €] — g, g[, on considére 1'équation (E;) : z3 + (tant)z? —
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Exercice 3.2.23 Soit f la fonction définie sur U = {(z1,72,,x3) € R3 tel que x; # x; Vi # j} par

3

f((z1, 9, 23)) = sz - Z In|z;—xj;|.

k=1 1<i<j<3

1. Représenter graphiquement U et montrer que U est un ouvert de R3.

2. Déterminer HXhim f(X) ainsi que la limite de f(X) lorsque X se rapproche du bord de U.
——400
En déduire que f posséde un minimum sur U.

3

3. Soit (a1, az,as) un point ou se réalise ce minimum. On considére le polynome H(X) = [[ (X —
k=1
a).
(a) Montrer que H"(ay) — 4arH'(ar) = 0 Vk € {1,2,3}. En déduire que H"(X) —4XH'(X) +

12H(X) = 0.

(b) Expliciter le minimum de f ainsi que les points ou se réalise ce minimum.

Exercice 3.2.24 On munit R? de sa structure euclidienne usuelle ||.||, et £(R?) de la norme subor-
donnée correspondante notée |||.|||, .
Soit k € [0, 1] et h une application C! de R? dans R? tel que Vo € RY,  |||dh(z)]|, < k-
On note f I'application de R? dans R définie par f(z) = = + h(x).
1. Vérifier que f est nécessairement injective.
2. Montrer que, en tout point de R™, f est un C'-difféomorphisme local.

3. Montrer que f est un C'-difféeomorphisme de R sur R?.
(pour Y € R4, utiliser la suite (X,,)n>0 € (RY)N définie par X, 11 =Y — h(X,,)).

Exercice 3.2.25 On considére la forme différentielle w = (223y? — z)dx + (222y3 — y)dy.

1. La forme w est-elle fermée sur R?? Calculer [ w (ou S(0,1) désigne le cercle de centre O et

5(0.,1)
de rayon 1.).
2. Trouver g € C1(R,R*) telle que g(zy)w soit exacte.
2) 3,2 _
3. Résoudre I'équation différentielle : 3/ = i
y — 2a2y3

Exercice 3.2.26
1. Calculer l'intégrale curviligne de la forme

efy

W= R [(zsinz —ycosz)dx + (z cosx + ysinz)dy]

sur le contour formé par les deux demi-cercles z2 4+ y? = a? (y > 0), 22 + y? = b? (y > 0) avec
0 < a < b et les segments [—b; —a] et [a;b] sur I'axe Ox.

2. Déterminer la limite de cette intégrale lorsque a — 0 et b — 4-00.

+00 i
3. En déduire le calcul de [ e
0 T
3

Exercice 3.2.27 Calculer I = [[[ ( dxdy avec D = {(z,y,2) € R3 tel que z > 0,
D

z+y+2)(y+2)
y=>0,2>0,etz+y+2z<1}.

z y+z
w =

On pourra utiliser le changement de variable u =x +y + 2, v = ) =
Yy+z rT+y+=z
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Exercice 3.2.28 éterminer ¢ € C?(Ry,R) pour que la forme différentielle

2 2
1+ 22 1+y2dy)¢(x +v)

soit exacte. Trouver alors une primitive de w.

Exercice 3.2.29

1.

2.

Justifier que I’équation différentielle

;. 223y —

(E):y = avec y(0) =1

y — 2x2y3
posséde une unique solution.

On considére la forme différentielle w = (223y? — z)dz + (2223 — y)dy.

(a) La forme w est-elle fermée sur R? ?

rouver g € , telle que g(xy)w soit exacte.
b) T CH(R,RX) tell i
(c¢) Reésoudre I’équation différentielle (E).

Exercice 3.2.30

1.
2.
3.

Justifier que det : A — det A est différentiable sur 90, (R).
Soit H € M, (R). Déterminer la dérivée selon H de det au point I,.
Expliciter la différentielle de det en tout point de i, (R).

Exercice 3.2.31 On considére I’équation différentielle

5.

1

E):yfy=—"7—-
(B):y =i mr

avec y(0) =0

. Montrer que la solution maximale, notée ¢, est définie sur R.

Montrer que ¢ est C'° sur R et impaire.

Montrer que lim ¢(z) = L existe et que 0 < L < T
T—+00 2

.1

Montrer que p(z) — Lx—>+oo;

Donner le DL3(0) de ¢.

Exercice 3.2.32

1.

Soient fi1, ..., fn n applications de R dans C.
Montrer que la famille (f1, ..., f) est libre si et seulement si pour toute famille (x1,...,x,) de
réels distincts det(f;(x;)) # 0.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie de C°(R,R) et (f,,) une suite de E.
Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers f sur R ssi (f,,) converge uniformément vers
f sur R.

Supposons en outre que E est stable par translation, i.e. Vf € E,Vt € R, fi:(z— f(z—1)) €
E.
Montrer que E C C*(R,R).

Exercice 3.2.33 Soit A € S (R).

1.
2.

Montrer I'existence et I'unicité d’une matrice racine carrée définie positive de A.

1
On pose Xg =1, et X011 = i(Xp + AXIjl) pour p € N.
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(a) Montrer que la suite (X)) est bien définie et a valeurs dans S,/ (R).
(b) Etudier la convergence de la suite (X,).

(¢) Donner un ordre de grandeur de la vitesse de convergence.

Exercice 3.2.34

1. Montrer que (C°([0,1],R),]|||,,) est un espace métrique.
1/2

1
2. Montrer que A: f — [ f(t)dt — [ f(t)dt est une application linéaire continue.
0 1/2

3. Calculer sa norme subordonnée.

d d
Exercice 3.2.35 Soit E = C*°(R,R), D = — l'’endomorphisme de E défini par d—(f) = f et U,
x x
I'endomrphisme de E défini par U, (f)(x) = €' f(z).

1. Montrer que U, est inversible et calculer U, DU,~ L
2. Déterminer ker((D — r1d)®).

P
3. Soit P = Y a3 X" € C[X]. Donner la forme des solutions C* sur R de 1’équation différentielle
k=0

Ve eR, apy®(z) + ap 1y V(x) + .. + a1y (@) + aoy(x) = 0

W

. Que proposer vous pour expliciter toutes les suites récurrentes du type
ApUn+p + Gp—1Uptp—1 + .- + A1UR+1 + QUL = 07

Exercice 3.2.36 Montrer que ¥n > 0,3z, € R tel que z,, + In(x,) = n. Donner un développement
asymptotique a trois termes de x,.

n
Exercice 3.2.37 Préliminaire : Soit 7 € [0, 1], montrer que la suite 2, = [ (1 + 7¥) converge.et
k=0

1
t li < - )
montrer que nigl_lwxn < exp( 1 r)

Soient trois réels a, b, r tels que r € [0, 1], a et b appartiennent & R . Soit u une suite réelle telle que
Yn >0, Upio =Upr1 +7"Uuy avec ug = a et up = b

1. Montrer que la suite (up)n>0 converge. On note L(r,a,b) la limite de cette suite.
2. Montrer que la fonction 7 — L(r, a,b) est croissante sur [0, 1] et déterminer sa limite en 0F.

3. Montrer que la fonction r — L(r,a,b) est continue sur [0, 1] Indication : on démontrera qu’elle
est convexe

Exercice 3.2.38 Soit (x,) une suite de réels. On pose y, = Tp, + 22p41.

Etablir ’équivalence : (z,,) converge < (y,) converge. Le résultat subsiste-t-il en posant y, = =, +
1

an-i-l ?

Exercice 3.2.39

1. Soit A un endomorphisme d’un espace de Banach E tel que || Al < 1.
Montrer que (I — A) est inversible et expliciter cet inverse en fonction de la suite (A™)p>0.

2. Soient g une fonction continue sur [0, 1] (a valeurs réelles) et a,b deux nombres réels tels que
a€l—1,1[et b e [0,1].
Montrer qu’il existe une et une seule fonction f, continue sur [0,1] (a valeurs réelles) telle que

Ve € [0,1], g(z) = fo(z) — afy(br)
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3. Que peut-on dire de 'application g — f, 7

Exercice 3.2.40 Soit u définie par ug € R et upy1 = up — uZL

Etudier le comportement de u et, dans chaque cas, donner un développement a deux termes de wu,,.

Up+1 = Up + &
Exercice 3.2.41 Soit (o, 8) € R? (ug,v1) € R? et Vn € N

Uptl = Up + ,Bm
tn = |un| + |vn] -

1. Montrer que (t,) est bornée.
2. Quelle est la nature de (uy,) et (vy,)?

3. Donner un développement limité de u,, et de v,, a 'ordre 2.

Exercice 3.2.42

x
1. Etude rapide de = R f et dt (tableau de variation complet, asymptotes).
0
flx) |
2. Montrer que la relation [ edt = 1 définit une fonction f de R dans R et exprimer f en
X

X
utilisant () = [ et dt.
0
3. Etudier f : continuité, dérivabilité, sens de variation, asymptote en +oo.

2T d
Exercice 3.2.43 Existence et calcul de [ v
o (a+cosx)(b+ cosx)

1 1
Exercice 3.2.44 Déterminer lim [+/1+t"dt =1 et un équivalent de [ /1 + ¢t"dt — I.
0

n—-+o0o 0
) 142 —at—b
Exercice 3.2.45 Selon a et b, convergence et calcul de [ il dt
0 n

—+00 t2
Exercice 3.2.46 Soit In = ‘({‘ mdt

Calculer I, 11 en fonction de I,,. Etudier la limite de (I,,), puis la nature de la série X1I,,.

“+o00

Exercice 3.2.47 On pose f(t) = Y. e V™,
n=1

1. Donner le domaine de définition Dy de f.

2. Montrer que f est dérivable sur Dy.

3. Est-elle intégrable sur Dy ?

4. Donner les limites aux bornes de Dy.

5. Déterminer les équivalents aux bornes de Dy.

6. Etudier sa classe (déterminer le meilleur entier k tel que f soit C* sur Dy)

. T oo L dt
Exercice 3.2.48 On pose u,(z) = (14+ =)" et onnote I'(z) = [ e tz7.
n 0

1. Pour z fixer, justifier que la suite (u,(z))p>1 est monotone & partir d’un certain rang puis
déterminer sa limite simple.

" t dt
2. Montrer que I'(x) = lirf J(1- —)”tIT. En déduire une autre écriture de I'(x).
n—+00 n
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3. Etudier les différents modes de convergence de la suite de fonctions (un)n>0

Exercice 3.2.49 Soit (a,) une suite de réels strictement positifs telle que la série > a,, converge. On
n

+oo
note S = ) an.
n=0
1 T+an
Soit f continue de R dans R. On définit une suite (f,,) de fonctions par fo = f et fy(z) = f frn—1(t

dt pour n > 1.
1. Montrer que f, est C".

n

2. Soit (o, B) € R? tel que 8 —S > a. On pose K,, = max | fn(x)| ou I, = o, B — ;;o ay]. Comparer
K, et Kpyq.

3. Majorer |fy(t) — fn(z)| en fonction de Ko,z et t pour n > 1.

4. En étudiant > (fn+1 — fn), montrer que la suite (f,) converge uniformément vers une fonction
© sur tout cogapact de R.

5. Montrer que ¢ est C°.

6. Que dire de ¢ si f est un polynoéme (resp. une exponentielle) ?

1
Exercice 3.2.50 Développer de deux fagons différentes 5 en série entiere.
(=21 —2)

En déduire a,, = card{(z1,z2) € N tel que 221 +3x5 = n} puis montrer que asg3 = 334 et azpps = 335.

Exercice 3.2.51 On pose f(z) = of T3 2(cost)?
1. Domaine de définition.

2. Montrer que la fonction f est développable en série entiére au voisinage de 0.

w/2
3. En déduire la valeur de [ (cost)?"dt.
0
—+o00 _1 neom
4. Calculer )’ %
= 4n
n=0

+oo
Exercice 3.2.52 La fonction f(z) = ) sin(a"x) est-elle développable en série entiére ? Si oui, effec-

n=0
tuer le DSE.

Exercice 3.2.53 Montrer qu’il existe une application g développable en série entiére autour de 0
400 xkfl

vérifiant ¢'(z) = (> ’ )g(z).

=1 "
En déduire que exp( Z

=1
= 1.

2 — ) est développable en série entiére autour de 0, avec un rayon de convergence

Exercice 3.2.54 Soit f une application C* de R dans R. Soit (F) I’équation différentielle : y” +y =
f(x).

1. Montrer que y; (z f f(t)sin(x — t)dt est solution de (F).

2. Déterminer la forme generale des solutions de (F).

3. On suppose f T-périodique. Existe-t-il des solutions T-périodiques de (F)?
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Exercice 3.2.55 E désigne 'espace des fonctions f : R — R de classe C*° et, pour n € N*, ®,, est
I’endomorphisme de E défini par

On(y) s x> ay”(z) — (2 + 2n)y (z).

1. Quel est le noyau de &, ?
2. R,[X] est-il stable par ®,, 7

3. Trouver les valeurs propres de ®,,. Soit A I'une d’entre elles. Trouver un polynéme P # 0 tel que
®,,(P) = AP. Trouver toutes les fonctions propres associées a A
(Indication : on pourra faire le changement de variable y = e*z).
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4 Indications exercices PSI*

4.1 Algébre-géométrie

400 A2n +oo0 Dn
Indication pour ’exercice|l.1.1|: Diagonaliser A, A" = PD"P~let > =P <Z '> pt
n=0 (27’L) n=0 (2n)

o 0 0
Indication pour I’exercice [1.1.2[: ¢ +1 = e2 (el2 e 2
(Pp)n et une sur (¢;,)n

Pour la courbe, quelle relation existe-t-il entre |z,41| et |z,|? chercher alors une courbe autorisant la
fluctuation du module.

Indication pour ’exercice [1.1.3]:

) d’out une relation de récurrence sur

1. Calculer ses valeurs propres puis A diagonalisable ssi la multiplicité de toutes les valeurs propres

On peut égaler raisonner par ’absurde si A est diagonalisable alors A est semblable & ..... donc

A=..

2. A = Mat(u,B) alors A est semblable & B ssi il existe une base C = (f1, fa, f3) telle que B =
Mat(u,C). Dans ce cas écrire u(f;) en fonction de f1, fa, f3, écrire les équations correspondantes
et les résoudre (en passant par les coordonnées) en se rappelant que BX = u(x)

3. AM = MA et A = PA'P~!. Montrer que M’ = P~'MP vérifie AAM' = M'A et résoudre
I’équation

Indication pour 1’exercice [1.1.4] :

1. Si u est ’endomorphisme associé & A dans la base canonique alors u(V;) = AV; = .. . La matrice
B de u dans la base (V;); est ...... donc A = PBP~! ou P est la matrice ....

2. A=PA' Pl A"=P(A)"P~!, A= —I3+ N avec N nilpotente et on invoque une connais-
sance de Newton

1o 2" A" _ e 2" nn -1
> ngo n! <n§0 (2”)!(A) )P

Indication pour I’exercice [1.1.5|:
1. On factorise a; dans la ™€ ligne, on effectue L, «— Lj; — L; et on développe selon la 7™
colonne
P(X)
(X —a1)..(X —ap)

2. Le polynome P est de degré ...de coefficient dominant ..... La fraction rationnelle

est de degré ..., elle se décompose en

P(X —~ b

(X) —p+y Y
(X —a1)..(X —apn) = X —a;

(sous la condition que les (a;); soient deux a deux distincts) et on applique les méthodes usuelles

de sup (en se rappelant les décompositions de Q lorsque R est & racines simples. Le cas ou

certains a; soient égaux se traite par densité

4.2 Analyse

Indication pour I’exercice [1.2.1]:
1. Traiter séparément les cas n pairs et n impairs, se rappeler que . = > + > et utiliser les
impair  pair
théorémes de sommation sur des séries divergentes convenablement choisie
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2. Le cas a > 1 est simple. Si « €]0, 1], le terme a,, est du signe de .... donc la série est ...... Pour
la monotonie de |a,| se ramener a I’étude de agy+1 + a2, et utiliser la concavité de = +— x® en
des points convenablement choisis

Indication pour I’exercice [1.2.2]:

1. Revoir son théoréme de dérivation sous le signe [ dans le cas général (Lebesgue) et étre C L sur
R est équivalent & étre C'' sur tous les segments.

2. Oh la belle intégrale de fractions rationnelles! Vite le cours de sup (décomposition en éléments
simples, etc)

x x
Indication pour l’exercice [1.2.3|: [ (W) —f (37) = .. puis sommation et principe des dominos

(ou télescopage)

Indication pour I’exercice ¢ Analyse : On obtient a, en fonction de a, 2. On fera attention
a la division par 0. Deux coefficients sont alors nécessairement nuls et tous les autres sont fonction de
deux coefficients (ag et a4).

Synthese : la solution est combinaison de deux séries entiéres dont les rayons de convergence sont non
nuls.

Sur un intervalle ne contenant pas 0, l'espace des solutions est de dimension ........... et nos deux
solutions sont ........

Indication pour I’exercice [1.2.5| :

et on vérifie correctement les théorémes du

1
1. Six >0, e ® <1 doncon pense au DSE de 7
cours.
On n’oublie pas que sinz = Im(e'*)

2. On n’oublie pas que sinz = Im(e?®) et cosz = Re(e’®) et on connait les primitives de e’ pour
beC

3. On cherche une valeur particuliére de « pour laquelle le DSF de f est le développement en série
de I
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5 Indications exercices MP

5.1

Algébre-géométrie

Indication pour l’exercice [2.1.1]:

1.

2.

(a) Calculer GF(M) et en déduire un polynéme annulateur de G.
(b) Calculer G(E; ;)

Méthode identique au 1

3. Calculer soigneusement Go D et Do G.

En déduire que tout sous-espace stable de G (par exemple, les sous-espaces propres) est stable
par D. En déduire I'existence d’une base commune de réduction

Indication pour I’exercice [2.1.2]:

1.
2.

RAS

A est semblable & A’ ssi il existe un endomorphisme u et deux bases B et C = (f1, f2, f3) telle
que A = Mat(u,B) et A = Mat(u,C).

Si on considére que B est la base canonique de R? alors I'endomorphisme u est défini par u(z) =
AX. Dans ce cas écrire u(f;) en fonction de fi, fa, f3, écrire les équations correspondantes et les
résoudre (en passant par les coordonnées

Veérifier que Vect(A, B) est stable par produit, chercher ’élément neutre pour la multiplication
(attention, il ne s’agit pas de I3, il faut donc se rappeler de la définition d’un élément neutre 1
pour la multiplication dans un anneau) et enfin, déterminer pour chaque C' de Vect(A, B) un
élément D de Vect(A, B) tel que CD =1

Indication pour I’exercice [2.1.3|:

1.

Soit u ’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de Q? est A.La matrice de u
dans la base (z, Az, A%x) est .....

Si K = Q, montrer que X3 — 2 est irréductible dans Q[X] (cf.la définition dans le cours), le

polyndéme caractéristique P de A est de degré .... donc P = ..
Si al + bA + cA? = 0 alors le polynome a + bX + ¢X? est annulateur de A donc ...
Si al + bA + cA? est un élément non nul de F, on chercher a’'I + V' A + ¢/ A? tel que

(al +bA+cAH(dT+VA+IAY =1

On développe et on utilise ’équation satisfaite par A ainsi que I'indépendance linéaire sur QQ de
I, A, A? ce qui amébe & un systéme linéaire d’équations

Si K = R, chercher A sous la forme d’une homothétie et en déduire une équation de dépendance
linéaire

Indication pour 1’exercice [2.1.4] :

1.

Diagonaliser A. A = PDP~! et si M est dans le commutant, montrer que M’ = P~ 'MP
commute avec D

Ecrire la matrice de X — AX — XA dans la base canonique de 93(R) puis déterminer son
image

L’implication directe n’utilise que les propriétés usuelles de la trace.

La réciproque : si u est un endomorphisme dun espace euclidien E, ‘u est ’endomorphisme de E
défini par (u(z),y) = (z,' u(y)) Yo,y € E. Montrer que ‘@4 = ®:4 (merci les propriétés usuelles
de la trace) donc @4 = ..... puis se réferrer & son cours sur la formule (Im!u) = ...

Indication pour I’exercice [2.1.5| :
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1. A quelles conditions sur z, le polyndme caractéristique posséde des racines multiples ?
2. Une valeur propre est racine de ...........

3. Montrer que si z est une valeur propre de M (z) et si |z| > 1 alors |z|* < 2|z| |#| donc 2| ...

Indication pour l’exercice [2.1.6| : Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C. Montrer
z1 T1

quesi X = | : | est un vecteur propre associé a A alors X = | : | est aussi vecteur propre associé
Tn Tp

a ... On considére ensuite 'application X — X

Indication pour I’exercice ¢ Montrer que A et B commutent. En déduire que chaque sous-
espace propre de B est stable par A puis considérer 'endomorphisme vz ou u est 'endomorphisme
dont la matrice dans la base canonique est B et I’ parcourt les sous-espaces propres de A

Indication pour I’exercice [2.1.8|:

1. Comment construire un carré a partir d’une diagonale? cf. les cours de collége : = ) puis un
losange est un carré ssi ........

2. Monotonie de la suite, limites éventuelles. Pour I'équivalent, déterminer « tel que uy, ; — uy
tende vers une limite non nulle puis Césaro ou les sommes partielles de séries divergentes.
Pour le second terme, introduire v,, = u,—1’équivalent puis expliciter une relation de récurrence
sur la suite v

Indication pour ’exercice [2.1.9|: Utiliser le théoréme des noyaux et écrire la matrice de I’en-
domorphisme associé dans la base correspondante. Ensuite si deux endomorphismes commutent, les
espaces stables pour 'un sont stables pour I’autre ce qui nous donnera de jolies matrices. On invoque
alors Conan et on se lance dans les calculs barbares.

5.2 Analyse

Indication pour 1’exercice [2.2.1] :

1. Justifier que, pour n assez grand, ’on puisse passer au logarithme et, en utilisant les DL, montrer
que |In(1+ x) — x| < Cz? pour une constante C convenable et = petit.

2. Le premier point est résolu par ’encadrement précédent pour la suite (In f,,). Pour en déduire
la convergence uniforme pour (f,), appliquer 'inégalité des acrroissements finis a la fonction
x +— expx en deux points convenablement choisis. Pour le second, prendre ¢ = 1 et procéder
par I’absurde : la suite (f,4+1 — fn) converge uniformément vers 0 sur R donc elle est bornée ...

Indication pour I’exercice m : 277 = exp(—xInx) et utiliser le DSE de = — exp. Etablir
également une relation de récurrence sur les intégrales paramétrées par n

Indication pour I’exercice m : Nest-ce pas (& un facteur pres) une belle somme de Riemann ?

Indication pour ’exercice : Ils’agit d’une série ... donc on peut appliquer (tous) les résultats
du théoréme associée. Pour les limites, se réferer aux théorémes sur les limites de série et pour la limite
en 0, seul le terme n = 0 est génant

Indication pour 1’exercice [2.2.5] :
1 n —x)ntl
= S (a5

k=0 1

1. Utiliser 1 , intégrer et estimer la derniere intégrale.

1 t
x
2. On utilise le développement en série du 1 pour [ ﬁd:p et [ est égal a ce développement
0 x

lorsque t = . On soustrait et on applique un théoréme sur les limites de séries de fonctions. Pour
finir, la somme obtenue a déja été calculer au moins une fois dans le chapitre sur les séries de
Fourier pour ceux qui souhaitent expliciter complétement 1’équivalent.
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Indication pour l’exercice [2.2.6]: J’aime les logarithmes, les équivalents de séries divergentes.
Je n’oublie jamais que w, v, # exp(uy) exp(v,). Par contre w, = v, + o(1) alors exp(u,) =
exp(vy) exp(0(1))” exp(vyn) donc on revoit les méthodes usuelles pour obtenir des DAS a l'ordre 2
et plus. En particulier, pour les termes suivants le premier, on introduit une suite auxialiaire a,, égale
a la suite moins son équivalent et on étudie ap11 — an.

Indication pour 1’exercice [2.2.7] : RAS

1. RAS a part voir son cours et I'inégalité triangulaire

2. L’inégalité triangulaire est une égalité ssi tous les termes de la somme sont de méme signe
Une fonction continue sur un compact .......

x
Indication pour I’exercice [2.2.8|: cos(a—b) = .., et la fonction = — [ h(t)dt est la ..... de h donc
0

elle est ... La fonction f = 2z [ ... est de classe ....Ensuite montrer que f est solution d’une équation

différentielle du second ordre.

Indication pour ’exercice [2.2.10|:

n

n tdt a l’aide d’un changement de variable trés simple (pour
x

lequel les bornes d’intégrations sont constantes)

x
1. Ecrire le DSE de f puis calculer [
0

2. Deux séries entiéres sont égales ssi .......

3. Majorer simplement les intégrales intervenant dans le DSE. Si I,, est la n**™¢ intégrale dans le

1
DSE de ¢(f), montrer que 0 < I, < ——
n+1
Indication pour ’exercice [2.2.9] : Se ramener & une simple somme, utiliser une décomposition

en éléments simples et se rappeler du développement asymptotique de la somme partielle de la série
harmonique.

Indication pour l’exercice : J’ai toujours eu un faible pour le binome de physique de
Newton. On décompose la somme relativement aux pairs et impairs. On se rappelle des parties réelles
et imaginaires de (x+14y)". Une suite complexe converge si et seulement si son module et son argument
convergent.
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6 Indications exercices MP¥*

6.1 Algebre-géométrie

Indication pour ’exercice m :  On pose G(M) = AM (resp. D(M) = M A) Calculer G*(M)
(resp. D¥(M)) et en déduire un polynéme annulateur de G (resp. D). Calculer soigneusement G o D
et D o G. Montrer que tout sous-espace stable de G est stable par D. En déduire 'existence d’une
base commune de réduction

Indication pour I’exercice (3.1.2]:

1. Si E est borné, la distance en deux points est borné. Dans le cas contraire construire une suite
d’éléments disctints de £ dont les normes tendent vers 4oco.

2. STAC B,supA...sup B

3. Traiter pour commencer le cas n = 3 et utiliser que abc = \/@\/%\/%
Traiter le cas n = 4 et utiliser que abed = V/abev/abdv/ acdv/bed et on fera attention que §(x..%)
porte sur tous les couples possibles et imaginables de {x..x}
Pour le cas général utiliser une formule du type z1..2, = /*/*../x

4. Pour calculer dg se ramener sur la droite réelle et montrer que ’on peut se ramener & ’étude de
la fonction x — (z — a)(b — z) sur le segment |a, b]

Indication pour 1’exercice m : Si f est un isomorphisme de (Z/47)? sur un sous-groupe de
GL,(R), alors f((1,0)) = A et f((0,1) = B sont deux matrices de GL,(R). Chacune est d’ordre 4 et
on remercie le théoréme des noyaux), elles commutent ((Z/47)% est commutatif) et 'intersection du
groupe engendré par A et celui engendré par B est réduit par {I,,}. Il existe une matrice P inversible
telle que P~YAP et P~'BP soient réduites et traiter pour commencer le cas n = 4..

Indication pour 1’exercice [3.1.5|:

Justifier que W (v) est toujours engendré par v, Aw et A%w (se rappeler d’un polynéme annulateur
standard) donc W(v) = E si et seulement si la famille ....... puis effectuer la réduction de A pour
trouver les CNS (conditions nécessaires et suffisantes)

Indication pour 1’exercice [3.1.6] :

1. Regrouper les racines n*“"*¢ de 'unité selon leurs ordres dans U,. Si ¢ est une racine n'*™¢ de
Punité d’ordre d, montrer que d | n et que ¢ est un générateur de Uspsos.

2mik
2. Passer au degré et trouver a quelle condition arithmétique sur k, exp(T) est générateur de
Uy, puis revoir la définition de l'indicatrice d’Euler.

3. Procéder par récurrence sur n et, en posant P(X) = [][ ®4(X), utiliser la formule du 1 qui
d
i
montre que ®,(X)P(X)=X" -1

Indication pour 1’exercice :

1. RAS
2. RAS

3. Montrer que {¢,,a € G} est un sous-groupe de AutG. Un sous-groupe d’un groupe cyclique
est cyclique (le démontrer si vous ne vous rappelez pas la démonstration). Montrer ensuite qu’il
existe ¢ € G tel que pour tout a € G, il existe n tel que ¢, = .. Montrer que ¢, = ¢, si et
seulement ab~! commute avec tous les éléments de G. En déduire une écriture de zy et de yx
pour z et y € G.

4. G=(Z,+): f(n)=f(A+---+1)= f(1)+--- f(1) puis obtenir la forme du morphisme et enfin
décrire a quelle condition un tel f est bijectif
G = (Z/nZ,+) méme méthode en utilisant les classes, mais f(1) € Z/nZ. f est surjective alors
1 admet un antécédent, ce qui implique une certaine condition nécessaire. Montrer finalement
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qu’elle est suffisante.

G = (Z%,+). Que dire de f(a,0), de £(0,b), puis f(1,0), f(0,1) € Z? puis écrire f(a,b) a I'aide
d’une matrice A & coefficients entiers. Montrer que f est bijective si et seulement A est inversible
et son inverse est aussi & coefficients entiers.

G = (83, 0). Décrire explicitement G, montrer quun élément o d’ordre k alors f(o) est d’ordre
k si f est un automorphisme. En déduire les images possibles des transpositions et des 3-cycles.
Pour la gloire ( :-) ), montrer que Aut G est isomorphe a G (utiliser les ¢, ).

Indication pour I’exercice [3.1.8/: Rechercher une racine évidente et écrire le tableau de multi-
plication de Z/47.

Indication pour l’exercice :  Montrer que f(kmod7)kf(1mod7). Que dire d'un élément @
de Z/13Z tel que Ta = 7Tmod 13

Indication pour ’exercice [3.1.10|:

1. Choisir une base B de E. En écrivant tout complexe en forme cartésienne, obtenir une famille
génératrice sur R.
Comparer AX et AX.

2. Combien de racines réelles le polynéme annulateur de A posséde-t-il? Que dire de ces valeurs
propres complexes 7 de leurs multiplicités ?

(a) le déterminant est notre ami.

(b) A est-elle diagonalisable sur C? Quelles sont ses valeurs propres ? que dire de leurs multi-
plicités respective ? A partir de cette base de vecteurs propres de C™, construire une base
de R™ et écrire la matrice semblable & A correspondant & ce changement de base.

Indication pour l’exercice [3.1.11| : Se rappeler que les transvections, les dilatations engendre
GLa(k) (cela découle du pivot de Gauss) et calculer le commutateur xyz~ly~! lorsque = est une
dilatation et y une transvection. Ensuite déterminer, a ’aide d’une équation différentielle, les fonctions
dérivables en 1 f : RY — R telles que Vo € R,  f(zy) = f(z)f(y). Montrer que I'on peut toujours
supposer f dérivable en 1.

Indication pour ’exercice [3.1.12]:

1. Montrer qu’il s’agit d’une forme n-linéaire alternée puis I’évaluer sur la base canonique.
2.

(a) Rechercher la dérivée du déterminant lorsque n = 2 en exploitant les DL puis étendre la
formule en général.

(b) La question précédente ne sert donc a rien! :-) Pour (i) = (ii¢), procéder par ’absurde.

Indication pour ’exercice [3.1.13|:
1. RAS

2. Passant aux endomorphismes associés, utiliser que les espaces propres d’un endomorphismes
sont stables par cet endomorphisme, puis que, si deux endomorphismes commutent, alors les
sous-espaces stables pour 'un sont stables pour 'autre. En déduire la forme nécessaire pour
la matrice B puis montrer que la réciproque est vraie. Conclure en explicitant une base ou en
explicitant un isomorphisme entre C(A) et 7?77

3. Trigonaliser A et rajouter sur le ™€ coefficient diagonal un terme de la forme a pour et k

un entier pouvant tendre vers 400 et a un réel suffisamment bien choisi pour que la nouvelle
matrice posséde des valeurs propres distinctes (traiter, par exemple au départ, le cas n = 3).
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4.

Introduire I’endomorphisme ® 4 de M, (C) défini par ®4(X) = AX — XA et exprimer C(A4) a
I’aide de ® 4. Utiliser ensuite qu’une matrice est de rang inférieur ou égal a 7 si et seulement toutes
les sous-déterminants d’ordre k& > r de cette matrice sont nuls (cf. le cours sur la caractérisation
du rang d’une matrice en fonction des sous-déterminants). Invoquer pour finir, la continuité de
I’application qui & une matrice associe un sous-déterminant.

Indication pour 1’exercice [3.1.14] :

1.
2.

5.

tA,, = ..? donc le cours affirme que ...

(AB);j = Y a;byj, dans cette somme seul 3 termes peuvent intervenir £ = j — 1,45,7 + 1.
%

Considérer ensuite les cas i < j,i =j et ¢ > j

On calcule par récurrence le déterminant de B,, en développement la premiére colonne. On en
déduit det A4,,.

On trouve une relation de récurrence pour le polynéme caractéristique qui est
Vn>2, P,(X)=02-X)P,_1(X)— P,_2(X).

Pour z € R convenable (pour obtenir un discriminant positif), expliciter le polynéme caracté-
ristique en fonction de x (la formule est plus ou moins longue). Pour déterminer les constantes
initiales, étendre la formule de récurrence pour n > 0, en recherchant la valeur correcte de P; (en
utilisant P» et P3) ainsi que celle de Py (& l'aide de Py et Py). Pour exhiber les racines de P, on
remarque qu'il existe, dans l'expression de P,, essentiellement deux expressions du type a + /3
et a — +/B. 1l est intéressant de faire un chagement de variable sur x, pour que le conjugué dans
C de /B soit -/B, c’est-a-dire que /3 est un imaginaire pur donc 3 soit 'opposé d’un carré
parfait (faire un début de carré parfait puis voir du coté de la trigonomeétrie).

Une matrice symétrique est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont 777 ?

Indication pour l’exercice [3.1.15] :

1.
2.
3.
4.

Voir son cours sur la définition d’une application nulle et sa contraposée.
Que dire de BX(? En déduire BA*X.
A" =0 si r > n et montrer que la famille (I, A,.., A"~1) est libre.

montrer que AX = XA donc X = --- et résoudre alors ’équation.

Indication pour I’exercice (3.1.16] :

. Si deux matrices commutent, les espaces propres de 'une sont stables par I'autre. Que dire de

la dimension des espaces propres de A7

2. A est diagonalisable sur k si et seulement k™ = .... et on applique le théoréme des noyaux.

3. Ne disposons nous pas d’une belle base de vecteurs propres de B ?

4. On a une inclusion. Montrer que la réciproque est vraie.

-2 0 0
4
5. Justifier que X commute avec § 2 0| . En déduire 1a forme de X.
5
2 0 2
2 2
1 0 0
00 1
Indication pour l’exercice |3.1.17|: Utiliser J = |: ¢ .. .. (], calculer ses puissances
0 KPR
10 --- 0 O

successives. En déduire que J est diagonalisable sur C. Quelles sont les valeurs propres éventuelles ?
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Rechercher les vecteurs propres correspondants. (PDP~1)* = PD*¥P~1. En déduire que M est dia-

gonalisable. Le déterminant d’une matrice est égal au produit des valeurs propres. Remarquer que
n—1

S (k+1)X* est la dérivée de? ??

k=0

Indication pour I’exercice (3.1.18]:

1. On a un beau polynéme annulateur.

1 V3. 1 V3

2. Si A est inversible, montrer que Sp(A4) = {75 + - b5~ 72} et en déduire une contradiction.

1 V3. 1 V3

Montrer ensuite que Sp(A) = {0, D) —1—71', 5 7@} et en déduire dim ker A. Procéder ensuite

par analyse pour obtenir la forme des deux derniers vecteurs et exploiter le théoréme des noyaux
pour la syntheése.

2
3. Considérer ’'endomorphisme associé & u. Soit v sa restriction a ker(A2+ A+ 1) et w = —(v +

V3

1
5 Id).Calculer w? et montrer que dimp ker(A2 + A + I) est pair. Montrer ensuite que I’on peut

construire une base dans laquelle la matrice de w est de la forme (_OI é) .

Indication pour 1’exercice (3.1.19 :

16 -8 —16
Cas A= |16 —8 —16| Son polynome caractéristique est X (X + 8)(8 — X ). Montrer que X com-
8§ -8 -8
mute avec A. En déduire que tout vecteur propre de A est vecteur propre de X.
10 0 * x 0
Cas A= |0 1 0 | Montrer que X est delaforme | * * 0 | puis étudier I'équation B? = I,.
0 0 -8 0 0 —2

Si B admet une valeur propre réelle, montre que B = I5. Sinon, trouver un polyndéme annulateur

. . -1
de degré 2 de B puis montrer que B est équivalente sur R a (0 )

1 -1
-4 3 3
Indication pour ’exercice [3.1.20|: La matrice A= | -3 2 3| est-elle diagonalisable ?
-3 3 2

Résoudre I’équation X2 + X = A dans M3(C) puis dans M3(R).
Indication pour l’exercice [3.1.21] :

1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R? euclidien et revoir ses formules sur le produit

vectoriel. Etudier toutes les réductions possibles (diagonalisation sur R, C, trigonalisation sur
R? C)?

(a) lz Ayl < -

(b) g = exp f? que vaut alors tgg? detexp f = trexp f. En déduire 'axe de rotation et deux
valeurs possibles pour I’angle de rotation. Montrer qu’il existe une BON de R? dans laquelle

0 0 O
la matrice de fest |0 0 —a | et calculer les différentes puissances de (2 _Oa) .
0 aa O

Indication pour ’exercice 3.1.22]:

1. Revoir son cours sur la caractérisation des matrices orthogonales en dimension 3.

2. X commute avec A donc elle laisse stable ’axe de rotation ainsi que le plan de rotation, donc
X est conjugué a une matrice du type ....
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Indication pour 1’exercice (3.1.23| :

1.

La donnée d’un polynéme annulateur pour A2 induit un polynéme annulateur pour A. Dans le
cas oul ker A = ker A% et A non inversible, appliquer le lemme des noyaux a (X2 — \) ol \ est
une valeur propre non nulle de A2.

Tester sur une matrice de rotation convenable.

Indication pour 1’exercice [3.1.24] :

ok woN

Développer < u(z +y),x +y > .

Revoir la définition de I’adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien.
Que dire de fuu ?

u(z) peut-il étre colinéaire a z 7

Si z € (keru)t, la famille (z,u(z)) est-elle orthogonale ? I’orthonormalisée et écrire la matrice
de la restriction de u dans cette base orthonormale By. Justifier que cette restriction est un

. . . . . 0 —a
endomorphisme antisymétrique. En déduire que la matrice est de la forme <a,» Oa Z> . Intérer
K3

avec la restriction de I’endomorphisme & 1'orthogonal dans (ker u)* de Vect B;.

Appliquer le théoréme précédent dans le cas antisymétrique. Dans le cas général, montrer que
la formule reste vraie mais avec une matrice de changement de base quelconque (et non plus
orthonormale). Pour cela considérer un vecteur non nul e;, puis montrer que (e, Aep) est une
famille libre et stable par A. Considérer ensuite un vecteur es n’appartenant pas a Vect(ey, Aey),
montrer que (eg, Aeg) est un plan stable par A et que la famille (e1,u(e1), ea, u(ez)) est libre (il
y a déja trois vecteurs libres, donc il suffit de montrer que ...et on se raménera a résoudre un
systéme 2 x 2 a valeurs vectorielles). Procéder ensuite par itération.

Indication pour 1’exercice [3.1.25| :

1.

6.2

Vérifier que x — (Ax,y) est un produit scalaire sur R" et, en utilisr une base orthonormale pour
ce produit scalaire.

(a) Si A € GL,(R), A = 'PP et réduire la matrice *P~!BP~!. Traiter le cas général par
densité.

(b) idem et la fonction In est concave.

Analyse

Indication pour l’exercice :  Développement en série de Fourier de f et utiliser 'unicité du
DSF (on fera attention a I'étude ) S = > + > en distinguant les termes de méme nature)

n n pair

Indication pour I’exercice (3.2.2]:

1.

Pour 1’étude de la convergence simple, on remarque qu’il suffit d’étudier la suite u,+1 = f(uy)
et I’on remercie l'artillerie fournie en sup

Jusitifier que 'on peut supposer travailler sur un segment [a, b] (qui n’est pas K) stable par f
sur lequel la fonction f a une bonne monotonie. Montrer que f,, posséde une monotonie et en
déduire un encadrement de fy,(x) par f,(a) et f,(b) et en déduire le mode de convergence

Montrer que tout nombre réel est la limite d’une suite de dyadiques (i.e. de nombres de la forme
B
A+ oF ou A, B sont des entiers relatif et k un entier naturel). Soit ?X ¢ un monome : vérifier que

1
la suite (f2(x)x!) converge uniformément vers Q—kX ¢ pourun choix convenable de s. En déduire

le résultat attendu pour tous les monémes et conclure.
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Indication pour 1’exercice (3.2.3] :

1. Si on faisait un petit tour les espaces euclidiens et les problémes de moindres carrés
2. Expliciter F'(k) et 'exprimer a ’aide d’un produit scalaire puis le miracle s’accomplit

3. Idem et se rappeler que (z,z — p(z)) = ||..||?

4. La fraction rationnelle est de degré 1 donc de la forme F(X) = avec P de degré < ....

La question 2 nous donne la forme de P, la question 3 nous donne 'expression exacte de P.
P(X)

Décomposer explicitement la fraction (on appelle a 'aide le cours de sup sur la décom-

position en éléments simples) et pour finir on a unicité de la décomposition en éléments simples

Indication pour I’exercice (3.2.4] :
1. Calculer ses valeurs propres
On veut une condition topologique (ouvert, fermé, etc)

2. B(0,7) C K C Eg donc Q(r,0) <1 et Q(0,7) <1 ce qui nous fournit inégalité trés importante
et on utiliser le 1 (en n’oubliant pas la caractérisation des compacts en dimension finie)

3. On a une fonction ......... Sur un ........... donc ..............
T
Montrer que l'aire de l'ellipse Eg est T (on montre que Mg = PD?P~1 ou P est
et Mg
orthogonale et pose le changement de variable Y = DP~1X).
Montrer que @ — T est une fonction strictement convexe et une fonction strictement
et Mq

convexe sur un convexe posséde au plus un minimum (faire un dessin ou mieux le prouver)

Indication pour 1’exercice [3.2.5| :

+00
1. Pour le produit scalaire (a,b)y, = Y. n**a,b, est une bonne idée (il faut justifier que la série
n=1
converge et on se rappelle que |zy| < ...). Pour la complétude, si (a®)); est une suite de
H,, on montrera que (ank )i est une suite de Cauchy. Si «;, est la limite, on justifiera que
N
VN >0, > n¥(a, — a,(@k))2 < €2 pour k assez grand et donc la suite o — a®) € H, pour

n=1
k assez grand (a justifier). I’espace H est un espace vectoriel donc « € Hy et en revenant a

I'inégalité précédente, on en déduit que la suite (a(k)) L converge vers «

N N g
2. Appliquer Cauchy-Schwartz & > anb, = Y. (—)(nby,) ce qui donnera la continuité et une ma-
n=1 n=1 T

b
joration de la norme subordonnée. Ensuite, en remarquant que la suite (— ), € H; on calculera
n
b
Ay((Z2)n)
3. Si (a®)) est une suite de H; contenue dans By, (O, 1), on justifiera que Vn > 1, la suite (ag{:))k
est bornée. On extrait de la suite

1
- (agk))n une suite (afl(k))k qui converge vers I tel que Vk > 0, ‘afl(k) - 11’ < ok
o . ° 71
— (afl(k))k une suite (a3’ %(k))k qui converge vers ls tel que Vk > 0, ‘aﬁl 72(B) ) < 2% ok
_ (a?o%(k))k une suite (a?wzw"‘(k))k qui converge vers I3 tel que Yk > 0, ‘aflo%o%’(k) - 13‘ <
1
3 x 2k
............. e ' oo . o, (k
B (a;{hos&go P—1)( ))k: une suite (a;ﬁ Pg0..04( ))k qui converge vers [; tel que Yk > 0, ‘a;{’wwzo p;(k) lj‘ <
1
j x 2k
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puis on montre que application n — ¢(n) = (p;0p50..¢,,)(n) définie une application strictement
croissante de N. On vérifie que, quel que soit k > 1, la suite (a?(k))k?j est extraite de (agﬁ)) et

on justifie que la suite (I,), est une valeur d’adhérence de (a¥));, (on travaillera sur les sommes
finies).

Indication pour 1’exercice [3.2.6| :

1. Vérifier que le premier facteur du produit est le cos d’un angle remarquable. Montrer qu’il en
est de méme du second & l’aide de la formule de duplication du sinus puis, pour la limite, se
rappeler de I'équivalent du sinus en 0.

pusliy| 0 a /too ]
2. Montrer que ’on peut déterminer une primitive de 6 — nz[) on tan on (parex:a +— bf (nz[] on tan

. . a « N . .
puis utiliser la formule cos a cos 3" Ccos — - obtenu & la question précédente.

=
Indication pour ’exercice :

1. Soit g € G quelconque.
Montrer que toute valeur de g est de module 1 (considérer N pour k € Z et utiliser que G est
borné donc (A¥)ez aussi).

Jusifier que pour toute valeur propre A et pour tout entier k, on a |A — 1| < a. Ensuite s’aider
d’un dessin placer les A\¥ en remarquant que })\k — 1| < «a quelque soit k. Pour donner un
résultat rigoureux, distinguer le cas ou 'angle n’est pas un multiple rationnel de 27w (calculer

a
P 1| et revoir I'¢tude de la suite (sinna), lorsque — est irrationnel). Dans

alors précisément
le cas oul ’angle est un multiple rationnel de 27, on a de belles racines de I'unité.

2. Montrer que pour tout élément g de G, g — I,, est une matrice nilpotente. Calculer g* et utiliser
que g* — I, est bornée pour montrer que g = I,,

3. Montrer que o < /3 est valable (revoir la preuve et constater, si 'on a bien fait son boulot)

v . 2mp . . . . . .
qu’il n’y a que le cas oli ¢ = — avec ¢ impair qui pose vraiment probléme et minorer finement
q

}/\k — 1! pour k bien choisit a ’aide du dessin.

Indication pour I’exercice (3.2.8| :

1. Monotonie de la suite, puis utiliser 'inégalité u, 2 < tup41(1 + r™) et démontrer que le produit
+00
[T (14 7") est convergent

n=1

2. Etudier la série Y (up4+1 — up) et revoir les théorémes de sommation des séries convergentes ou
n
divergentes.

Indication pour ’exercice :  Dans un voisinage de 1, y > 0. Commencer par se ramener a
la résolution de
(B :y(1) =1, ay +y=2("—4)

et expliciter la solution de cette derniére équation différentielle. Déterminer ensuite I'intervalle maximal
Iy =|a, b, contenant 1, sur lequel la solution yy de (E’) est strictement positive. En déduire 'intervalle
minimal ]a, b] sur lequel est définie la solution maximale ymax. Supposer que 'on puisse prolonger la
solution a droite de b. Déterminer ymax(b) et donner les variations de ymax & droite de b (dans un
certain voisinage). En déduire I’équation différentielle satisfaite par ymax & droite de b. Expliciter ymax
sur cet intervalle. Vérifier le recollement au point b. Pour finir, supposer qu’une solution a ’équation
initiale existe dans un voisinage de 0 et obtenir une contradiction.

Indication pour 1’exercice [3.2.10) :
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1.
2.

En dimension toutes les normes sont ...

Considérer une famille de n vecteurs orthonormés et les combinaisons linéaires quelconques de
ces vecteurs pour montrer que n < C2.

Indication pour 1’exercice (3.2.11] :

1.

Gargon! un graphique, un théoréme de Dirichlet, un argument de parité, les formules trigo
sinacosb = ... et cosnm = ... pour la question 1.

Calculer les coefficients de Fourier de ®(f) en invoquant Fubini. Pour p = 0 par calcul direct.
Apreés permutation des intégrales, pour p > 1, utiliser la formule de développement en série
de Fourier du 1 pour calculer l'intégrale en dx. Justifier toutes les permutations d’intégrales
(attention la primitive de cos(ax + b) ou sin(ax + b) a deux expressions selon les valeurs de a).
Au final, vous devez aboutir a

ap(B(f)) = —7T(4p§_1)ap(f) et by(B(f)) = —77(4]33_1)%@»

En déduire une inclusion pour Sp(®) puis vérifier que chaque valeur propre éventuelle est effec-
tivement une valeur propre dont la multiplicité géométrique est, en général, 2.

Indication pour I’exercice [3.2.12] :

1.
2.

4.

Ecrire la forme de f*) et revoir les limites 2%¢® en infini. En déduire celles de 2%,

C
112 f(x) <

tifi <
Justifier que f(z) T

——— pour C et D convenable. Pour le caractére C?,
1+ 22

justifier que si ¢ € [—a,a] et |n| > a. Changement de variable

<
14+ (z+n)2 = 1-2|n[a+n?
7 =n+ 1 pour la périodicité.
Pour le coefficient complexe, justifier la permutation série intégrale et appliquer la relation de
Chasles généralisée (que l'on justifiera!)

Le changement de variable linéaire est notre ami.

Indication pour I’exercice (3.2.13] :

7

1.

Le théoréme de Dirichlet, un probléme de continuité en 7, et calculer les coefficients de Fourier
complexes (pour profiter de la formule e%e® = - )

. Utiliser la formule précédente en a = 7 puis découper la somme selon n <0, n=0et n > 0 et

effectuer un changement de variable sur la premiére somme pour obtenir les méme ensemble de
sommation que la derniére somme.

. Procéder par analyse formelle (tout est permis), en passant au In et en dérivant. Utiliser la

formule de la question 2 pour obtenir ’équation différentielle satisfaite par u,. Pour que le
produit soit convergent, il faut que hr}rl tun(a) = 1. En déduire un équivalent de la constante
n—-oo

d’intégration puis choisir comme constante d’intégration 1’équivalent. Pour la synthése, montrer

que la série Y Inw, est C1 sur [0, 1], calculer sa dérivée, en déduire une primitive. Pour évaluer
n=2
la constante d’intégration, faire tendre a vers 0.

Corrections PSI*

7.1 Algébre-géométrie

Correction de l’exercice m :  Le polynome caractéristique de A est (X —4) (X —2)% Les
espaces propres sont fournis par

3 0 1
Ey =Vect(| -1],(2]) Ey = Vect | —1
-3 3 —1
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La matrice A est donc diagonalisable puisque la multiplicité de toute valeur propre de A est égale a
la dimension de I’espace propre correspondant. Ainsi nous avons la formule : A = PDP~! avec

3 0 1 2 00
P=|-1 2 -1l etD=]0 4 0
-3 3 -1 0 0 2
ce qui implique que A?" = PD?"P~1 donc
+oo 9n
0 0
nz=:0 (2n)!
S AT §S L_paenp-t P+Oo L_peypt_p w2 p!
= — - It 0 —
Z (2n)! Z (2n)! (Z (2n)! ) nzz:o (2n)!
P
0 0
n=0 (271)'
En se rappelant du développement en série entiére de x — ch z, on obtient
1 1
—ch2+ —ch4 §ch2—§ch4 —ch2+ch4
+20 4o ¢ch2 0 0 % % 21 23
Z =P 0 ch2 0 |P'=]|Zch2—=-ch4 —=ch2+-ch4 ch2—ch4
— (2n)! 2 2 2 2
—ch2—-—-ch4 —=ch2+ -ch4 2ch2-ch4
2 2 2 2

Correction de D’exercice : [.1.2]

1. On place le point d’affixe z,, & ’aide d’un compas, on trace I'intersection w, du cercle de centre
Porigine et passant par le point z, avec I’axe des abscisses positives. Le mileu du segment [z, wy,]
est le point z,41.

e¥n 41
2

Oy = 7” mod 27. Une récurrence immédiate montre que

) 1 ) .
2. Zngl = Ppyi€fnil = i(pnezd’" +0n) = Pn- = pp€¥n/? cos % Ainsi, p,, 1 = p,, cos % et

Po T %o
Yn=>1, o,= 2—nm0d27r et p, = pol_[lcosy
1=
L sin @, sin @, . .
En particulier, ¢,, — 0 et p, = pp———— ~ po . La suite (z,,) converge vers le point
N ¢0 n—+0o00 gbo
27 sin —
de 'axe réel positif zo, = py Sl; ¢0.
0

3. Tous les points de la suite sont de module moindre que p, et des angles variables. En particulier,

1—cos2
il existe pour tout entier n, un angle ¢,, tel que p,, = p,sin p,, = Po(%). Il suffit alors
1 —cosf
de considérer la courbe polaire d’équation r = Po% qui est une belle cardioide.

Correction de l’exercice [I.1.3] :

1. Son polynome caractéristique est (X + 1)3 donc son unique valeur propre est —1. Si A est
diagonalisable alors il existe une matrice P inversible telle que

A=prP|[0 -1 0 |P'=P(-I)Pt'=-PP'=-1I

or A # —I3 donc A n’est pas diagonalisable
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2. Fixons B la base canonique de R? et considérons u l’endomorphisme de R? dont la matrice

-1 0 0
dans la base B est A. Dire que A est semblable & la matrice | 1 —1 0 | est équivalent a
0 0 -1
rechercher une base (e, €2, e3) de R? telle que
u(er) = —e1 +ex u(ea) = —ea ez = —es.

Autrement dit, nous devons rechercher deux vecteurs propres (e, €3) associés a la valeur propre
—1 linéairement indépendants sur R tels que le vecteur ep appartienne a 'image de u + Id (car
u(er) +e1 = e2).

La matrice de u + Id dans la base B est

7T —6 5
14 —-12 10
7T —6 5
1
et il est immédiat que tous les vecteurs colonnes sont proportionnels au vecteur [ 2 |, ce qui
1
implique que
1
Im(u + Id) = Vect | 2
1
1
On est alors obligé de poser e = | 2 | et on vérifie que ey est bien un vecteur propre de wu.
1

D’autre part, un calcul direct montre que ’espace propre E_; est de dimension 2 et

0 1
E_1=Vect([5],]12])
6 1

0
ce qui nous ameéne a choisir e3 = | 5
6
x
Il nous reste a déterminer le vecteur e; = | y | . L’équation
z
T 1
(A + I 3) Yy = 2
z 1
0
posséde comme solution le vecteur e; = —é
0
Les vecteurs (e1, ez, e3) sont linéairement indépendants sur R (car ey et ez forment une base de
0 10
E_1 et e; ¢ E_1) donc ils forment une base de R3. Si on pose P = —é 2 5],ona
0 1 6
-1 0 0
A=P|1 -1 0 |P!
0O 0 -1
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-1 0 0 000
3. Considérons les matricess /= 1 -1 0 |etN=|1 0 0
0 0 -1 00O

Soit M une matrice qui commute avec A alors
MA =AM < MPA'P™' = PAP'M

en multipliant de part et d’autre de la derniére égalité par P~! a gauche et par P & droite, on
obtient
MA =AM < (P"*MP)A' = A/(P~'MP)

Posons M’ = (P~ M P) alors I'équation M A = AM est équivalente & I'équation M’'A’ = A'M’.
En remarquant que A’ = —I3 + N, on obtient

M'A =AM & M (~I34+N) = (—I3+ N)M' & M'N = NM’

Pour résoudre cette derniére équation, nous n’avons pas besoin d’invoquer les grandes théories.

Tr1 T2 I3
Nous nous la jouons sauvage. On écrit M’ = | x4 x5 x| et on réinjecte dans ’équation ce
Ty I8 T9
qui nous donne
0 0 0 b 0 0
a b cl=1le 0 0)]<b=0, a=e, ¢c=0, h=0
0 0 0 h 0 0
a 0 0
La matrice M’ est de la forme M’ = | d a f | donc
g 0 1
M =PM'P?

Puisque que nous avons travaillé par équivalence, I’ensemble des matrices qui commutent avec
A est ensemble

1 1
a+7d——f —6d 5d+ ~ f
5 p 0 5 5 10 5
6a+14d—§f—|—35g—6i a —12d — 30g —6a+10d+§f—i—25g+6i : (a,d, f,g,i) € R®
1
a+Td—of +429—i —6d — 369 5d + = f +30g+i

Correction de ’exercice [I.1.4] :

1. La recherche du vecteur V; est le calcul de ’espace propre associé a la valeur propre —1 ce qui

0
donne V3 = | —1
1
x
La recherche de Vo = | y | se fait également par un calcul direct en résolvant le systéme
z
ay +az =0 R
AV = -V + V) & —xr=-1 @{ B
y=—z
z=1
1
dont une solution est Vo = | 0 | . La recherche de V3 est analogue et on aboutit au systéme
0
ay+az=1 =0
—x=0 & { 1
z=0 y=4277
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dont une solution est V3 =

o =O

La famille (Vi,Va,V3) est une base de R3 car les Vo et V3 sont clairement libres et Vi ¢
Vect(Va,V3). Si u désigne I’'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R3

-1 0 O
est A alors la matrice de u dans la base (V3, V2, V]) est 1 —1 0 |. Ainsi, si on pose
0o 1 -1
01 0 0 a a
P=(Vs Vo V)= 1 —1 | (qui est inversible et dont 'inverse est |1 0 0 ), on a
a
0 1 0 0 1
-1 0 O
A=P|1 -1 0 |P!
0o 1 -1
-1 0 0 000
2. Posons A= 1 -1 0 |=—-I3+NavecN= |1 0 0] quiest nilpotente d’ordre 2 (i.e.
0o 1 -1 010

N2 =0).
On commence par I'égalité classsique A" = P(A")"P~!
La matrice —I3 commute évidemment avec N donc la formule du binéme nous donne
n
(—Is+ N)" = (N = I)" = 5" CENF(=I)"™ = (=1)" Iy + (~1)"~'nN + (1)
k=0

n—2 n(n B 1)
2

N2

Explicitions maintenant notre matrice (A’)™

(=" 0 0 1 0 0
(A/)n — (—1)”_1n (_1)n 0 — (_1)11 —n 1 0
n_on(n —1) e n n(n—1)
(—1) QT (=) tn (1) ——— —n 1
d’ot

A" = (_1)n n 1—%71(72—1) —gn(n—l)

1 1
—n gan (n—1) Fan (n—1)+1

+oo " A" +oo t0

exprd = Y =Y %P(A’)"P‘l =P (Z ”;'(A’)"> p1

n=0 n=0 n=0

+oo
=P (Z % [(—1)"13 + (=" N + (—1)”‘2"(”2_1)N2D p1

n=0

oo 4 +oo 4 +oo 5

_ L n L n—1 €z n72n(n — 1) 2 -1
= P( ;)”!(_1) Is + nzo”!(_l) n| N+ nzon!(—n — | NP P
= P (—z)I5 + _ioxn( D" n| N+ fxn( 1)”—2M N%| pt

- SEPATEIs “ nl " “ nl 2

(les premiers termes des deux derniéres sommes s’annulant)

400 +o00
z" . 1 x" e _
€xXp .'EA = P (eXp(m)Ig + E m(*l) 1 N + 5 E m(*l) 2] N2> P 1
Ln=1 ’ n=2 ’
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(on effectue les changements de variables respectifs n' =n —1 et n” =n — 2)

exprA =

P (exp(—x)lg

+oo  n

T
+ xzom(—n" N +
n=

n=0

2
= P (exp(—x)lg + zexp(—z)N + T exp(—x)]\ﬂ) p1

2

2
= exp(—x)P <I3 +aN + Q;N2> p1

ce qui nous donne

1 ar ar
1 az? az?
expzA =exp(—z) | 7T +7 5 9
ax? ax?
T — —+1
2 2
Correction de I’exercice [I.1.5] :
1.
a; as asg a; -+ ap a; az az --- 1
ai a; as a; ai a; as 1
ar a2 a; ar a2 a;
P(ai)— = a;
G,
a1 as as ai coaq ai ay az --- 1

On effectue les opérations Ly < Ly — Ly pour k € [2,n]

a;
a1 — a;
al — a;
P(al) = ay;
a1 — a;

On développe par rapport a la ¢

ieme

as as A D an
a; — as 0 N | 0
0 a;—az 0 : :
0
: : IR 0
0 0 .- 0 0 ai = Qn|,

colonne derniére ligne

ai—a; a;—as 0
al — a; 0 a; — as
0
. 0 a;i—aj
P(a;) = (=1)"a; 0 0
a; — Qi1
0
a1 — Qg 0 0
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puis par rapport & la derniére colonne

al —a; a; —az 0 0
al — Qg 0 a; — as
0
' : : : 0 a—ai—1
P(a;) = (=) a;(a;—an) 0 0
a; — Q41
0
0
ay — a; 0 0 0 a; — Ap—1

en itérant, on obtient

ai —a; a;—as 0
a1 — a; 0 a; — as
P(a;) = (=) ai(a; — ap) - - (@i — ai1) | : 0
0 a;—a;—1
al — a; 0
On échange alors la premiere colonne avec la (i — l)iém6
a; — a 0 e a1 — a;
0 a; —as - a1 — a;
P(a;) = <_1)i+1ai(ai —ap) - (a; — aiy1) : 0
0 a;—ai
0 a1 — a;

= (=D)"™ai(a; —an) - (a; — ais1)(a; —a1) -+ (a; — a;i—1)
(i—1) ;;cteurs

= (D" =)"ai(a — ar) - (0 — 1) (@i — ai1) - (a5 — an) = a; | [ (@i — ax)
ki

P(X)

(X —a1)..(X —ap)
tique, il est de degré n et son coefficient dominant est 1. La décomposition en éléments simple

est une fraction rationnelle de degré 0 car P étant un polynome caractéris-

montre que

P(X A

o Pt

(X —a1)..(X —ap) — X —a

pour E et (Ai)ie[[lm]] des réels. La détermination de E se fait par passant a la limite lorsque

X — 400, on obtient £ = 1. On suppose désormais les a; sont deux a deux distincts alors

g - Pla)
;=

[T (a; — ax)
Kk

= qa; donc

P(X) B ag
X —a) (X —an) szlx—ak'

On se rappelle ses classiques de sup. Si @ = (X — a;1)..(X — a,,) est a racines simples alors
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/

En meédiatant la méthode d’obtiention de cette formule, on se dit que I’étude est tres

intéressante. En effet, elle est de degré 0 et son facteur entier E est égal & n = deg P et

—X-a Q Q
donc
p_ P L XQ 0@ _ XQ'—(n-1)Q
Q (X —a1).(X —apn) Q Q
P=XQ —(n—1)Q avec Q = (X —a1)..(X — ay).
r ay ag --- (0799
al X as
Les applications (ai,..,a,) — P = det|q a9 2 ... | et (a1,.yan) — X((X —
an
ay az ag --- x

a1)..(X —ap)) — (n — 1)(X — a1)..(X — ay) sont continue de R™ dans R, [X] et coincident
sur Vouvert U = {(;);e[1,n] tels que Vi # j € [1,n], ; # x;} donc elles sont égales sur R™.

7.2 Analyse

Correction de ’exercice [1.2.1] :
1. Soit b, = ag, alors by,41 — b, = —(2n + 2)* + (2n + 1)@ ~ —a(2n)* 1 = —a29 2~ (par
n—-+0oo

application du TAF a la fonction x +— x® entre les points 2n + 2 et 2n+ 1 ou par DAS). Puisque
a > 0, la série de Rieman n®~! est divergente et I'utilisation des sommes partielles de séries
divergentes pour permet d’écrire

n

b =bn —bo = (bry1 — bp)
k=0

n n
2 _a2a—1no¢—1 — _a2a—1 § :na—l ~ _2a—1na
n

~Y
n—-+00 —+00
k=0 k=0

(le dernier équivalent s’obtient soit par comparaison série-intégrale, soit par utilisation des
sommes de Riemann pour la fonction z — 2%~! sur Pintervalle [0, 1]. Ainsi, on a obtenu que

(2n)"

_ ~ _9a—1_« _ _\=
b, = aan ate 247 'n 5 (1)
De méme, posons ¢, = agp+1 alors ¢p41 — ¢, = —(2n 4+ 2)* + (2n + 3)¢ ~ a(2n)*"1. Par le
n—- oo
méme type de raisonnement que précédemment, on aboutit a
a—1_«a __ (2n)a (2n + 1)@
F2n+1 n—-—+o00 2 = 2  n—4oo 2 ) (2)

Des deux équivalents et , on en déduit que les deux suites extraites pair impair de la suite

an . an R R
1 converge vers — donc la suite ————— converge vers _ c’est-a-dire
(=1)n—Ipe 2 (=1)n—1Ipe 2

(_1)1171,”/04
ap ~ —
n—-+o00 2
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2. Si a > 1, alors la série de terme général |—| est positive, équivalente a la série de Riemann —

n n
donc elle est convergente et la série >, — est convergente.
n>1 Gnp,
1 (=) In®
Si0 < a < 1, lasérie Y, — n’est pas absolument convergente. L’équivalent a,, ~ ~———
n>1 0n n—+00 2

montre que pour n assez grand le signe de a,, est celui de (—1)"~! c’est-a-dire que 1’on a affaire &

une série alternée. Etudions la montonie de la suite |a,,| = (—1)" 'a,. Il a été vu dans la premiére
question que la suite (ag,) est décroissante et la suite (ag,4+1) est croissante. Puisque, pour n
assez grand, la suite (ag,) est négative et la suite (ag, +1) positive, on en déduit que la suite
(lagn|) est croissante et la suite (|ag,+1|) est croissante (il suffit de faire un dessin). Il ne reste
plus qu’a comparer |agy| et |agn+1| c’est-a-dire trouver le signe de |ag,+1| — |agn| = agnt1 + azn.
Nous allons commencer par réécrire ces sommes en les découpant selon les nombres pairs ou
impairs, c’esta-dire si 'on écrit que

n n n n—1
aons1 =— > (2K)"+ > (2k+1)* et ag, = — > _(2k)* + > _(2k+1)°
k=0 k=0 k=0 k=0

alors agpi1 + a2 = —(2n+ 1) + 22((2/{ + 1) — (2k)%)
k=0

Puisque « €0, 1], la fonction = — x® est concave donc

k+ (k+1)
2

1

1
VEeN, ( )3 Sk + Sk + 1) & 22k +1)° > (28)° + (2K +2)°.

Nous sommons cette inégalité de 0 & n, ce qui nous donne

n

2 i(% +1)* =) (2k)* + i(% +2)@
k=0

k=0 k=0
n n+1
=23 2k +1)" > sz +Z2k —22% (2n +2)®
k=0
&20) 2k +1)* = (2k)%) = (20 + 2)* © agni1 + az0 = (204 2)% — 20+ 1)* > 0.
k=0 k=0

On en déduit immédiatement que |ag,+1| = |azn|. En se rappelant que les suites |az,| et |agp11]

sont croissantes, la suite (ag,) négative et la suite (az,41) positive et avec un petit dessin, on se

convainc que la suite (|a,|) est croissante. Puisqu’elle tend vers +oo, la série >, — satisfait au
n>1 Qn,

théoréme spécial des séries alternées donc elle converge.

Correction de ’exercice 1.2.2] :

arctan(tx
1. Papplication (x,t) — # est C! sur R?, et I'on a

1+ ¢2
arctan(tx 1 1
# < g e avec t — gm qui indépendante de x et intégrable

141¢2

~ V(z,t) € R?,

sur R

d ,arctan(tx) t t
- Va>0, VzeR\[— VieR, |= = <
t

avec t — (I +22)(1+ ) qui indépendante de = et intégrable sur R
a
On peut donc appliquer les théorémes de Lebesgue pour les intégrales & paramétre et affirmer
que f est continue sur R (cela découle de la premiére majoration) et que f est C! sur R\[—a, a
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quel que soit a > 0 (cela découle des deux inégalités) donc f est continue sur R et C! sur R

avec
“+00
t
Ve £0, fl(z)= dt.
0
de dérivation sous le signe | .
1 oo 1
2. On effectue le changement de variable u = t? donc f'(z) = = [ 5 du. On utilise
2 o (I+22%u)(1+w)

la décomposition en éléments simples pour obtenir I’ egahte

1 1 1 2
(14 22u)(1 +u) 1—a2 [(1—|—u) (1 + z2u)

ce qui nous ameéne au calcul de 'intégrale souhaitée :

+00 A
t 1 1
2 d = i du= 1l In(1+ A) —In(1 + 224
/ 1+ 222)(1 + £2) A T e e T A, i+ A) — In(l 427 A)]
0 0
1 1+A In 22 In |z|
= —— lim 1 =— =-2
1— 22 4o n(1+x2A) 1 — 22 1— 22
In |z| In|z|
/ _ —
doncf(m)——1_$2 =7
xr
3. Par conséquent, il existe une constante A tel que f(z) = A+ [ ﬁdt (cette intégrale est
o 12—
. z lnt
convergente). Puisque f(0) = 0 et que f est continue sur R, on en déduit que f(z) = [ P
0
t
(il n’existe pas de primitives de ¢ — t2nil s’exprimant & l’aide de fonctions usuelles)
Correction de l’exercice [1.2.3| : Il est immédiat que I’équation mentionnée n’admet aucune
0
solution si g(0) # 0 (0 = f(g) — f(0) = ¢(0)). Supposons maintenant que g(0) = 0.
Supposons qu’une telle fonction f continue existe. On remarque pour commencer que f( 3n Jrl) —
x JE—
f(g—n) g(3n) et que pour tout entier n > 0, on a
- x T x
j{:g EE: f(gg;f)“f(gg))==f(§gii)“f($)
k=0
Puisque lim T =0 et que f est continue en 0, on en déduit que la série de terme général g(i)
n—-+oo 3N 3n+l 3n

est convergente et
400 +oo
> a(5) = F0) = f(2) & fla) = =Y 9l57).
n=0 n=0

Nous venons de prouver que si une telle fonction f existe alors elle est nécessairement unique (elle
explicité uniquement par g). Par contre, on n’est pas assuré de son existence car nous ne savons pas

. . x . ..
si la série Y g( 37) est convergente (nous avons montrer la convergence en utilisant la continuité de
n>0
I'éventuelle solution).
Si g est C! a dérivée bornée et si M désigne le réel sup |g(z)|, l'inégalité des acrroissments finis
zeR
(appliquée au point z et 0) montre que

=)

Vz € R,Vn € N, ‘g(?)n

<M (3)

www.mathematiques.fr.st 43 /154


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 7 CORRECTIONS PSI*

x
En particulier, la série g(3—n) est absolument convergente donc convergente. Posons h la fonction
n=0
T x
définie par Vx € R, h(z) = — >, g(g—n) L’inégalité (3) montre que la série g(g—n) est une série
n=0 n=0

normalement convergente sur tout segment de R. Puisque pour tout entier n, la fonction z — g(—n)

est continue, on en déduit que la fonction h est continue sur tout segment de R donc elle est continue
sur R.
D’autre part, la fonction h vérifie I’équation souhaitée car :

+oo +o0 400 +o00
Vo € R, h(3) —h@) = =D olga) + 2005 = — el + 3oz = o()
n=0 n=0 n=1 n=0

+o00 0 400
et h(0) = > g(3—n) = Y g(0) = 0. Nous venons donc de montrer ’existence d’une solution. Le point
- =

précédent montre que la solution est unique.
. . . . . . T 1 x
Nous avons d’autres informations en fait sur la fonction h. Puisque la série go(g(?)—n))’ = ng[) Fe I (37

)

1 M
est une série normalement convergente sur R (sup |—¢'(— v )| < =) et que la série > (g(i)) est
z€R 3n 3 3" n>0 3"

simplement convergente sur R, on en déduit que la fonction h est C! sur R et sa dérivée est h'(z) =

1
> (g(i))/ = Zo 39 ’(;;L) En outre, cette dérivée est bornée sur R car

n=0 3"

+oo
VzeR, |W(z)]< Z
n:O

=21
\23:

Correction de ’exercice [1.2.4]: On cherche un solution sous la forme

“+oo
Z anx"™ donc y'( Z nan,z" b ety (z) = Z n(n — 1)a,z™ 2
n=2
—+o00 —+oo
22y’ — 6xy + (12 + x2)y = Z n(n — 1)a,x" Z 6na,z" + Z 12a,z" Z 12a,z" 2
n=2 n=0
“+o00 —+00
= Z n(n —1l)a,x" Z 6na,x" + Z 12a,2™ — Z 12a,,_22"
n=2 n=2
“+oo
= Z (n(n — V)a, — 6na, + 12a,, — 12a,—2) " + 12a9 + (12a1 — 6a;)x
n=2
“+o00
Z[(n —3)(n —4)an — 12a,,_2]z"™ + 12a¢ + 6a12
n=2
On en déduit que 12a9 =0, 6a; =0 et
Vn>2, (n—3)(n—4)a, —12a,_2 =0. (4)

Il est immeédiat que ap = a3 = 0 donc ag =0 (n = 2 dans ) Par contre, on ne peut rien dire de as
et a4 ( pour n = 3 et 4, on aboutit & une égalité 0 = 0). La formule nous fournit néanmoins tous
les termes suivants en fonction de a3 et a4. On distingue les cas pairs des cas impairs.

12 12
2n+2-3)2n+2-4)" T 2 T B 0 - 2)

aon4+2 = a2n.-
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n=Lag(k11) n—1 12 12(n—1)—2+1 1272
Sin >3, le produit ] —2*+ gecrit - - le produit
in e produi k;l;[2 o s’écri 1}32 Gh—DEh—2  Cm=D =11 @3 (le produi
n—1 n—1

[ (2k — 1) désigne le produit sur tous les entier impair moindre que 2n — 3 et le produit [] (2k —2)
k=2 k=2
désigne le produit sur tous les entiers pairs moindre que 2n — 4 donc le produit des deux facteurs

décrit tous les entiers moindre que 2n — 3) mais en appliquant la version multiplicative du principe

-2
. . L. . Qonp ... 12"
des dominos, il s’écrit aussi —. Ainsi, sin >3, a9, = ———
ay (2n — 3)!

12 12
PN =
m+1—3)(2n+1—4) T 20T 9 0V 90 - 3

a4 et la formule reste valable pour

n=2.

. o A2(k+1)—1 2 12 12n—2+1 1271 )
Sin > 2, le produit ———— s’écrit = = cf. le rai-
sonnement précédent) mais en appliquant la version multiplicative du principe des dominos, il s’écrit
Ml a. 1271
Ainsi; sin > 2, a =—
as PERZ S T T o —9)
Le rayon de convergence de la série ) agn,x™ est infini (par d’Alembert) donc la série > ag,z"

n=2 n=2

converge quel que soit = ce qui implique que la série Y ag,(2?)" est toujours convergente et le
n=2

aussi ag et la formule reste valable pour n = 1.

rayon de convergence de la série est Y ag,z%".
n=2

En remarquant que Y. ag, 122"t = 2 Y agni1(2?)", on conclut également & ce que son rayon de
n>1 n=>1

convergence est infini.
+oo 19n—2 oo 19n—1

Si l'on note y1(x) = > 7@2" et yo(z) = > 7‘:132”“, ces deux fonctions sont définies
n=2 (27’L - 3) n=1 (277’ - 2)

sur R, C*° sur R, linéairement indépendante sur R et vérifient I’équation différentielle

22y — 6xy’ + (12 + 22y = 0.

(On remarque que le théoréme spécifiant la dimension de l'espace des solutions d’une équation diffé-
rentielle linéaire exige que l'on soit sur un intervalle et que la plus grande dérivée soit exempte de
coefficient.)

Cette équation différentielle est équalente sur R} a I’équation différentielle

, 6, 12422
Y —;y—i—

=0
x2 y

dont ’espace des solutions est de dimension 2, on en déduit que les fonctions y; et yo forment une

base des solutions définies sur R. De méme pour I'espace des solutions définies sur R”. Ainsi toute
solution de I’équation différentielle est de la forme

| ayi(z) + Bya(z) six >0
y(z) = { yy1(z) + dya(x) six <0

On constate que toutes ces solutions sont C! sur R et C* en dehors de 0. L’espace vectoriel des
solutions définies sur R est de dimension 4 et il est engendré par

- yi(x)siz >0 - ya(x) siz >0 - Osiz>0 . Osiz>0
Osiz<0 7’ Osiz<0 7’ yi(x)siz <0’ y2(x) siz <0

Par contre, si I’on exige la solution soit C? sur R tout entier, il est indispensable que o = v et 8 = A
c’est-a-dire y = ayq + By2. On en déduit que Pespace des solutions de classe C? sur R de I’équation
différentielle

22y —6xy’ + (12+2%)y =0
est de dimension 2 et est engendré par y; et ys.

Correction de ’exercice [1.2.5] :

www.mathematiques.fr.st 45 /154


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 7 CORRECTIONS PSI*

) 1 +o0o +oo
1. Puisque z >0, e ¥ <1let = > (e)" = > e ™ donc
I—e™® n=0 n=0
e ” =
: _ —(n+1)z o
[ =g Sinaz = Z e sin(azx).
n=0
+o00 +00
On serait tenter d’écrire I = Y [ e~ (") gin(az)dz mais le théoréme de permutation série-
n=0 0

+00 +oo

intégrale de Lebesgue ne peut s’appliquer ( [ ‘e*(”ﬂ)m sin(az)|dz < [ e~ Dy — |
0 n

qui est une série divergente).

Nous allons néanmoins montrer que cette égalité est vraie mais on va le faire a la main.

On remercie notre bien-aimé Gauss (dont, soit dit en passant, le prénom était Karl et non

Gottlieb) pour I'admirable égalité

—o)N+1 N e~ (N+1)z
o —m n _ —nx
1—e2 Z — e _Ze +1_efm
n=0 n=0
qui nous permet d’écrire
N +00 +o0o
I= Z / ~( 0 gin (az)da + / c 1 Sm(ix) e~ Nz gy,
—e
Nous disposons de la majoration
e sin(ax) _(ni1).| _ lalze™ x
Vx>(),Vn€N, ﬁe <m:||e$7—1

La fonction z —

— est continue sur R, se prolonge par continuité en 0 et est négligeable de-
e [e—

1 . . 19
vant — en +oo donc elle est intégrable sur R. Nous sommes en droit d’invoquer de convergence

dominé de Lebesgue, ce qui nous donne

+o0 +oo +o0

lim / et sin(aw) (g, / im ‘Wew“)xd@«— / 0dz = 0
——+o00 —eZ

0 0 0

—+oco
donc la série e~ (DT gin (gz)dx est convergente et sa somme est I, ¢’est-a-dire
g )
n=0 0

+oo T
I= Z e~ ("% gin(ax)dx
n=0 7

Il suffit de calculer ces intégrales classiques

400 400 +00 .
. ) e(f(n+1)+za)x
/ e~ (ntl)z sin(az)dx = / Im(e_(nﬂ)mﬂax)dm =Im / e~z tiar g |y | —
—(n+1)+ia
0 0 0
I 1 n+1+1a a
= m-—— = 11m =
n+1-—ia (n+1)24+a> (n+1)2+a?

On a donc ’égalité remarquable

i e * = a = a
———sinaxdx = =

| = > e L

0 n=0 n=1
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2. La fonction f est C'' par morceaux sur R donc, d’aprés le théoréme de Dirichlet) son prolonge-
ment périodisé et régularisé a R est développable en série de Fourier. Calculer ses coefficients
complexes lorsque a # 0.

2w 2w

. s=2m .
) ) (a—in)s (a—in)2m 1
2ren(f) = /f(s)e_msds = /e(a_m)sds = [e ; ] =< ;
a—1in a—1in a—1in
0 0 s=0
1 9 a+in ;4
- = ma _ 1] = = " ma _ q
a—in[e ] a? + n? [e ]’
la fonction f étant a valeurs réelles, on a
e?ﬂ'a -1 a e271'a -1 n
an(f) = 2Re(cn(f)) = T "2 + n2 et bn(f) = _QIm(Cn(f)) - - T a2 + n2

et

. too f(z) si z €)0,27]
) S (e ) costrna)tbul Psin(na)) = { 707 4 f(2-) 14 b
n=1 2 N 2

siz=0o0ouxz=27m

3. On utilise I’égalité de Fourier en x = 0 ce qui nous donne

1+ ¢%m 11 X1 g < a 1] 1, 14
—y = 5 e R N e Rl B T
2 T 2a T a‘+n a‘+n 2 a esma — 1
n=1 n=1
N Y IS ) DI § S
— a?+n? 2 |th(am) a 2 [th(am) a
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8 Corrections MP

8.1 Algeébre-géométrie
Correction de l’exercice 2.1.1] :

1. (a) Soit M € M, G?*(M)=G(G(M))=AG(M) = AAM = A?2M donc G*(M) — 5G(M) +
6Id(M) = 0 ce que l'on peut aussi écrire

G? - 5G +61d = 0.

L’endomorphisme G de M admet X? —5X +6 = (X — 3)(X —2) comme polynoéme qui est
scindé et a racines simples sur R donc G est diagonalisable sur R.
(b) La question précédente montre que Sp(G) C {2, 3}.

— Si A est une homothétie AId (avec A = 2 ou 3) alors G est également une homothétie de
méme rapport.

— Supposons que A ne soit pas une homothétie : si 'endomorphisme G n’admet qu’une

valeur propre, étant donné qu’il est diagonalisable, il est nécessairement semblable & une
matrice diagonale dont la diagonale est uniquement constitué de cette valeur propre c’est-
a-dire G est semblable & une homothétie donc G est une homothétie ce qui implique que
AM = MM quel que soit M dans M donc A = A\1d ce qui est absurde.
Ainsi si Sp(A) = {2, 3} alors Sp(G) = {2,3}. Soit M € M un vecteur propre de G associé
a la valeur propre \. L’égalité G(M) = AM est équivalente a I’égalité (A—A1d)M = 0. En
particulier, Im M C ker(A — AId). Réciproquement, toute matrice M vérifiant Im M C
ker(A — A1d) satisfait nécessairement a ’égalité (A — AId)M = 0 c’est-a-dire M est un
vecteur propre de GG. Par conséquent

VYA € Sp(G), ENG)={M € M telle que Im M C ker(A—X1d)} = L(R", ker(A—\1d)).

(a) Par un calcul analogue & G, on obtient D? — 5D + 61d et on conclut comme pour G.

(b) Pour proceéde de méme que pour G. On distingue également le cas oil A est une homothétie
du cas ot elle n’en est pas une. Dans ce second cas, M € ker(D — A1d) si et seulement si
M(A — X\Id) = 0 ce qui est équivalent & Im(A — AId) C ker M donc

VA € Sp(D), ExD)={M € M telle que Im(A — \1d) C ker M }.

3. Nous n’allons pas invoquer de grandes théories mais redécouvrir, "a la main", un résultat fonda-
mental de I'algébre linéaire et retrouver par la méme occasion 'origine d’une "astuce" classique
a résolution de cet exercice mais qui semble tombée du ciel sans aucune raison valable, hormis
qu’elle fonctionne.
Si A est une homothétie o Id alors F' est I’homothétie 2a1d et tout est dit.
Soit ¢ une valeur propre de F. Soit M un vecteur propre associé a ¢

F(M)=(M < AM + MA = XM + M
Soit = € ker(A — a1d), alors
AMz + MAx = (Mx < AMz + oMz =(Mzx < AMz = (( —a)Mx
donc Mz € ker(A — (¢ — a) Id) ce que 'on peut encore écrire
Vo € Sp(A),V¢ € Sp(F), M (ker(A — ald)) C ker(A — (¢ — «) 1d).

On voit en particulier, que si ( —a n’est pas une valeur propre de A alors M (ker(A—a/Id)) = {0}.
En particulier, si ( — 2 ¢ Sp(A) et ( — 3 ¢ Sp(A) alors M est nulle sur chaque sous-espace
propre de A et celui étant diagonalisable M est nulle, ce qui n’est pas. Nous venons de montrer
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simplement que ( —2=2ou(—2=30ou(—3=2ou(—3=3, autrement dit ¢ € {4,5,6} et

Sp(F) C {4,5,6}.

Avant d’aller plus loin, il est utile de quitter le monde des matrices pour avoir un point de vue

plus géométrique (afin de s’affranchir du choix d’une base initiale & priori trop rigide et peu

adaptée au probléme). Introduisons deux endomorphismes de R™ : a désigne ’endomorphisme
associé & A dans la base canonique de R™ et m ’endomorphisme associé¢ & M dans la base
canonique.

— Si ¢ = 4. Soit M est un vecteur propre associé a 4 alors M (ker(A — 21d)) C ker(A — 21d) et
M (ker(A — 31d)) C ker(A —Id) = {0} donc M (ker(A — 31d) = {0}. Puisque A est diagonali-
sable, ker(A—21d)®ker(A—31d) = R" et si’on considére une base B de R™ formée de vecteurs
propres associés a la valeur propre 2 puis de vecteurs propres associés a la valeur 3, la matrice

de ’endomorphisme de m dans cette base est de la forme <€ 8) et M = P (g 8) p-1

ol P est la matrice de changement de base correspondante. Réciproquement, soit m un endo-

> alors la matrice de

morphisme de R™ dont la matrice dans la base B est de la forme ( 0 8

A dans cette méme base est la matrice <2ép 3(; > et
q

C 0\ (2, 0, (21, 0 (C 0\ _(4CL, 0\ _ (C 0
0o 0/\ o 3I o 3,J\o o/~ 0o o/ “\o o)
C 0

Autrement dit la matrice M = P < 0 0

> P! est vecteur propre de F pour la valeur propre

— Si ¢ = 5. Soit M est un vecteur propre associé a 5 alors M (ker(A — 21d)) C ker(A — 31d)
et M(ker(A —31d)) C ker(A — 21d). Si 'on considére de nouveau la base B de R™ définie ci-

dessus, la matrice de '’endomorphisme de m dans cette base est de la forme <g 10)> et M =
0 D\, . . L.
P c oo P~ ou P est la matrice de changement de base correspondante. Réciproquement,

soit m un endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est de la forme <g 10)> alors

. i 21 0
la matrice de A dans cette méme base est la matrice < P ) et

0 31,
0 D 21p0+21p0 0D_05D_50D
Cc 0 0 3 0 3,)\C 0) \bC 0) “\C 0)°
. . 0 D\ ,_;
Autrement dit la matrice M = P c oo P~ est vecteur propre de F' pour la valeur propre

5.
— Je laisse le lecteur le soin de vérifier que ’espace propre de F' associé a la valeur propre 6 est

I’ensemble des matrices M de la forme P <8 g) p1

En résumé,

EiF) = {P (C 8) P10 € M, (R)avec p = dimker(A — 21d)}

Es(F) = {P <C 10)) P10 eM,,(R), DM, y(R) avec p = dimker(A — 21d) et ¢ = dimker(A — 31

E¢(F) = {P <8 g) P10 € M,y(R)avec p = dimker(A — 31d)}

Il est évident que les espaces vectoriels E4(F), E5(F), Eg(F) sont en somme directe et que

M = E,(F) @ E5(F) @ Eg(F)
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ce qui démontre que F' est diagonalisable, que Sp(F) = {4,5,6} et que les espaces propres
de F' découlent des espaces propres de A. Remarquons que les espaces intervenant dans la
décomposition spectrale de F' sont isomorphes & des espaces d’applications linéaires d’un espace
propre de A dans un autre espace propre de A.

L’explication de l’astuce : si nous travaillons en terme d’endomorphisme, 1’espace propre de
F relativement & la valeur propre ¢ est I’ensemble des endomorphismes m tels que m(ker(a —
ald)) C ker(a — (¢ — a)Id) donc m est une application linéaire de ker(a — aId) dans ker(a —
(¢ — a)Id). Or une base de I'espace des applications linéaires est formée des bases duales (dans
M) aux matrices E; j (dans les bases de vecteurs propres) c’est-a-dire aux applications linéaires
envoyant un vecteur propre e; sur un vecteur propre e; et envoyant tous les autres vecteurs
propres e; sur 0. La matrice M correspondante est la matrice e; tej oll encore PEMP*I. Dans
certains livres, on résout cet exercice en introduisant ces endomorphismes. Effectivement, ils
conviennent et nous venons d’expliquer pourquoi (question fondamentale en science).

Une démonstration plus théorique de la diagonalisabilité de F' Les endomorphismes G
et D commutent car

VM e M, (GoD)(M)=G(D(M))=G(MA) = AMA = D(AM) = D(G(M)) = (DoG)(M).

Puisque chacun de ses endomorphismes est en outre diagonalisable, on en déduit qu’il existe
une base commune de diagonalisation.

Redémontrons rapidement ce résultat fondamental : on se rappelle qu’une conséquence de
la commutation de deux endomorphismes est que chacun conserve les espaces stables de
Uautre, en particulier, D laisse stable tous les espaces propres de G. Fixons un tel espace
propre EX(G). La restriction de D\g,(q) de D a Ey est une application linéaire de Ex(G)
dans E\(G) donc c’est un endomorphisme de Ex(G). Puisque D est diagonalisable, Dig, ()
est également diagonalisable. Il existe donc une base By de E)\(G) formée de vecteurs
propres de D\g,(g) donc de D (par définition d’une restriction). Si l'on regroupe (on dit
aussi concaténer) toutes ces bases (B))xesp(q), nous obtenons une base B de M formée de
vecteurs propres de D. Or les éléments de By sont par définition dans Ex(G) donc sont des
vecteurs propres de G (plus précisément des vecteurs propres attachés a la valeur propres
A, mais on va faire varier ensuite \) donc les élements de la base B. Ainsi notre belle
base B est constituée a la fois de vecteurs propres pour G et pour D. Dans cette base, les
matrices de nos deux endomorphismes sont donc diagonales et nous venons d’effectuer la
codiagonalisation de G et D.

En particulier, si 'on écrit la matrice de F' dans cette base commune de diagonalisation,
on constate qu’elle est diagonale et qu’elle est la somme des matrices diagonales de G et D
et on on obtient ainsi que Sp(F') C {g+d, g € Sp(G), d € Sp(D)} = {4,5,6}. L’argument
montrant que Sp(F) = {4,5,6} reste valable ainsi que l'explicitation des espaces propres.
A mon sens, c’est la meilleure méthode car elle exploite simplement, mais profondément,
Papproche géométrique, sans utiliser d’astuces tombées dont ne sait trop ou (la science doit
pouvoir se reconstruire et se redécouvrir a chaque instant).

Correction de D’exercice [2.1.2] :

1. C’est quand méme pas Ducros qui va se décarcasser pour cela :-)

2. On se dit pour commencer que A et B ont un air de famille. Désignons par (ej, ez, e3) la base
canonique de R3. Si I’on effectue le changement de base faisant passer de la base (eg, €2, e3) 4 la

0 01
base (e3, e2,€1) & la matrice B, c’est-a-dire, si on la conjugue par la matrice P= |0 1 0], on
1 00

a PBP~! = A. La relation "étre semblable étant une relation d’équivalence, il suffit de montrer

www.mathematiques.fr.st 50/[154


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 8 CORRECTIONS MP

0 0 0
que A est semblable a 0 _15 ~5 | . Cela signfie qu’il existe une base (v1,va,v3) telle que
0o - -2
2 2
3 1 1 3
A’U]_ = 07 AUQ = *51}2 + 51}3, A’U3 = *51}2 — 51}3,

Si ’on pose guére de questions et que ’on cherche brutalement les coordonnées des trois vecteurs,

on va étre confronté a une équation de 6 inconnues a 6 équations (symptatique).

Entre force et finesse et étant donné que nous n’avons pas I'avantage, on choisit la finesse. De
1

téte, on remarque que le vecteur v1 = | 1 | convient trés bien. L’objectif est de trouver vs et vs.
1

Le polynome caractéristique de A est X3 +3X2 4+ 3X = X(X2 43X + 3). Le polynome X? +

3X + 3 possédant un discriminant strictement négatif (et ses racines complexes sont —51' 3 -

31
—,=iV/3 — = dont les parties réelles et imaginaires interviennent dans la matrice souhaitée), il

est irréductible sur R. Le théoréme des noyaux montre que
R? = ker A @ ker(A? + 34 + 31d)

En se rappellant la méthode de résolution des équations du second degré, on remarque que

3 3,2
S ="(-=4A Id)? +1d
En particulier, si vo est un vecteur non nul quelconque de ker(A% + 3A + 31d), posons v3 =

2
(ﬁA + v/31d)vy. En particulier,

A2+3A+3Id:(A+;Id)2+

2 3 3
— Avy + 3y & Avyg = —uy + \2[213 (cela commence bien).

/3 2

V3 =

Explicitons Avs

Avs = [?(\%AJﬂ/ﬁd)
?(%A + \/gld)zvg — gv:g

2 2
Puisque v € ker(A? +3A4+31d) = ker[(%A ++/31d)2 +1d], on a(%A +/31d)2 +1d)%vy =0

3 \/g 2 3
— =1 = —(—=A I - =
9 d]1)3 5 (\/g =+ \/g d)'l)g 2'1)3

donc
Av —ﬁ(—v )—lv ——ﬁv —§v
37 2) 3= 5 V2 53
1 11 1
Puisque A2 +3A +3Id = |1 1 1|, on peut prendre v, = [ —1|, par exemple, alors
1 11 0
1
%\/3
vy = g\/§ la famille (v2,v3) est clairement une famille libre de ker(A% + 3A + 1d) (qui est

2
~-2V3
S V3

laissé stable par A!), les espaces ker A et ker(A? 4+ 34 + 31d) étant en somme directe, on peut
affirmer que la famille (vq,v2,v3) est une base de R3 et si P désigne la matrice de changement
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0 0 0

de base de la base canonique de R? dans (v, v2,v3) alors A = P 0 9 o p-1

Une remarque : En fait, on peut faire un choiz arbitraire de vy € ker(A? +3A+31d). Si vy #0

alors la famille (ve, (%A + V31d)va) est une famille libre et vérifie les conditions exigées. En

effet, si vs est colinéaire a vy alors Ave est colinéaire a ve (il suffit de revenir a la définition de

v3). Puisque va est un vecteur & coefficients réels non nul, ve est un vecteur propre réel de A, il

est alors nécessairement associé a une valeur propre réelle (Avg = Avy donc vy € R™ et toutes
e

les coordonnées de vo sont réelles) qui ne peut étre que 0 donc vy € ker A ce qui est contraire

aux hypothéses.

3. Notons V' = Vect(A, B). Un corps étant un anneau ou tout élément inversible dispose d’un inverse
dans Panneau, commengons par montrer que V' est un sous-anneau de (9, (R), +, x). V est non
vide inclu dans 91, (R), étant donné qu’il s’agit d’un espace vectoriel, il est stable par addition.
Pour montrer que V est stable par multiplication, il suffit de montrer que A%, AB, BA, B? appar-
tiennent & V' (le reste découlant par distributivité de la multiplication par rapport a I’addition)
Un calcul direct nous donne

A= 2A+BecV, B*=A-2B€V, AB=BA=-A-BecV (5)

donc V est bien stable par produit. On remarque méme que la multiplication est commutative
sur V car

V(a,b,, ) € R, (a@A+BB)(aA+bB) = aaA? +(af+ba) AB++b3B% = (aA+bB)(aA+3B)

alors qu’elle ne l'est pas sur 9, (R).

V' doit posséder également un élément neutre pour la multiplication et étant donné que la
multiplication est commutative, nous devons trouver un élément oA + 8B de V tel que pour
tout élément aA + bB de V,

(A + BB)(aA+bB) = aA+ bB.

Puisque nous connaissons les générateurs de V et que ces générateurs commutent, il faut et il
suffit de vérifier que
(0dA+ BB)A=Aet (tA+B)B=DB

(le cas général découlant toujours de la distibutivité...). En dévelopant cette égalité, en utilisant
les égalités et utilisant I'indépendance linéaire sur R de A et de B, on aboutit aux deux

systémes
20— 8 =— 1
{ 200 — 3 LN {a:ﬂ: -l

1
Ainsi —g(A + B) est I’élément neutre de V' recherché (ce n’était pas une certitude a priori).

Intermeéde : on remarque que cet élément neutre est distinct de 1’élément neutre de M,(R). En
effet, I3 est peut-étre I’élément neutre de M, (R) DV mais Is ¢ V donc il ne peut étre élément

neutre de V. Ce phénoméne apparait par exemple avec le groupe G = {(g 8) , a € R} qui

10 ,
0 0 =% Iy. Par contre, si I’élément
neutre e d’un corps K appartient & un sous-ensemble H de K stable par produit, alors e est
élément neutre de H.

Il reste & montrer que tout élément non nul aA+bB de V (donc (a,b) # (0,0)) admet un inverse

appartenant a V, c’est-a-dire qu'il existe (a, ) € R? tel que

est un sous-anneau de My(R) et dont I’élément neutre est

1 1
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(la seconde égalité découlant de 'inverse a droite n’est pas nécessaire car la multiplication est
commutative sur V). En développant cette égalité, on obtient

a0 (=24 + B) + bB(A — 2B) + (af + ab)(—A — B) —%A - éB

et en utilisant 'indépendance linéaire de A et B, on doit résoudre le systéme (aprés élimination

des trop nombreux signes négatifs) :
- 2a+b a-—b a\
b—a 2b+a)\B)

) a pour déterminant 3(a? + b% + ab) qui est une forme quadratique

(2a+b)a+ (a—b)p =
(b—a)a+ (2b+a)B =

W W~
W |~

2a+b a—0
b—a 2b+a
en (a, b) définie positive. En particulier, si (a, b) # (0,0) alors 3(a®+b?+ab) # 0. En se rappelant
I'inverse d’une matrice 2 X 2, on aboutit &

a\ 1 2b+a —a+b
B)  3(a®+b2+ab) \-b+a 2a+D

La matrice (

B 1 b
© 3(a?+ b2 +ab) \a/)’

W W -

Autrement dit, la matrice (bA+aB), qui appartient a V', est I'inverse de aA+bB

1
3(a? 4 b? + ab)
et V est un corps commutatif contenu dans 9, (R). Etonnant ?

Exercice li¢ 2.1.3] et 2.1.6]

Correction de I’exercice : Une remarque préliminaire : Soit C' une matrice & coefficients dans
K. On sait que K[X] est un anneau principal (tout idéal est engendré par un élément) et 1’ensemble
J des polynomes de K[X] qui annulent A est un idéal de K[X]. Il existe donc un élément 7 € J tel
que J = (m) = {nS, S € K[X]}. L’'unique 7 vérifiant cette condition et de coefficient dominant 1
s’appelle le polynéme minimal de A. En particulier, tout polynéme annulateur de C est divisible par
le polynéme minimal de C. Si en outre, ce polynéme annulateur est irréductible sur K alors il est égal
au produit d’une constante et du polynéme minimale (en effet, si P est annulateur et irréductible donc
7 divise P et par irréductibilité, P = Am ou P = X\ € K et cette derniére égalité est impossible).

1. Si un tel vecteur z € Q3 existe alors, si on note u I’endomorphisme associé & A dans la base

0 0 2
canonique de Q3, la matrice de u dans cette baseest B= |1 0 0] . Un calcul direct montre
010

que B3 = 213 donc elle convient bien. Tous les éléments de la classe de conjuguaison de B sous
Paction de GL3(Q) (les matrices semblables sur Q a B) satisfont également a I’équation.
Bonus : Montrons qu’il s’agit des seules solutions.

On teste les matrices diagonales mais aucune ne convient car /2 ¢ Q. Un peu de réflexion
s’impose. Une telle matrice A a pour polynéme annulateur X3 — 2. Si ce polynome admettait
un divisieur non constant de degré strictement inférieur o 3 alors P serait le produit de deuz
polynomes R, S € Q[X]. On en déduit que 3 = deg P = deg R+deg S et degR > 1 et degS > 1
donc deg R = 1 et degS = 2 ou deg R = 2 et degS = 1. On peut donc supposer que R est
de degré 1 donc il admet une racine o € Q. Par conséquent, X3 — 2 admettrais © comme
racine rationnelle donc o® = 2 ce qui est impossible (on adapte la démonstration de Pythagore
de lirrationnalité de \/5) Le polynome X3 — 2 est donc irréductible sur Q et la remarque
préliminaire montre qu’il s’agit du polynéme minimal (il normalisé). Le polynome caractéristique
de A est donc divisible par X3 — 2 et comme ils sont de méme degré et qu’ils possédent le méme
coefficient, ils sont égaux.

On en déduit une application immédiate : si x est un vecteur non nul de QS, alors la famille
(z, Az, A%x) est libre sur Q.
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Preuve : supposons que ax +bAx + cA?x = 0. Soit u ’endomorphisme associée & A dans la base
canononique de Q3. L’espace vectoriel V = Vect(x, Az, A%x) est stable par A donc l'application
linéaire v = uyy ‘est un endomorphisme du Q-espace vectoriel V' et son polynome caractéristique
Xo (appartenant ¢ Qs[X]) divise celui de u qui est X3 — 2. Ce dernier étant irréductible, on
en déduit que x, = X> —2 ou x, = A € Q*. En particulier, degy, = 0 ou degx, = 3 donc
dimV =0 ou 3. Le premier cas étant impossible car x est non nul donc dimV = 3 et la famille
(z, Az, A%x) est nécessairement libre. La matrice de u dans cette base est B donc A= PBP™!,
ot P est la matrice de changement de base de la base canonique de Q® dans la base (x, Az, A%x)
qui est mécessairement & coefficients rationnels.

2. Que FE soit un sous-anneau de M3(K) est une évidence (stable par produit, Is € E, multiplication
commutative car tout polynome en A commute avec tout polyndéme en A). La question est de
savoir si tout élément non nul admet un inverse dans F.

si K= Q : Nous avons vu ci-dessus que le polynéme P = X3 — 2 est irréductible sur Q (il
n’admet pas de diviseurs non constants). Si alId+bA + cA? = 0 alors si = est un vecteur
non nul de Q3, on a
ax + bAzx + cA%z = 0.

Le raisonnement de la question 1 montre que @ = b = ¢ = 0. Ainsi la matrice aId +bA + cA?
est nulle si et seulement si a =b=c=0.

Supposons maintenant que la matrice ald +bA + cA? soit non nulle.On pose Q(X) =
a+ bX + cX?; c’est un polynoéme non nul & coefficients rationnels. Les polynomes P et
@ sont premiers entre eux sur Q (car si d est un diviseur commun de P et @) dans Q[X]
et si d est non constant alors d divise P donc degd = 0 (impossible par hypothése) ou
deg d = 3. Or un polynome de degré 3 ne peut diviser @) qui est de degré 2). Il existe donc
deux polynémes U et V de Q[X] tels que UP + V@ = 1. Par conséquent,

UAPA)+V(A)QA)=1d = V(A)Q(A) =1d
~——
=0
donc la matrice ald+bA + cA? admet V(A) comme inverse. A priori le degré de V est
supérieur & 3 donc V(A) n’appartient pas & priori a E. Il n’en est rien : effectuons la
division euclidienne de V' par P. Il existe Z € Q[X] et R € Q2[X] tel que V = ZP+ R donc

V(A)=Z(A)P(A) + R(A) = R(A) € E.
——
=0
Nous venons donc de montrer que si alId +bA + cA? est une matrice non nulle de E alors
elle admet un inverse R(A) appartenant & F donc E est un corps (commutatif) contenu

dans M3 (Q).

Si K=R : Posons a = /2.
Analyse : Le polynome annulateur de A est X2 —2 = (X —a)(X?+aX +a?). En particulier,
on a l’égalité remarquable

(A—ald)(A? +aA +d*1d) = 0.
—— ~~
<) €E

On obtient ainsi que le produit de deux éléments particuliers de E est nul. Si E est un
corps, nécessairement I'un des deux facteurs est nul. Analysons un peu la situation. Les
polynomes (X — a) et (X2 + aX + a?) sont premiers entre eux. Le théoréme des noyaux
nous fournit ’égalité

R? = ker(A — ald) @ ker(A? + aA + a*1d).

Dire qu’aucun des facteurs n’est nul, cela signifie que chacun des espaces ci-dessus est non
nul. Pour que le premier ne soit pas nul, il suffit de disposer d’un vecteur propre e;. Quand
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au second espace, aucun vecteur propre de A ne peut y appartenir (sinon Az = az =
(A2 +aA+a?1d)r = 0 = (a® +aa+a?)z donc (a®+aa+a?) = 0 ce qui est impossible). On
va donc choisir un vecteur es non vecteur propre de A et pour es, on choisit Aey. Ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires (sinon e est un vecteur propre). On a également Ave = vg
et

Avg = A%v9 = —aAvs — a®vy = —avs — avs.

La matrice de ’endomorphisme u associé a A admet comme matrice dans la base (e, €2, e3)

la matrice
a 0 O
B=|(0 0 —a?
01 —a
a 0 0
Synthése : considérons la matrice A = |0 0 —a? | . Un calcul direct montre que A3 =
0 1 -—a
a@ 0 0
0 a® 0| =2Id. Il est évident que la matrice A — aId n’est pas nulle et un autre
0 0 a
3a> 0 0
calcul direct montre que A2 +aA+a?Id=| 0 0 0] #0.
0 00

Nous disposons donc de deux éléments non nuls de E, A — ald et A% + aA + o?1d dont le
produit est nul. On en déduit que E n’est pas un corps.

Cet exercice est a rapprocher des evercices et[2.1.6] puisque tous les deux nous fournissent
un point de vue dual & l'étude des noyauzr du type ker(A% + aA + b1d) lorsque a® —4b < 0 et
A une matrice & coefficients réels. Cela s’inscrit dans le cadre de la répercussion de la réduction
dans C sur la réduction sur R. C’est une version analogue au 'é¢tude des irréductibles de R[X]
a l’aide des irréductibles de C[X].

3 4

1. Pas de grandes théories sur une si petite matrice (on aime parfois les chevaux :-). Posons X =

Correction de ’exercice |2.1.4{: Soit A = <1 0> .

a b . . .
(c d) , alors un calcul direct nous fournit le résultat suivant :

b=0 a 0 00
AX_XAﬁ{d:aJrC @X-(C a+c)—a1’2+c<1 1).

Donc le commutant de A est Vect (I <[1) (1)> ). Puisque 3 <§) (1)) + I = A, on en déduit que le

commutant de A est Vect(I3, A).

. . b .
En restant au niveau des courses hippiques, posons B = <§ Zz et X = Z nE La matrice

B est fixé et 'on recherche les matrices X possibles. Un calcul direct montre que 1’égalité
B = AX — X A est satisfaite si et seulement si

3b=—x b
3=y & _3b —_t ’
3a+3c—3d==z2 -
b — ¢ 3a+3c—3d=z
Par conséquent le systéme est soluble en a, b, ¢, d si et seulement sit = —z = —y et

(BeM(R): 3IX € My(R), B=AX—XA} = {(_Zt _tt) , (t,2) € R?) = Vect(<_01 _11) , (
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2. Il faut quitter le monde des courses pour revenir dans les mathématiques réelles.
Dans le cours, le produit scalaire euclidien usuel sur 9, (R) est (A, B) —< A, B >= tr(*AB).
L’ensemble recherché {B € M, (R) : IX € Ma(R), B = AX — XA} est simplement I'image
de 'endomorphisme ®4 de 9, (R) donné par

VM € M, (R), Ps(M)=AM — MA.
La condition VM € C(A), tr BM = 0 s’écrit, a I’aide du produit scalaire <, >, sous la forme
(VM € C(A), trBM =0)& (VM €C(A), < '‘B,M>=0)< 'Be(C(A)*t

Un produit scalaire, de I'orthogonalité, un endomorphisme, une image : on nous sussure clai-
rement et fortement de regarder du coté de I’adjoint de ®4 (cf. le cours pour les formules ‘u,
ker! u, ...).

Calculer ’adjoint de ® 4.

VX,Y € Mu(R):< Pu(X),Y >=tr ["®4(X)]Y =tr("(AX — XA)M)
= tr((*X'A— "A'X)M) = tr(* X' AM) — tr(*A' X M)
tr(" X ("AM)) — tr(" X M'A)) = tr("X ['AM — M'A]) =< X, ®is(Y) >
1

Nous venons de démontrer que ‘®4 = ®: 4. En utilisant la formule du cours Im’ u = (keru)* a
u = '®,4 et en se rappelant que *(*u) = u, nous obtenons

Im®,4 = (ker! @ 4)t = (ker(®:4))t
On a:

M € ker(®iy) e "AM = M'A< '(PAM) = {(M'A) & 'MA =AM
& 'MeClA) e Mece{lS, ScC(A)}

donc

B € {BeMM[R): 3IXcM(R), B=AX-XAl < Beclmdy
& B (ker(®iy))t & VM € ker(diy), < B,M>=0
& VM € ker(®iy), tr(!BM)=0<VYSecC(A), tr(*B'S)=0
& VS eC(A), tr("(SB))=0«VSecC(A), tr(SB)=0 (cqfd)

Correction de ’exercice 2.1.5] :

1. Le polynome caractéristique de M (z) P(X) = X3 — 2X — 2. Un polynome est & racines simples
si et seulement P et P’ n’ont pas de racines communes (c’est la contraposée de la notion de
multiplicité d’une racine). Cherchons les racines communes de P et P’

PX) = P(X)=0X>—2X—2=0et3X>—2=0
X 2
= X?’—zX—z:OetSXg—zX:O(:)%—zX—z:Oet3X3—zX:Oéz(§X—|—1):0

Siz # 0 alors X = —g donc

P(—f):0@(—7)3—z(—%)—z:0®z:%.

Par conséquent, les seuls valeurs de z pour lesquelles le polynéme P puisse avoir des racines
27
multiples sont z = 0 ou z = T Ainsi, si z € C\{0, —}, le polynéme P est a racines simples

donc M(z) est annulé par un polynéme a racines simples donc M (z) est diagonalisable dans C
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27
pour z € C\{0, Z}
0 00
Siz =0 M) = (1 0 0] est une matrice nilpotente non nulle donc elle ne peut étre
1 10
diagonalisable.
Y G ¢ 00 27/4 A 5 27
Siz=—, M(—)=(1 0 0 et son polyndme caractéristique est P(X) = X° — —X —
4 4 4
1 1 0
27 1
Z:Z(X_g)(2X+3>2‘
La valeur propre 3 étant de multiplicité 1, elle ne pose pas de probléme quand & la diagonalisation.
27 27 3
La matrice M ( Z) est donc diagonalisable si et seulement si dim ker(M (Z) + B Id) =2. Or la
3 27
s 0T
. 27 3 3 . 27 3
matrice M(Z) + §Id =11 3 0 | est de rang 2 donc dlmker(M(Z) + §Id) =1letla
112
2

matrice M <Z) n’est pas diagonalisable.
. A = ¢ est valeur propre de M(z) si et seulement si
PA)=0&e — 2" —2=0a (14 ')z =3
Puisque 3 n’est jamais nul, nécessairement z # 0 et 1+e' # 0 c’est-a-dire ¢ ¢ 7+ 27Z. Puisque
l’on peut supposer ¢t €] — m, 7], on en déduit que
gt o3it o5/ 2it
1+t

Vi €] — 7, - - .
J=mml, 2 et/22cost/2  cost/2

Si on repasse en cartésien, il s’agit de la courbe paramétrique d’équation

2 i 2
2(t) = cos(5/2t) ot y(t) = sin(5/2t)
cos(t/2) cos(t/2)
On constate une symétrie t «— —t et Sci;)ls('g//gt))
cos(t/2)
=i . | — e N H'f
1 B - I3 13 T
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oh la belle courbe

3. Soit  une valeur propre de M(z) alors
Pz)=0s2®=2(14+2) = |z]> <|z| (1 + |z|)

Supposons que |z > 1 (donc 1+ |z| < 2|z|) alors |z|* < 2|2||z| et comme 2 # 0, on en déduit
2
1
que |z|* < 2|z| donc |z| > ’2‘ > 7

Par conséquent, si |z| < 3 nécessairement, toutes les valeurs propres de M (z) sont de module

strictement inférieures a 1. Il existe une matrice P € GL3(C) telle que

0
M(z)=P| 0 bz) 0 |Pl=Mz"=P| 0 bz" 0 |PL
0 0 ¢(2) 0 0 c(z)"

Les suites a(z)™,b(z)", c(z)™ convergent vers 0 donc M (z)" aussi

4. Montrer que la suite (M™) tend vers 0 pour |z| assez petit.

Correction de 1’exercice [2.1.6] : La matrice A admet pour polyndéme annulateur le polynéme
P(X) = X3 — X — 1. L’étude de son sens de variation sur R montre qu’il admet une unique racine
réelle a € [1,2]. I se factorise sous la forme (X — a)Q(X) ou @ est un polynéme de second degré sans
racine réelle. Ainsi P(X) = (X — a)(X — 8)(X — ) o 3 est un complexe non réel. Le déterminant
de A est égal & a™BPB on m est la multiplicité de «, p la multiplicité de 3 et ¢ la multiplicité de 5.
Si p = q alors det A = a™BPB = o™ |B|*F > 0.

Démontrons que c’est bien le cas. Soit X € C™ un vecteur appartenant a ker(A— G1d) donc AX = 5X.
En conjuguant cette égalité et en tenant compte que A est & coefficients réels, on obtient AX = X
donc X € ker(A — B1d). L’application S : X — X est une application R-linéaire de ker(A — 31d)
dans ker(A — B1d). Elle est clairement injective et elle est surjective car X = X donc elle réalise un
isomorphisme R-linéaire de ker(A — B1d) sur ker(A — B1d) et par conséquent dimp ker(A — 31d) =
dimp ker(A— B1d). Les R-espaces vectoriels ker(A —31d) et ker(A— 31d) sont également des C-espaces
vectoriels et la formule dimg F = 2dim¢ E nous montre que dimc ker(A — 31d) = dimc ker(A4 — 31d)
ce qui signifie que les multiplicités de B et B sont égales, i.e. p = .

On peut également voir les exercices et

Correction de 1’exercice [2.1.7] : Deux matrices diagonales quelconques commutant entre elles,
nécessairement les matrices PAP~! et PBP~! commutent donc A et B commutent. Un calcul direct
montre que c’est bien le cas. Les matrices A et B sont symétriques & coefficients réels donc elles sont
diagonalisables en base orthonormale. La matrice A vérifie A2 = 44 donc X? — 4X est un polynéme
annulateur de A et ses valeurs propres appartiennent a {0,4}. La matrice A admet au moins une
valeur propre réelle (elle est diagonalisable sur R!). Si A n’admet qu’une seule valeur propre, elle
est semblable & une homothétie donc A est une homothétie ce qui n’est clairement pas le cas donc
Sp A = {0,4}. La matrice B commute avec la matrice A donc chaque espace propre de A est laissé
stable par B, c’est-a-dire B(ker(A)) C ker A (si Az = 0 alors ABx = BAxz = 0 donc Bz € ker A) et
B(ker(A — 41d)) C ker(A — 41d). Notons b (resp. a) 'endomorphisme de R* associée & la matrice B
(resp. A) dans la base canonique de R*. L’application linéaire bjkera €st un endomorphisme de kera
(car b(ker a) C kera) qui est symétrique

(Vo € kera,Vy € kera, < berq(T),y >=<b(2),y >=<,b(y) >=< T, bjkeraly) >)

L’endomorphisme b, est diagonalisable en base orthonormale, donc il existe une base orthonormale
B de kera formée de vecteurs propres de bje,, donc de b (par définition de la restriction). Par dé-
finition, tout vecteur de ker a est un vecteur propre de a donc les vecteurs de 281 sont des vecteurs
propres de a (associ¢ a la valeur propre 0). Le raisonnement est identique pour bjyer(q—4a14) C€ qui
nous donne une base B, de ker(a — 41d) formée de vecteurs propres de bjker(a—414) donc de b qui sont
également vecteurs propres pour a (plus précisément associé a la valeur propre 4). Les espaces ker a
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et ker(a —41d) étant en somme directe orthogonale, le regroupement des bases 81 et Bo nous fournit
une base orthonormale B de R* constitué de vecteurs propres pour b et pour a. De facon évidente, les
matrices de a et b dans cette base (qui sont P~ AP et P~'BP ou P est la matrice de changement de
base de la base canonique dans la base %) sont des matrices diagonales. Puisque les bases initiales et
finales sont orthonormales, la matrice P est orthogonale.

Un exercice que je vous conseille de faire est d’expliciter une base B pour cet exemple concret. Cette
méthode se généralise a deuxr endomorphismes symétriques en dimension quelconque ou & deuzr endo-
morphismes diagonalisables (mais on n'a plus de BON) en utilisant que la restriction d’un endomor-
phisme diagonalisable & un sous-espace stable est encore un endomorphisme diagonalisable.

Correction de ’exercice 2.1.8| :

1. Un dessin s’impose. Le segment M M’ est une diagonale et les diagonales d’un carré se coupent

en leurs milieux et elles sont orthogonales. Donc les deux points de la parabole complétant le
/

i ,0) et les

carré sont sur la médiatrice de M M’. Le mileu du segment a pour coordonnées (
/

sont ceux d’ordonnées y vérifiant y? = p(z+2'). Il s’agit

/ !/
des points (“Tx, p(x +2')) et (x—;x ,—

suffit d’exiger que les deux diagonales aient méme longueur (le théoréme de Pythagore assurant

alors que tous les cotés ont méme longueur). La diagonale M M’ a pour longueur 2’ — = (puisque
x’ > z) et la seconde a pour longueur 24/p(z 4+ 2’). Par conséquent x vérifie I’égalité

points de la parabole d’abscisses

p(z + 2')). Pour obtenir un carré, il faut et il

/

¥ —x=2plx+a) e (' —2)? =dpx +2) &2 — 20+ 4p)a’ +2® — dpx = 0.

Le discriminant de cette équation est A = (2z +4p)? — 4(x2 —4dpz) = 16p (p+22) > 0 car x > 0
et p > 0. Les racines du triné6me sont donc

2 4p) £ 4 2

: La solution ', est clairement supérieure a = et . —x = 2(p — \/2pz + p?) < 0 donc 2’ < z.
Ainsi, si x > 0, il existe bien un seul x’ > x satisfaisant aux conditions exigées et

f(z) =2+ 2p+ 2+/2px + p2.

2. La suite (z,,) est bien définie, car si x, > 0 alors f(z,) existe bien et z,+1 = f(z,) = 0. La
suite (x,) est croissante car x,+1 — T, = 2p + 21/2pz,, + p? = 0. Elle est convergente dans R .
Supposons que lim z, =1 € Ry alors [ = f(I) & 2p + 24/2pl+ p? = 0 ce qui est absurde

n—-+o00 ~ —_—
>0 >0
donc la suite (z,) diverge vers 4o0.
Pour le DAS, il faut se rappeler que si nous disposons d’une suite (uy) telle que up+1 = f(uy)
avec u, — 0 et f posséde un DL(0) alors il existe un unique réel o non nul tel que la suite
ugy 1 —uy, admet une limite finie L non nul. En invoquant Césaro ou les théorémes de sommation

des séries divergentes, on en déduit que u, ~ Lnt/a
n—-+00

Ici notre suite tend vers +0o mais on va néanmoins essayer cette technique (qui parfois marche
trés bien) et on s’attend bien entendu a obtenir un exposant « > 0 (pour diverger tout de

méme!)
o o 2\« a _ o« 2]7 p p Na
Ty — Ty = (Tp+2p+ 24/ 2px, +p?)* — ) =), (1—1—;—1—2 2;4—(&:—)) -1
n n n
. 1 1
( on n’oublie pas que — = o(—=))

Tr T—-+o0o \/E
1 1
= 22 <(1 + 2\/g+ o(m))a _ 1> =z <2a\/§+ 0(\/3?”)) . 20\/2pz 112,
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1
Si on souhaite une limite finie alors a = 3 et dans ce cas \/Tn+1 — /Tnn ~ +/2p. La série

n—-4o00o

> /Tnt1 — \/Tn est équivalente & une suite positive (1/2p) divergente donc

n=>0

n—1 n—1
Yo =B =) V-V D 2ay/2p = /opn
k=0 k=0

n——+00
——400
~J 2 2 1 Y 2
donc /x, W v/2pn et, en élevant au carré, on obtient x,, o 2pn~.
Pour obtenir le terme suivant, on introduit la suite ¥, telle que x,, = 2pn? +1,,. Par définition de

I'équivalence, y, = o(n?) et, si I'on réinjecte cette expression dans la relation de récurrence
n—-—+o0o

satisfaite par (x,), on obtient

2p(n 4 1) 4 Yns1 = 2pn% + yn + 20 + 2/20(2p12 + yn) + P2
& 2pn® + 4pn 4 2p + Ypy1 = 2p1° + Yy + 20 + 29/4p202 + 2py,, + p2

Yn 1
2pn? + 4n? )

< Apn + Ynt1 = Yn + 2\/4p2n2(1 +

Le terme dominant sous la racine est 4p?n? c’est pour cela que nous ’avons factorisé. D’autre

1
part ; les termes In_ ot~ tendent vers 0 donc on pourra effectuer un DL de la racine
2pn?  4n?
Apn + Y1 = yo + dpny /1 + =
2pn2  4n?
Yn 1 Yn 1
&4 = 4pn(1 — —
P+ Ynt1 = Yn + 4pn(l + Tpn? + 52 +0(4pn2 + 8n2))
< 4pn + Ynt Zyn+4pn+y—n+£+o(y—n+£)
n 2n n 2n

Y p Y p
<:>’yn+1_yn:7n"‘7_’_0(771_’_7)
n 2n n 2n

On a donc 'équivalent

Yn p
Yn+1 — Yn e + omn (6)

mais il ne nous fournit aucune information & priori (on ne sait pas si y, — 400 ou admet
une limite finie, positive, négativen nulle). Nous allons devoir légérement affiner pour essayer
d’obtenir une information (méme ténue) sur y,. Nous savons que

APN 4 Y1 = Yn + 20/4pPn2 4 2pyp + P2 = yn + 29/4p?n2 =y, + dpn

donc yn41 2> Y, et notre suite (y,) est croissante. Puisque xg = yo > 0, la suite (y,) converge
donc dans Ry. Supposons que y, converge vers une limite finie L > 0. L’équivalent @ nous

2L+p
montre que Ynp+1 — Yn =~
n—+oo 21

donc la suite ¥y, tend vers +oo ce qui contredit notre hypothése. Par conséquent, y, — +oc.

> 0. La la série de terme général y,+1 — y, est divergente

Yn . p L. . . . .
Le terme “— domine donc on et notre équivalent nous fourni une information un peu meilleure
n n

Yntl = Yn In nais qui ne semble pas au premier abord exploitable. Il n’en est rien : nous
n—+oo N

allons utiliser les logarithmes pour nous aider & obtenir que des termes linéaires

Yn _ U Yn _ Yn Yn
Ynt1 = Yn nﬂf\jroo n < Ynt1 = Un n—>_+OO mn * O( n ) A Ynt1 nﬂ_Jroo Yn * n * O( n )
Y Y 1 1
< In(yny1) = In(yn + ;n + 0(;”)) = In(yn) +In(1 + - + 0(5)) (7)

< In(ypt1) — In(y,) = % + 0(%)
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1
Le terme In(y,11) — In(yy,) est équivalent & — donc la série > In(yn+1) — In(y,) diverge et
n n=0

1
In(yy) — In(y1) E In(yr+1) — In(yk) et E T o In(n —1) et Inn
k=1

1
(car In(n—1) = lnn +1In(1 — —)). Puisque y,, — +00, In(y,) —In(y1) ~ In(yy) et on a donc
—+00 # e

In(yy) ~ In(n). On a envie de passer a I'exponentielle pour dire que y,, est équivalente a n
n—-—r1roo
mais on ne peut pas en général (méditer sur In(n) + In 2 ~ In(n) mais exp(In(n) + In2) =
n—-+0oo

2n o n). Nous approchons de la solution mais il faut & nouveau affiner et plus spécialement,
n—-+00

reprenons le DL

1

1 1 1 1
In(yn4+1) = In(y,) + In(1 + - + 0(;)) = In(y,) + P + O(ﬁ)

. 1 o . . 1 . .
La suite In(y,+1) — In(y,) — — est équivalente a la suite ~ 5,3 qui est de signe constante et est
n n

une série convergente donc la série > (In(yn+1) — In(yn) — —) est convergente. Ainsi la suite
n>=1 n
n

(35 (Infyess) = In(os) = )zt converge et

k=1
n—1 1 n—1 n 1 n—1 1
> (I (yryr) — In(yr) — )= > (In(yrs1) — In(y) = > 7 = myn —lny - > o
k=1 k=1 k=1 k=1

On utilise le résultat classique sur la série harmonique. Il est un réel v (la constante d’Euler)

telle que
-1

3

=Inn+vy+o(1).

IS

k=1
Par conséquent, la suite (Iny,, —Iny; —Inn—-y) converge vers un réel K. En passant a 1’exponen-
tielle, la suite exp(lny, —Iny; —Inn —v) = In g converge vers e donc y, ~ y1ef 7
1mn n—-+oo

ce qui signifie qu’il existe un réel C' > 0 tel que

Yn Cn <y, = Cn + o(n) & z, = 2pn® + Cn + o(n).

La morale de Uhistoire : la détermination de l’équivalent d’une suite est en général aisée, par
contre la détermination des termes suivants est en général difficile; et, plus on poursuit dans la
précision, plus les difficultés techniques jaillissent.

En mécanique quantique, la détermination des termes successifs d’un développement asympto-
tique est un probléme majeur et ardu. Par exemple, les développements asymptotiques des va-
leurs propres d’endomorphismes est un probléme sur lequel travaille un nombre impressionnant
de mathématiciens et de physiciens. Ces développements permettent d’obtenir des informations
extrémement intéressantes sur la structure de la matiére : nombre mazimum de nucléons for-
mant un atome stable (dans la nature, ce nombre ne semble pas excéder 120 et toute la question
est de savoir si I'on peut produire des atomes "super-lourds"), théorie de renormalisation de
Feynamm qui consiste & expurger les termes divergentes des développements asymptotiques de
certaines suites et & considérer que les termes convergeants sont les seuls & avoir une interpréta-
tion physique (chromodynamique : les gluons, etc), étude de la répartition des nombres premiers,
etc.

www.mathematiques.fr.st 61 /154


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 8 CORRECTIONS MP

Correction de ’exercice : Résultat fondamental du cours : si A et B commutent, alors tout
sous-espace F' stable par A est stable par B.

-1 0 2
Notons A = | 0 0 1],B = (e1,ez,e3) la base canonique de R? et considérons une matrice B
0 1 1

commutant avec A. On introduit également u (resp. v) 'endomorphisme associ¢ & A (resp. B) dans
la base canonique ‘B.
Pour commencer, nous allons mener la réduction de A afin de simplifier le probléme. Le polynome
caractéristique de A est X3 —2X —1 = (X +1) (X 2_X - 1), le second facteur étant irréductible
dans R[X] et premier avec le facteur (X + 1). Le lemme des noyaux nous fournit la décomposition
suivante de R? :

R? = ker(A + 1d) @ ker(A% — A — Id).

Sans calcul, on constate que ker(A + Id) = Vect(eq) et

1 2 =2
ker(A2—A—Id)=ker [0 0 0 | = Vect(2e; — ez, ez + e3).
00 0
Soit u l’endomorphisme associé a A dans la base canonique B = (e1,eg,e3) et P la matrice de

changement de base de la base canonique B dans la base B’ = (e1,2e1 — ez, €2 + €3)

-1

1 2 0 -1 0 2 1 2 0 -1 0 0
A=prPtAP=10 -1 1 0 0 1 0 -1 1]l=(0 -11
0 0 1 o 11/ \o o0 1 0 —-1 2

La matrice de v dans la base B’ est B = P~ AP. Dire que A et B commmutent est équivalent & dire
que A’ et B’ commutent. Les espaces ker(A +1d) et ker(A? — A —Id) sont stables par A’ donc par B’
a 0 0

ce qui implique que B’ est de la forme B’ = [0 b ¢ | . En explicitant 1’égalité A’B’ = B’A’, nous
0 d e
aboutissons au systéme :
c+d=0
—b—3c+e=0 @{ c=—d
Cb43d4e—0 b=3d+e
a 0 0
Par conséquent B’ commute avec A’ si et seulement si B = |0 3d+e —d | avec a,d, e trois réels
0 d e

quelconques. Puisque B = PB’P~!, on en déduit que ’ensemble des matrices B qui commutent avec
A est ’ensemble des matrices de la forme

a 2a—6d—2e —2a+4d+ 2e
B=1(0 2d+e —d avec a,d,e € R.
0 —d d+e

8.2 Analyse
Correction de ’exercice 2.2.1] :

1. La fonction ¢ est continue sur [0,1] donc elle est bornée; on pose |||, = sup |p(z)|. Soit
z€[0,1]
z € R, la majoration

k
w0, whelon-1|2ob| < Do, = o ®)

n n—-+0o00
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Il existe donc un rang ng tel que

X

k k
Vn =ng, Vke[0,n—1], g@()' < 1 et par conséquent 1 + ‘xcp()' > 0.
n’'n n’'n

Nous pouvons deés lors prendre le logarithme de f,, ce qui nous donne

k
Vn = ng, Inf,(x Zln + 4,0 ))-

Cela ressemble fortement & une somme de Riemann mais les termes In(1+4 sont en trop! Nous
disposons en 0 du DL suivant :

2
x 9 . In(l+2)—2z
In(1+ z) :x—?—l—o(m )@ilg(lJT = -2
In(1 —
En particulier, la fonction xz — n(+—2:13)9: est bornée au voisinage de 0 donc il il existe a > 0
x
et C > 0 tels que
In(1 —
Vz € [—a, a]\{0}, H(JF—;:):U <C=Vrel-a,a], |n(l+z) -2z <Cz?
x

Par le méme raisonnement qu’au début de I'exercice, il existe un rang nj tel que

z k

Vn>ny, Vke[l,n—1], %cp(g) € [—a,al. 9)
On en déduit que
n—1 n—1 n—1
x k x k k:
vz o fnfu(o) - 3 2e(0)| = |3 (ma+ Zeh) - Zo(5))| < X i+ Loty -
k=0 k=0 k=0
n—1 o n—1 2 .2
x ko 2 2 1 [ellse 2
< 2 (o(E))2 < = — Mleo®
< LN <oty =18 o g
k=0 k=0
n=1., L n=l1 k 17l
et donc lim (In fp(x) — > —p(=)) = 0. Or la somme > —p(—) = — Z gp( ) est la somme
n—+00 on n k=0 T
n 1 1
de Riemann de la fonction ¢ qui est continue sur [0,1] donc lim — = [p(t)dt. Il en
n—too 7 k 0 0

résulte que

n—-+00

1 1
lim Inf,(x) == / o(t)dt et hm fn(x) = exp(z / o(t
0 0

Etude de la convergence uniforme sur un compact Soit K un compact donné de R. Il
existe a > 0 tel que K soit contenu dans le segment [—a, a]. Les majorations , @ et
restent valables si @ € [—a,a] en remplacant dans les majorants x par a. On en déduit en
particulier la majoration

HsOII

Vn = n1, VY € [—a,al, -

n—lx
1 o2
nfn kZ_On90

ainsi que la majoration

Yn > ny, Vo€ [—a,a,

1 n—1 n—1 1
x k x k
1 I N Co(2y —
n fr(x x/gp < ln fo(x) n(p(n) + chp(n) x/gp(t)dt
2 2 n—1 1
oo 1 kK
< B o3 Loy - [t
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qui démontre que la suite In f,, converge uniformément sur [—a, a|. Pour obtenir la conver-
gence uniforme de f,, nous allons utiliser la majoration suivante qui résulte de I'inégalité
des accroissements finis

V(e B) € [-K, K], |expa —exp | < o — Bl exp(K). (11)

1
De facon évidente, la fonction 2 — x [ ¢(t)dt est bornée par une constante C; sur [—a, a
0
, ||90H =l ;
et la suite (——==— + |al Z gp — [ p(t)dt|)n>n, est bornée par une constante Cs.
0

L’inégalité trlangulalre

1 1
Vn =n1, Va€[—a,a], |lnfp(z)| < |nfi(x / t)dt| + a:/cp(t)dt
0

montre que In f,(z) est bornée par C; + Cy quel que soit x € [—a,a] et quel que soit
n>=ni. Nous sommes en droit d’appliquer I'inégalité avec K = Cy + Cy, a = In f, ()

et B==x f @(t)dt, ce qui nous donne

1 1
Vn > n1, Va €[—a,al, |fu(x)—exp x/cp = |expln f,(x) — exp x/cp
0 0
1 1
< |In fu(x w/so t)dt| exp(Cy + Cs) < ”SOH +! \ /90 exp(Cy + C)
0 = 0
La suite Hcp|| + |al Z cp f<p D exp(Cy + Cy) est indépendante de x et
tend vers 0 donc la suite ( fn) converge uniformément sur [—a,a] vers la fonction xz —
1
exp(z [ o(t)dt
0
n—1 T
Etude de la convergence uniforme sur R Considérons ¢ = 1 alors f,(z) = [[(1+ =) =
k=0 n

x
(1 + —)™ et supposons que la suite f,,(z) converge uniformément vers R. Nécessairement,

la suite (fp4+1 — fn) converge uniformément vers 0 sur R ce qui signifie
Ve >0, 3dngeNtel queVn>ng, VeeR, |fot1(x)— fu(z) <e

En particulier, pour ¢ = 1, la fonction z — f,,+1(x) — fn(x) est bornée sur R. Or f,, 11 est un
polynome de degré n+1 et f,, est un polynéome de degré n donc f,+1 — f, est un polynéme
de degré n+ 1 qui est borné, ce qui est absurde. Donc la suite (f,) n’est pas uniformément
convergente sur R mais seulement sur tous les compacts de R.

x
Remarque : nous venons de prouver en particulier, que la suite de fonctions ((1 + =)")p>1
n

1
converge uniformément sur tout compact de R vers z +— exp(z [ dt) = expx mais que la conver-
0
gence n’est pas uniforme sur R.

Nous venons également de montrer qu’une suite de polynémes échelonnés en degré ne peut conver-
ger uniformément sur R.

Correction de ’exercice :  On commence par remarquer que :

- (—alna) X (—znz)
X = exXpl—rinxr) = E e——
par déf P =0 n!
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La fonction x — x ™7 est continue sur ]0, 1] et tend vers 1 en 0 ( lim zlnz = lim x = 0) donc on peut
z—07t z—0t

la prolonger par continuité en 0 ce qui implique qu’elle est intégrable sur [0, 1]. Le méme raisonnement
s’applique a la fonction (—x Inx)™.

Le tableau suivant nous fournit les variations de la fonction z — f(z) = —zlna sur l'intervalle |0, 1].
x 0 1/e 1
f'(x) + 0 -
1/e
f(z) / N
0 0
(=21 1 _,—n 1 n
(cz 1'13:) < A donc la série > f —zlnz) dz est conver-
n: 0 n! n=0 0 n!

gente et le théoréme de Lebesgue nous démontre que

1 1
. = (—xlnx)"
z %dr = Z 7'dx
=0 n!

0

Nous allons calculer ses intégrales & 'aide d’intégrations par parties successives en intégrant les puis-
sances de x et en dérivant les puissances de Inx (pour étre rigoureux, on intégre de £ & 1, on effectue
les IPP puis on fait tendre € vers 0, je laisse le soin au lecteur de le faire).

; ; :L,n-i-l ;
/ —zlnz)"dx = /m"(—lnx)”da: = (= Inz)"] / lnx)" Ddx
n+1
0 0 0
! n+1 ! n+1
n n x _ x
_ n+1/:n ()" e = [ (~ ) 1]55—/n+1( (n— 1) (Inz)"2)dz
0 0
1 N 1
1 (n— 1
= n(n )/az Inz)" 2dz = = nn=1)--(n + )/x”(lnx)" Fde =
(n+1)2 (n+1)
0 0
1 1
_nn=1)---(n—n+1) /x (Inz)""dg = n! /x"dx: n!
(n4+1)" (n+1)n (n+ 1)n+t
0 0
—xlnz)” 1
Par conséquent, { xnI!lx)d:z: = m ce qui nous donne
1 +oo 1 (733 lnaz)" +o0 1 400 1
e _ _
/”3 dx—Z/n!dx—ZW— et
0 n=07 n=0 n=1
Correction de l’exercice [2.2.3] : Le terme u, nous fait penser a juste titre & une somme de
Riemann
n n n
1 1 1 1 1 1
w3 - (it
p -1 p
= (n+p)* no =1+ E)a ne ne 1+ ﬁ)a
La fonction z +— m est continue sur [0, 1] donc le théoréme sur les sommes de Riemann montre
T
que

1

. dx
nEI}rloo —Z /M:C(a)>0.

0
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(Nous n’explicitons pas C(«) car, dans la suite, nous n’exploiterons que le fait qu’elle soit non nulle).
En remarquant que

T W

=0 (

12”: 1
n P
"m0 (L4 )7 \/2

1 n
on en déduit que lim — > ———— | = C(«), ce qui nous fournit I’équivalent
n—-+o0o 7lp:0(1-+ p)a

v ~ @

n—+oo M1’

La suite (u,) est équivalente & une suite positive qui est une série de Riemann d’indice o — 1 donc la

série Y u, converge si et seulement si & — 1 > 1 c’est-a-dire a > 2.
n>1

Correction de I’exercice 2.2.4 :
Domaine de définition La fonction f n’est manifestement pas définie si x +n = 0 pour un certain

—1)"
entier n c’est-a-dire si n € Z_. Si x € R\Z_, la série > u est alternée, le terme
n>0 T+mn r+n

est
positif pour n assez grand, décroissant et converge vers 0 donc la série converge et f(x) est bien
définie. Par conséquent, Dy = R\Z_

Mode de convergence Etude sur |0, +oo[ avec a > 0.
Dans ce cas, x +n > 0 pour tout entier n > 0. Le théoréme spécial des séries alternées montre

que
+o0 k
-1 1 1
YV €]0, 400, E (=) < < —0
kion—f—k‘ z+n-+1 n+1

o (="
donc la série
n>0 T +1n
Etude sur ] — N —1,—N[ou N € N.
Pourn>2N+2, z4+n>—-N—-14+N+22>1>0. Nous pouvons appliquer le théoreme spécial
—1)n
ala série ) (=1)
n>N+2 T+ 1N

est uniformément convergente sur I'intervalle |0, 4+o0[.

Vz €]0,+oo[, Vn>=N+2 +§oo DY 1 ! ! 0
x ool n > , < < = —
’ 7 x+k| z+n+1 —-N-14n+1 n—-N
k=n+1
. (=" e . -
donc la série > est uniformément convergente sur 'intervalle | — N — 1, —N| ce qui im-

n>N+2 T+ 1N

n

plique que la série ) (=1) est uniformément convergente sur U'intervalle | — N — 1, —N| (on a
n=0 x

rajouté un nombre fixé de termes a la somme).
La convergence uniforme sur un nombre fini d’intervalles impliquant la convergence uniforme
sur la réunion de ces intervalle, on a donc montrer que la série converge uniformément sur tout
ensemble de la forme [a, +oo[\Z_ avec a € R.
Etude de la convergence sur R\Z_.

—1)" —1)"
(=1) converge uniformément sur R\Z_ alors le terme converge
n

Supposons que la série Y
n>0 T
vers 0 uniformément sur R\Z_ ce qui signifie que

1
<eslr+n|>-

(=1)"
T+n

m

Ve >0, dng € N tel que Vn > ng, Ve R\Z_, ‘
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1
En fixant € = 1, on en déduit que Vx € R\Z_, |z + ng| > 1 or pour z = —ng + 3 €R\Z_, on a

1 . . I~
|z + no| = B < 1 ce qui nous fournit une contradiction.

: - (="
Conclusion : la série )
n>0 T +n

de la forme [a, +oo[\Z_.
(=D"

- . —1)" .
Limite en oo La série ) (=1) converge uniformément sur [1, +oo[ et la série Y lim =
n>0 T +n n>0Z—t0 T+ N

>~ 0 converge donc
n>=0

ne converge pas uniformément sur R\Z_ mais sur tout ensemble

—+00
—1)"
lim f(z) = lim (=1) =0
T——+00 o z—+o0 T + N

Equivalent de f en 0 On voit que le seul terme singulier de la série est le terme n = 0. La série

(-1)" "

1 1 -1
converge uniformément sur [—5 +ool et Y lim —— (=1) => (Vi converge donc

n>1 T+n n>1zﬁ0:c+n n>1 N
Z°° SNy G
li li = =—In2.
:cli%(f(x xli% r+n n "
n=1 n=1 n=1
. 1
Nous venons donc de prouver que hr% (f(z) — =) = —In2 donc f(z) ~0 o Nous avons méme
Tr— €T x—0 X

obtenu les deux premiers termes du développement asymptotique de f

f@) = Lo m24o1).

z—0 X

Correction de D’exercice [2.2.5] :

1. On serait bien tenté d’utiliser le développement en série entiére de 1 puis de permuter les

T2

1
symboles série et intégrale. Malheureusement, nous devrions montrer que la série »_ [ !(—1)kxt+2kk’ dt

n=00
1

SEF 117 n oo 25 W

1 1
converge, ce qui n'est pas le cas, car [ |(—1)* 2% |dt = [2Zdt =
0 0

est divergente.
Nous devons faire autrement. On va revenir & la méthode qui a permis de démontrer le dévelop-

pement en série entiere de T 5. Pour cela, nous remercions chaleureusement notre cher Gauss

pour avoir découvert si jeune cette belle formule, c’est-a-dire la formule :

) L I ) i
14+ 22 1+ 22

qui nous fournit I'égalité

W1 I
2Nk .t x
_ do —
/(x)x:v /1+x2
k= 0

_00

1
(_x)2n+2xt
- / T1ie2 W
0

Nous majorons alors la seconde intégrale

1 1 1
2n+2 t 2n+2 t
VE>0, Vn >0, /( 7) /3” x\/x2n+2+tdx: 1 1
0 0

1+ 22 1+ a2 Mm+3+t S2m+3
0
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(_$)2n+2$t

1
Nous venons donc de montrer que la suite de fonctions ¢ — [ dx converge uniformé-

0 1422

no1
ment vers 0 sur R . Par suite, la suite de fonctions (¢t — > [(—z?)*z'dz),>0 converge uniformé-
0

1t 1
ment sur R vers la fonction ¢ — [ ——dz, c’est-a-dire la série de fonctions } [(—=x?)Fatda
1t
converge uniformément sur Ry vers ¢ — [
0

5dt. En particulier, nous disposons de 'égalité :

1 + 1 . +o0 1 ) +o0 (_1)71
vVt >0 ) atd :§ -1)" nitd :§ —
’ /1+x2 / ! 1) /"T ! 2n+ 1+t
0 n= OO n=0 0 k=0

—1)» —1)"
La série de fonctions # convergeant uniformément sur R et la série Y li i
n>02n+1+t n>0t—>02n+1+t
(="

2

étant convergente, on en déduit que

n>02n—|—1
+o0 n +oo 1 +oo n 1 0
hmzi_z(—l) / ﬂ / T o gp=T
=0t £ 2n+ 1+t 2n+1 2n+1 1+ a2 4
- 0 0

[ I U G VA N G D A G VN G Vi
d —_— = _— _— —
/1+m2$ 4 Zo2n+1+t 202n+1 Z)<Qn+1+t 2n+1>
0 n= n= n=
400 n +o00 n
= Y Gt ir ey = S G
= (2n+1+t)(2n+1) n:O(2n+1—|—t)(2n—|—1).

(=n"
Cn+1+t)(2n+1)

5 qui est une série absolument convergente donc la série de terme général
2n

1)
(=D t lement tesur Ry et i (=1"
est normalement convergente sur et la série 1m =
Cn+1+60)2n+1) 8 * Zot—0t (2n+ 1+ £)(2n+ 1)

(="
n=0 (2n + 1)2

Quel que soit t > 0 et quel que soit n € N, le terme est majoré en valeur

>
1
absolue par
+

converge donc

400 n +00 +oo n
(1) _ : (1) _ (1)
lim = Z lim = Z 2°
t=0+ £ (2n +1+t)(2n+1) im0t 2n+ 1+ t)(2n +1) = (2n+ 1)
On en déduit que I’équivalent recherché

1 t +o00 ( 1)
T 7r —-1)"
/ 1+227° " 4 o (nzzo (2n + 1)2>

0

Remarque : cet équivalent peut également s’écrire

1
z! T = (=)™
——dr = — — —— | t).
/1—1-:62 Yo 4 <7;)(2n+1)2 +olt)

0
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1 ¢
On en déduit, en particulier, que la fonction t — [
0

g 2d:13 est dérivable en 0 et sa dérivée est
T

+o00 I
- (Z (2(4_)1)2> . Je laisse le soin au lecteur de montrer, par les théorémes de dérivation des in-
n=0 (4T
1 t

tégrales a paramétre, que la fonction t — [
0

T sdx est dérwable sur Ry et que sa dérivée est t —
x

1

1 t 1 (1 +00 —1)"
({(lnf);gd:z: (2t = exp(tin(z)). On en déduit, en particulier, que { 1(_??2 dr = — <n20 (2(71_1_)1)2> .

Correction de ’exercice[2.2.6]: Etant donné que I'on ne sait pas faire grand chose avec les produits

mais que 'on dispose d’un bel arsenal pour les sommes, on se propose de passer immédiatement au
. 2

logarithme. Posons u, = (223%..n™)%™" alors

4 n
Inw, = ﬁZklnk.
k=2

n

Tiens, tiens, on obtient une somme du type > f(k) ou f(xz) = zlnz est une fonction monotone
k1

sur [1,+oo[ (je laisse le soin au lecteur de le vérifier par la méthode qu’il souhaite), la comparaison

série-intégrale s’impose.

Vk e N, Veelkk+1], klnk<zlhz<(k+1)In(k+1)

k1
=VkeN*, Veelkk+1], klnk< / zlne < (k+1)In(k+1)
k
Nous sommons alors sur k € [2,n], ce qui nous donne
n n+l n n+1 n
Vn>2, > klnk< / elads <Y (k+1)In(k+1) =Y klnk=> klnk—2In2+(n+1)In(n+1)
k=2 5 k=2 k=3 k=2
ce que 'on peut réécrire
n+1 n+1

Vn > 2, Zkzlnk;< /wlnxdwet 2ln2—(n+1)ln(n—|—1)/:cln:cdx<2k:lnk:

V)

donc
n+1 n+1

Vn > 2, 21n2—(n+1)ln(n—|—1)—|—/xlnxdx< klnk < /:Uln:cdx. (12)
2 k=2 2

n

Nous calculons l'intégrale inciminée & I'aide d’une intégration par parties

n+-1 n+1
2 r=n+1 2 2 2
/xlnxda:: m—lngc - / x—.lda:: (n+1) ln(n+1)_21n2_(w_1).
2 —9 2 x 4
2

2

x

Nous obtenons ainsi que le membre de gauche et le membre de droite de I’encadrement sont

1)21 1 1)21 1
(n+1)"In(n + ) En divisant chaque membre de I’encadrement par (n+1)"In(n + ),

équivalents a

on constate que les membre de gauche et de droite de ce nouvel encadrement tendent vers 1 (par
n
Y klnk
k=2
(n+1)2In(n + 1)
2

définition de 1’équivalence) donc tend vers 1 par le théoréme d’encadrement. On

en déduit que

n
(n+1)%In(n +1) n?ln(n + 1) n?lnn
> klnk ~ ~ DTS

pt —+00 2 n—+00 2 n—+oo 2
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1
(car In(n+1)=Inn+1In(l+—) ~ Inn). Par conséquent,

n’° n——+oo

4 n2lnn

=2Inn.

Nous avons déja vu dans ’exercice que l'on peut prendre I’exponentielle d’un équivalent (un autre

exemple, In(2n) = Inn + In2 ~ Inn mais 2n % n). Nous devons affiner et pour cela obtenir
n—T0o0 n——+00

un developpement asymptotique de Inw, avec un terme en o(1l) (pour avoir un reste convergeant

vers 0 donc son exponentielle tendra vers 1, ce qui nous permettra d’obtenir un équivalent du terme
n
exponentié¢). Autrement dit, il nous faut un développement asymptotique de >  kInk de la forme
k=2
an + o(n?). Pour cela, nous allons étudier la suite

n 2
o= klnk - i ;n"
k=2

et, plus précisément, nous allons étudier la nature de la série de terme général v, — v, afin d’ex-
ploiter toutes les ressources des sommes partielles (resp. restes partielles) de séries divergentes (resp.
convergentes).

(n+1)2In(n+1) n’lnn

2 + 2
1 1 1 %1
= (n+1) <lnn+ln(1+ n)> - §(n+ 1)2 (lnn—l—ln(l + n)> 4+ 2nn

Upt1 —Up = (n+1)In(n+1)—

= (n+1) (ln”+ % +0(1))> - %(nJr 1)2 (lnn—i— % +o(1))) i ”21211”

n n

On développe le tout en priant pour obtenir des simplifications substantielles (vu que tous les termes
sont explicites, nous n’avons pas besoin de prier, ce qui ne fut pas le cas dans ’exercice [2.1.8))

1
Untl — Up = Elnn - §n+0(n) = —§n+ o(n).

. . . . 1 . .
La suite v,+1 — v, est donc équivalente & la suite de signe constant —in dont la série associée est

clairement divergente, ce qui implique que la série ) (v,41 —vy,) diverge c’est-a-dire que la suite (vy,)
n>1
diverge. Le théoréme de sommation des séries divergentes nous fournit ’équivalent suivant

n—1 n—1

1 n(n—1) n?

e DI T Dl I S
k=1 k=1

La suite v, tendant vers —oo, on en déduit que

= Ilnu, =2Inn—-140(1) = u, =exp(2lnn —1+40o(1)) = n—exp(o(l))
€ ——
—1

2

. pa P . \ n
ce qui nous démontre que u, est équivalente a —.
e

Correction de ’exercice :
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1. Une suite qui tend vers 0 est bornée donc sup |uy,| existe bien. Chaq
neN
ue terme u,, étant borné par sup |u,|, on en déduit que ||u||, alors u, = 0 pour tous les entiers

neN
n.

Légalité ||Aul|l,, = |A|[Ju||o est classique et je vous renvois sur votre cours de premiére année
sur les bornes supérieures.

Si w et v sont dans F, alors pour tout entier n, |up 4+ vn| < |up| + |vn| < [Jull + V]l
Nous venons de majorer en module tous les terme de la suite par une constante indépendante

de n (on revoit la définition d’une borne sup) donc sup |u, + v, | < ||u|l, + ||v]| o ce qui signifie
n=>0
v+ 0]l oo < flulloo + 10/l
< HuH et Z — est convergente ce qui
n>1

Un

2. L’application f est bien définie : Vn > 1, on

implique que la série > Q—Z est absolument convergente donc convergente. L’application f est
n>1
clairement linéaire et est & valeurs dans R donc il s’agit d’une forme linéaire. La majoration

S Un [ S
Yu€ B, |f(u) =) or| < Z loo D o = ltllog
n=1 n=1
montre que f est continue sur F et de norme moindre que 1. Nous savons que ||f|| = sup |f(u)|D’autre,
el o=
part, si u désigne la suite appartenant & F telle que up = 1sik < Netuy=0sik > N+ 1,
alors 1
v - ()
1] 1 5 1 x
lullg = Tet [f)] =[S =] =220 by
2 2 2
n=1 1-— 5

1
Par définition de ||f||, on avons la minoration ||f|| > 1 — (=) valable pour entier N > 1 et, en
faisant tendre N vers +o00, on obtient que || f|| = 1 donc ||f|| = 1.

3. Supposons qu’il existe u € E tel que ||ull,, < 1 et |[f(u)] =1.Si f(u) = —1 alors f(—u) =1
et [[—ull, = |lull,, < 1. On peut donc supposer que ||ul|, < 1, c’est-a-dire que Vn > 0, wu, €
[—1,1], et f(u) = 1. Supposons qu’il existe N € N tel que uy < 1 alors

1
f(u):;%+z%<;%+227n 2N+22n ZQn_’

n#N n#N n#N

ce qui nous fournit une contradiction. Par conséquent, Vn € N, u, > 1 donc Vn € N, u, =1
ce qui implique que limu, =1 et u ¢ E. Conclusion, il n’existe pas u € E tel que |lul|,, <1 et
n

[f(w)]| =1
Si B est compacte, application |f| est continue sur le compact B donc elle atteint ses bornes
donc il existe u € B tel que |f(u)| = sup |f(u)| = ||f]| ce qui est impossible et B n’est donc

flull o <
pas compacte.

Correction de I’exercice :  On commence par remarquer que

T

/f(t) cos(z — t)dt = /f(t)(cosa:cost +sinzsint)dt = cosx / f(t) costdt + sinx / f(t)sintdt
0 0 0 0

et notre équation est donc

T

Ve € R f(z) —2x(cosa:/f(t) costdt+sinx/f(t) sintdt) =
0

0

& VeeR f(z) = 2ac(cosx/f(t) costdt + sinx/f(t) sintdt) + 1 (13)
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T
Les fonctions ¢ — f(t)cost et t — f(t)sint sont continues sur R donc les fonctions = — [ f(t) costdt
0

x

et x — [ f(t)sintdt sont C! sur R (cf. le cours de calcul intégrale, il s’agit en fait des primitives
0

s’annulant en 0 des fonctions sus-citées) et leurs dérivées sont f(z)cosx et f(x)sinz. Le membre de

droite de I'égalité ((13]) est donc C* sur R donc le membre de gauche, qui est f, est C* sur R. Puisque

f est C1, le méme type de raisonnement montre que f est C? sur R (la primitive d'une fonction C*
est CHF1).
Intermeéde : En évaluant en x = 0 cette égalité, on obtient que

F(0) = 1. (14)

Nous sommes en droit de dériver 1’égalité ([13)), ce qui nous donne I’équation différentielle

T x

f'(®) = 2|cosx [ f(t)costdt+sinz [ f(t)sintdt | + 2z [ —sinx [ f(t)costdt +cosz | f(t)sintdt + f(z)(
[ rorsrans frorsrens |

0 0

T T

T x
= 2 cosx/f(t)Costdt—i—sinx/f(t)sintdt + 22 —sin:v/f(t)costdt+Cosx/f(t)sintdt+f(x)
0 0 0

0

On remarque que

B 1 €T xT
Jl) =1 =2 cosx/f(t) costdt+sin:c/f(t) sintdt | . (16)
T
0 0
. .o fla) = f(0) : N
Intermeéde : le membre de gauche est égal a 0 (cf. (14) qui est le tauz d’accroissement de
l’ —

f en 0 donc il tend vers f'(0) lorsque x — 0 (on sait que f est C? sur R), le membre de gauche tend
vers 0 donc

f0)=0 (17)
La combinaison des égalités et nous donne la relation :
! _ f($> -1 . .
VeeR f'(z)= L +2zf(z)+ 2z | —sinz [ f(t)costdt + cosx [ f(t)sintdt | . (18)
0 0

Pour évaluer la dérivée seconde de f, nous sommes amené & dériver le dernier terme de 1’égalité

/

2x(—sinzx [ f(t)costdt +cosz | f(t)sintdt) | =2(—sinz | f(t)costdt + cosx [ f(t)sintdt)
/ / / /

il apparait dans le membre de droite de
x

+2x(— cosx/f(t) cos tdt — sin:v/f(t) sintdt — f(x)cosxsinx + f(x)sinz cos )
0 0

il apparait dans le membre de droite de
flz)—1 1
= (f'(z) - —2zf(z))- +1- f(z)
X X
Par conséquent, nous obtenons

f(=)

T2 4 vapo)| + (1) -

o= ERR.

—20f())- +1- f(z).
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Au premier abord, on est effrayé par I’équation différentielle, mais si on simplifie, on obtient

Fa) = POTOE o) paap@+ PO IO oy 1 )

& 22 (@) = 20(1+ ) f(2) + 2+ 22 f(a) = 2+ 2> (19)

On vient donc de montrer que f satisfait & I’équation différentielle sur R* (on a effectué des
divisions par x pour y aboutir) et comme f est C? sur R, on constate que, par passage a la limite,
que I’équation différentielle est satisfaite sur R.

D’un coté, on est heureur d’avoir une équation différentielle, de ’autre, les méthodes d’intégrations
directes ne donnent rien et la vue des calculs découlant des développements en série entiére nous font
froid dans le dos. On se demande alors s’il n’y a pas une autre méthode........... un éclair de génie :
on se rappelle que notre prof nous a déja résolue des équations différentielles tordues sans le moindre
calcul en recherchant une solution simple et en utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

La fonction f est solution du probléme de Cauchy

{ 22f7 () = 22(1 + 22) f'(z) — 2+ 22) f(z) + 2 + 22
f(0) =1et f(0)

La fonction f = 1 est solution de ce probléme donc on est tenté de dire que f = 1. Malheureusement,
si ’on relie le théoréme de Cauchy

Correction de I’exercice [2.2.9|: Si on exige que ¢ > 1 et j > 1, la relation ¢ + j = n implique que
j=n—1tdoncj<n—1eti<n—1 En appliquant Fubini, nous avons :

- n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1 1
> § ~(= = -4 .
. . ‘. TL — Z n 7 TL — Z n 7 n “4 n—1
i>1,521,i475= n =1 =1 =1 =1

Pour la seconde somme, on effectue le changement de variable ¢/ = n — 4, ce qui nous donne

—1
1 2«=1
Z ij n Z i
i>1,5>1,i+j=n J i=1

1 —11
La comparaison série-intégrale pour la fonction —, on obtient que Z - ~ Inn donc
x’

=1 & n—otoo
Z 1 21nn
ij n—+oo m

i>1,5>1,i+j=n

1
Trouver un équivalent simple de > —.

i>1,j>1,i+j=n ]
Correction de l’exercice 2.2.10] :

+o0
1. Soit f € E, il existe une suite (a,)n>0 telle que V¢ €] —¢,t[, f(t) = > ant™. En utilisant le
n=0
changement de variable u = xt, nous remarquons pour commencer que
x
f(®) f

¢(f)($) - r—i-tdt - T + xt
0 0

pour x # 0 et la formule reste valide pour x = 0.

Nous allons appliquer le théoréme de permutation série-intégrale. Pour = €] — r, 7], la fonction
(wt)"
1+t

t—apy est continue sur [0, 1] donc intégrable sur ce segment et 1'on a

/ dt = |anw"|/ 1 —|—tdt < Janz"| .
0 0
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La série > a,z™ étant absolument convergente par définition, nous en déduisons que la série

n>0
(xt)™ £ 0
> f dt est convergente. On en déduit que
n=00 1+1
1 1 1
+00 + 400
(xt)" xt)" n t"
0 o n=0 =00 n=0 0

donc la fonction ¢(f) est bien développable en série entiére sur | — r, r[. L’application ¢ est bien
a valeurs dans E, et elle est linéaire donc ¢ est un endomorphisme de E,.

2. Soit A € R et f un vecteur propre de ¢ associé a \ :

+o00o o +o0o
o) = Mevad-rl Yo" [ o= A
n=0

Puisque f est non nulle, il existe un N € N tel que ay # 0 alors A = f 7dt La suite

TL

dt Jn>0 est strictement décroissante car

I

1 1 1 1
tn+1 " tn+1 " tn
/1+ dt_/1+tdt:/ 1+1 /1+t(t_1)dt<0
——
0 0 0 0 “"'>0 <0

(car une fonction continue sur [0, 1] négative et non nulle a une intégrale strictement négative).
On en déduit que

Yn# N, \—

Par conséquent, Vo €] —r,7[, f(z) = ayz™ et cette fonction appartient bien a E,.

1 tn 1 "
On en déduit que Sp¢ = {[ mdt, n € N} et Ey(¢) = Vect(z — x") avec A = f
0

1 n

Puisque pour tout entier n € N, l'intégrale f 1
0

t

tdt est non nulle (I'intégrale d’une fonction
+
positive non nulle), montrons que I'endomorphisme ¢ est bijectif. Soit ¢ = > a,2™ € E,,

+o0o
recherchons les antécédents f = > b,z™ de g par ¢ :
n=0

1

o(f) = geVrel—nr| Zan:ﬁ an:r /dt

n

& Vn eN, an:bn/1+tdt<:>bn:f1 pr t
0

o 1+t
Ainsi, si f € E, alors f est unique. Montrons que f appartient bien & F,.. Nous avons vu précé-

1 n
t
demment que la suite (I, = f T+

an

dt)n>0 est positive décroissante. Nous disposons également
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de la relation :

1 1
t”+1+t” tn t+1 1
1 I, = = [ t"dt =
nt1t in / 1+¢ / 1+t / n+1
0 0 0
On en déduit que
1 1
Vn > 0, =1I,+1 21, d I,> ——ectl, < 20
" w1 TS 2 done dn 2 ooy et e S T (20)
ce qui implique que
a
Vn =0, |by| = Jan] n| <2(n+1)|ay| =2n|an| + 2 |ay] -

TL

Du cours sur les séries entiéres, nous savons que la série dérivée d’une série entiére de rayon r est

de rayon égal a r. Si x €] — r,7[, les séries > na,z" et Y a,z™ sont absolument convergentes
n=0 n=>0

et la majoration

Vn =0, |bpz"| < 2nlapz™| + 2|anx"”|
montre que la série Y b,a™ est absolument convergente quel que soit x €] —r, r[, ce qui signifie
n=0

que la série entiére Y b,x™ admet un rayon de convergence supérieur ou égal a r. Par conséquent,
n=0
f € E, ce qui achéve la preuve de la bijectivité de ¢.

N
3. Soit P = > apz™ € R[¢].
n=0
[ Plat)
xt
-1,1 P = <
voel- Ll o)) = | [ T
0
Siz € [-1,1] alors Vt € [0,1], xt € [—1, 1] donc

vrel - L1l (Pl < 1”_’;”tdt = [Pl m2 = vP € Bl o(P)] <[P 2
0
donc ¢ est un endomorphisme continu de R[t] et sa norme subordonnée est moindre que In 2.
Posons P, = 2™ alors ||P,|| =1 et
1
6P (@) = 2 on I, 1B, = Ii n+ 1 (cf. (20).
0
On en déduit que
lle™ Il = sup [o7*(P)| > [|l67*(F)]| 2 n+1 = Foo

Pl=1

donc ¢! n’est pas continue.

Remarque : en dimension finie, tous les endomorphismes sont continus. En particulier, tout
automorphisme est continu ainsi que son inverse. En dimension infini, nous venons trouver un
endomorphisme continu, inversible dont l’inverse n’est pas continu.

1 —— _
Correction de ’exercice [2.2.11|: Posons A = | o 1” et W = <(1) 01> . Alors on a la

n

Q@

décomposition A = Is + —W. Les matrices Iy et W commutent donc appliquer la formule du binéme
n

de Newton
n

AT =Y (EIWRETE =T () )k,

k=0 k=0
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1l est immeédiat que W?2 = —I5 donc W2k = (W2)F = (—1)FI5 et W2+ = WIW2*F = (—1)*W. Nous
allons donc décomposer la somme précédente selon les termes pairs et les termes impairs

n ny & n «
AT = Z (21@)(5)%‘4/% + Z (2k+1)(g)2k+1W2k+1
0<2k<n 0<onTicn
Ew/2) N B((n=1)/2) .
B Z (ﬂ)(_l)k(ﬁ)% L+ Z (21&1)(—1)]“(5)%“ W.
k=0 k=0

Ces deux sommes rappellent les parties réelles et imaginaires de puissance d’un complexe de la forme
z + 1y. Plus précisément,

n

(@+ay)” = Y ("= Y ()" Y () i) e G

k=0 0<2k<n 0<2k+1<n
_ Z (;C)(_l)ky2kxn—2k 4 Z (anﬂ)(_1)ky2k+1mn—(2k+1)
0<2k<n 0<2k+1<n
donc

Re(;v—l—iy)” _ Z (i)(_l)ky2kxn—2k et Im(:[:—l—iy)n _ Z (an+1)(_1)ky2k+1xn_(2k+1)

0<2k<n 0<2k+1<n
. k 2k .

Re(1+iy)" = > (D et Im(1+iy)” = Y (50,) (=D

0<2k<n 0<2k+1<n

On en déduit que
n_ X yn Xyn
A —Re((l—i—zn) )Ig—i—lm((l—i—zn) )W.

. . N o a , A
Etudions la suite ((1 +i—)"),>1. Pour commencer, écrivons (1 + i—) sous forme polaire p,,e?n
n n

2
[« a «
pp=1\/1+ — et tanf, = — = 0, = arctan(—) mod .
n n n

. e . , . .
La suite complexe (14i—),>1 converge vers 1 donc son angle polaire est nécessairement dans l'intervalle
n

T @

|- 5 5[ pour n assez grand. D’autre part, la suite réelle (arctan(—)),>1 converge vers 0 donc pour n
« T T . . " .. a

assez grand, arctan(—) €| — 5 5[, ce qui entraine que l'on peut choisir #,, = arctan(—) pour n assez
n n

grand. Ainsi, on a
(1+ z%)” = pleiin,

2
La suite p; = (4/1+ %)” converge vers 1 (il suffit de passer au logarithme et utiliser le DL de
n

a
In(1 4 x) en 0) et la suite nf,, = narctan(—) converge vers « (arctanz ~ z) donc la suite complexe
n

z—0

a
(1 +14—)" converge vers exp(icr). On en déduit, par continuité des parties réelles et imaginaires) que

a a
Re ((1 + z—)”) converge vers cos « et Im <(1 + z—)”) converge vers sin . Par conséquent,
n n

A" — (cosa)ly + (sina)W
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9 Corrections MP*
9.1 Algébre-géométrie
Correction de ’exercice [3.1.1]: Notons G4 l'application linéaire

Gg: 9, (C) — M, (C)
X— AX

Si A est une valeur propre de A alors il existe un vecteur ey € C"\{0} tel que
Aey = dey

Notons X la matrice dont la premiére colonne est ey et toutes les autres colonnes sont nulles c’est-a-
dire
Xy=(ex (0) ... (0)

Un calcul direct montre que AXy, = AX) et bien entendu la matrice X est non nulle donc A est une
valeur propre de A.
Réciproquement soit A une valeur propre de G4 donc il existe X € 9,,(C)\{0} telle que

AX)\ = )\X,\ = (A—)\Id)X)\ =0

La matrice A — AId n’est pas inversible (sinon X, = 0) donc A est une valeur propre de A
Notons Dp I'application linéaire

Dp : 9M,(C) — 9M,(C)
X — XB

Si A est une valeur propre de B alors il existe un vecteur ey € C"\{0} tel que
Be)\ = )\6)\
Notons X la matrice dont la premiére ligne est ey et toutes les autres ligness sont nulles c’est-a-dire

ex
oo |©
(0)

Un calcul direct montre que X, B = AX) et bien entendu la matrice X est non nulle donc A est une

valeur propre de A.
Réciproquement soit A une valeur propre de Dp donc il existe X € M, (C)\{0} telle que

X\B = )\XA <=>X>\(B—)\Id) =0

La matrice B — AId n’est pas inversible (sinon X = 0) donc A est une valeur propre de B
Revenons au cas de I’endomorphisme ®. Cet endomorphisme est la somme des deux endomorphismes
G et Dpie.

®=Gas+ Dp

Les deux endomorphismes G 4 et Dp commutent car VX € 9, (C)

[GaoDpl(X) = Ga(XB)= AXB
[DpoGal(X) = Dp(AX)=AXB
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Nous pouvons donc cotrigonaliser les deux endomorphismes i.e. si G’ désigne la matrice de G4 dans
une base fixée C de M, (C) et si D’ désigne la matrice de Dp dans la base C, il existe une matrice
inversible P € GL,2(C) telle

A1 (%) 1 (%)
G =P 0 p! D =P 0 p!
0 -+ 0 Mg 0 -+ 0 jpp

(cela résulte que deux endomorphismes u et v de L(CN) qui commutent sont cotrigonalisables. Il suffit
de faire une preuve par récurrence : pour n = 1, c’est clair, pour Uhérédité, utiliser que u posséde une
valeur propre X. Si E\(u) est l’espace propre correspond la relation wov = vou montre que E) est un
sous-espace stable par v. L’endomorphisme vg, posséde une une valeur propre p. Soit e un vecteur
propre associé, alors e est par définition un vecteur propre de v et e € E) donc e est aussi un vecteur
propre de u. Si on pose F' = Vect(e), on considére H un supplémentaire de F ainsi que la projection
p de CV sur H parallélement o F. On applique ensuite Uhypothése de récurrence a povy et a povy
qui sont des endomorphismes de H puis on écrit l’égalité matricielle correspondante)

La matrice de ® dans la base C est G’ + D’ donc

AL+ i (%)
¢+p=pr| " P!
0 0 Az e

ce qui démontre que

Sp(®) = {\+pu, A€ Sp(A), u € Sp(B)}

Correction de D’exercice [3.1.2] :

1. Etude de d,(F) lorsque E est borné ou non
Si 'ensemble E est borné, tous les produits d(a;, aj) sont bornés par une méme constante C (ne
dépendant que de F) qui est en fait le diamétre de E, i.e. d2(F)) donc

2 2
n(n—1) n(n—1)

On(ar,an) = | [ d(asa;) <| ] (B = dy(E)

1<i<j<n 1<i<j<n

et en passant au sup on a
Vn =2, dn(F)<dy(F)< 400

ce qui montre que la suite (d,,(EF))n>2 est borné.
Si I’ensemble E est non borné, il est nécesairement infini. Fixons n — 1 éléments as, .., a, de F.

Il existe une suite (a(¥);>, d’éléments de E tels que

Vie{2,.,n}, kEde(a(k),aj) = 400

La suite (8,,(a®), as, .., an))r>1 est le produit de constantes par des suites tendant vers 4oco donc
(5n(a(k),a2, vy Q) — +00

quand k — 400 ce qui implique de
dn(E) = 400
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2. Si E C F, il est immédiat que
{0n(ar,..,an), (a1,..,an) € E} C{dn(a1,..,an), (ai,..,an) € F}

donc

sup  dp(ar,..,an) < sup  dp(ai,..,an) = dp(F) < dp(F)
(a1,..,an)EE (a1,..,an)EF

3. Etude la monotonie de la suite (d,,(E))n>2

n(n—1)
Pour commencer, il faut remarquer que (§,,(a,..,a,)) 2 est le produit de toutes les dis-
tances entre deux éléments de 1’ensemble {ay, .., a,}.
Considérons n + 1 éléments distincts aq, .., a,4+1 de E.

n(n+1)
(5n+1 (alv ) an+1)) 2 = H d(ai7 aj)

1<i<j<n+1

Notons Er(z2421 lensemble des parties a deux éléments de E, 1. Si F' = {a,b} est une partie a

deux de Fpy1, on note
o(F) =d(a,b) = d(b,a) (par définition de la distance)

Ainsi nous pouvons écrire

n(n+1)
Gnti(ar,manin)) 2 = [ o(F) (21)
FCE&L
Il est immédiat que
n+1
En1 = U(En+1\{ak})
k=1

et si (Enp1\{ax})® désigne Pensemble des parties & deux éléments de (E,41\{ax}), nous avons
I’égalité ensembliste suivante

n+1

(En+1)(2) = U (En+l\{ak})(2) (22)

k=1

quiest valable si n > 3 (dans un ensemble possédant au moins trois éléments, toute partie a deux
éléments {a;, a;} ne rencontre pas le complémentaire d’un certain élément). L’égalité ensembliste
précédente n’est pas une partition.

Fixons une partie F' = {a;,a;} & deux éléments de E,y1. F € (Epp1\{ar})® ssii et j sont
distincts de k donc une partie F' appartient aux n+1—2 = n— 1 ensembles ((E,11\{ax})®) g

k#j
et cette partie F apparait une fois et une seule dans chaque (E,1\{a;})? (il s’agit de sous-
parties!).

n+1
Ainsi dans le produit [] II (0(F)), chaque partie F' & deux éléments de E, 11 est

k=1 FC(Ent1\{ax})®
compté exactement (n — 1) fois. Cette remarque combinée a I’égalité (22) montre que

n+1
II II @@= sy
k=1 Fc(Epi1\{ar})@ FcE®

n+1
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et l'utilisation de la formule (21)) nous permet d’écrire la formule suivante :

1
nn+1) 4 1 n+1 n—1
Goi(anan) 2 =[] I e@Eye-1=(11 I @&
k=1 FC(Bn+1\{ax})® k=1 FC(BEn+1\{ax})®
valable pour tous (n+1)-uplets (a1, .., an+1) de E. Le produit II (0(F)) est le produit

FC(Bnta\{ar})®
sur toutes les parties & deux éléments de 'ensemble a n éléments E,41\{a} donc

n(n—1)
[I  @F)=Gulas, @i anis) 2

FC(En+t1\{ax})®

(le chapeau ™ sur aj signifiant que 1’élément aj n’est pas considérer. Nous pouvons réécrire

n(n+1)
(Ont1(at,.,ans1)) 2 sous la forme :
n(n+1) 4 1
(5n+1(a17~>an+1)) 2 = (571(&17"7@7"7@71-{—1))”'_1 .
k=1

Cette derniere égalité vient d’étre prouvée si les éléments (aq, .., ap+1) sont deux a deux distincts
mais elle reste vraie dans le cas contraire car le membre de gauche est nul et I'un des facteur du
membre de droite est nul.

Nous en déduisons la majoration suivante quelque soit le (n + 1)-uplets choisi :

V(ala "7an+1) c En+17

1
nn+1)  p nn—1)\n-1 a1 n n(n+1)
(Onsi(ar,mans1)) 2 <[] [a(®@) 2 = [[(@n(E)2 = (du(E)) 2
k=1 k=1
et en passant au sup
n(n+1) n(n+1)
(o1 (B) 2 <(da(B) 2 & dupi(E) <du(B)

La suite (d,,(E))n>2 est décroissante, positive (!) donc elle converge vers une limite positive

4. Calcul de d3(E) lorsque E est un segment
Nous pouvons supposer que F est un segment [o, 3] de la droite réelle. Soit a1, as,as trois
points de ce segment (qui sont donc des nombres puisque le segment est sur la droite réelle). La
définition de d3(a1, a2, as) nous permet de supposer également que a < a1 < a2 < ag < . Dans
ce cas

83(a1, az,as) = (az — a1)(ag — a1)(az — az) < (ag — @) (B — @) (B8 — az)

(
L’étude de la fonction ag — (ag—a)(B—ag) sur le segment [«, 5] montre qu’elle posséde un unique

2
) ) -« ) .
maximum en as = et que ce maximum est (64) ce qui nous donne la majoration
3
3 (B —a) 8 —a
d3(a1, ag,a3) < — ®© d3(a1, az,a3) < 7

valable pour tout triplet (a1, a9,as) de E. En passant au sup, on a

cB-a
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et 03(a, Oé;—ﬁ,,ﬁ) = ’6\;;{ donc ;
—«

Correction de ’exercice [3.1.3 :
Interprétation Supposons qu'il existe un certain sous-groupe G de GL,(R) isomorphe & (Z/4Z)2.
Soit f un isomorphisme de (Z/4Z)? sur G, c’est-a-dire une injection de (Z/4Z)? dans GL,(R)
telle que o B L o
Y(a,b), (V) € (Z/AZ)%, f((@,b)+ (d',V)) = f(@,b).f(d, V).

Si I'on pose A = f(1,0) et B = f(0,1). Alors, les matrices A et B appartiennent a G donc a
GL,(R) et on a:

V(@b) € (Z/AZ)?2,  £(@5) = £(@,0)-£(0,5) = f(a(T,0)).£(b(0. 1)) = (F(T,0))".(£(0,1))" = A°B".
Par conséquent, la connaissance de A et B permet de reconstituer f. Que peut-on dire de A et

B?

— Pour commencer, les matrices A et B commutent car :

AB = f(TaG)f(ﬁvi) = f((T>6) + (ﬁvi)) = f(T>T)) = f(ﬁai)f(1>6) = BA.

— Ensuite, chacune est d’ordre 4. Montrons le pour A, le lecteur fera la vérification pour B. Pour
commencer, on a :

AT = (f(10))" = f(4(1,0)) = f(4,0) = f(0,0) = I,

Soit k € {1,2,3}. Alors (k,0) # (1,0) et I'injectivité de f, montre que f(k,0) # f(1,0) = I,,.

Or, nous avons 1’égalité

donc AF # A.
— Soit < A > (resp. < B >) le groupe engendré par A (resp. B). Montrons que < A > N <
B >={I,}. Soit g €< A >N < B > alors il existe deux entiers k et [ tel que

g=A"=B"= (f(1.0))* = (f(0.1)) & f(k(1,0)) = f(U(0. 1)) & f(k,0) = f(D,0)).

L’injectivité de f implique que k = 0 et [ = 0, c’est-a-dire que 4 divise k et [ donc A* =T, et
Bl =1, et g=1,

Nous venons donc de montrer que I’existence d’un isomorphisme de (Z/47)? sur un sous-groupe
de GL,(R) implique D'existence de deux matrices A et B de GL,(R) telles que

A'=B*=1, AB=BA, <A>n<B>={IL}.

Réciproquement, soient A et B deux telles matrices. Définissons I'application f de (Z/47Z)?
dans GL,,(R) par ~ ~
V(a,b) € (Z/AZ)?, f(@,b) = A°B".
par def
Vérifions que f est bien définie. Si o’ = a + 4k et ¥’ = b+ 41, ou a,b,d’, b, k, sont des entiers
relatifs, alors
Aa’Bb’ _ Aa+4ka+4l _ Aa<A4)kAb(A4)l _ AaAb.

Ainsi A*B® dépend pas de a et b mais de leurs classes modulo 4 et f est ainsi bien définie.
Le calcul suivant montre que f est bien un morphisme

(@ b)+(d, V) = fla+a, b+ V) = A B — A0 47" BYBY — A9Bb AV BY — f(a,b).f(d, V) .
AB=BA
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On en déduit déja que G = f((Z/4Z)?) est un sous-groupe de G L, (R). Ce morphisme est bien
surjectif car

f@b) =1, A"B" =1, A=B"= Ac< A>nN<B>={l,} = (A=1I, et B"=1,).

Puisque A est d’ordre 4 donc 4 divise a et @ = 0. De méme pour b donc (a,b) = (0,0) ce qui
montre 'injectivité de f.
Par conséquent, f réalise un isomorphisme de (Z/4Z)? sur le sous-groupe f((Z/4Z)?) de
GL,(R).
Caractérisation de n Le polynome X% — 1 est annulateur pour A et sa décomposition en produit
d’irréductibles sur R[X] est

X' -1=(X-1D)(X+1)(X%2+1).
Le théoréme des noyaux nous montre que
R" = ker(A — I,) ® ker(A + I,) ® ker(A% + I,,).
Si ker(A? + I,,) = {0} alors
R" = ker(A — I,) ® ker(A + I,) = ker(A? — I,,)
donc A% = I,, ce qui est impossible et on a :
ker(A? + 1) # {0}.

Notons dans la suite u (resp. v) 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique
de R™ est A (resp. B)

1. Supposons que n = 4. Soit e; un vecteur non nul de ker(A2 + I,,). La famille (e1,u(ey)) est
une famille libre. Sinon, u(e;) est colinéaire a e; donc il existe un réel A tel que u(e;) = Aey.
Dans ce cas, on a

—e; = u?(er) =u(Xer) = du(er) = Ney = (V2 +1) eg =0=X24+1=0
~—
£0
ce qui est absurde car A € R. On en déduit que (e1,u(e1)) est une base de ker(A2+1,,). Dans

. 0 -1 :
cette base, la matrice de Upyect((e;,u(er)) €St <1 0 ) . On constate alors que les matrices

0 -1 0 0 100 0
1 0 00 010 0
A=10 0 10| %B=0 0 0 -1
0 0 0 1 001 0

sont deux matrices d’ordre 4 (la matrice <? 0

4) qui commutent de fagon évidente. Vérifions que < A > N < B >= {I4}. Sige< A >
N < B >, alors il existe deux entiers k et ¢ tels que A*¥ = B?. Un calcul direct nous donne
0) I, (0) . . . I, (0)
A= F ( et B? = donc, par identification, A¥ = B*F = =
<<o> I, (0) = P (0) I
14, ce qui implique que 4 divise k et g. On en déduit que g = 14, ce qui nous assure, par
'interprétation, I'existence d’un isomorphisme de (Z/47)? sur un certain sous-groupe de
GL4(R).

) a pour carré —Iy donc elle est d’ordre

2. Sin > 4, considérons les matrices A’ = <(61) I(O) > et B' = <£) I(O) > oll A et B sont
n—4 n—4

les deux matrices de GL4(R) définies dans 1. Les matrices A’ et B’ appartiennent & GL,(R),
elles sont d’ordre 4 et < A" > N < B’ >= {I,,} (je laisse cette véification élémentaire au
lecteur). Cela nous fournit, toujours par l'interprétation, I'existence d’un isomorphisme
de (Z/47)? sur un certain sous-groupe de GL,(R).
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3. Si n = 1, une matrice est un scalaire et il n’existe aucun réel d’ordre 4 donc n = 1 est
impossible.

4. Si n = 2. Nous savons que ker(A? + I,) # {0} et le raisonnement du 1 montre qu’il existe
un vecteur e; tel que (e1,u(er)) est une famille libre de ker(A2 + I,,) donc

2 < dimker(A4% 4 I,,) < dimR? = 2,

ce qui démontre que (er,u(er)) est une base de R2. La matrice de u dans cette base est

-1
A = <O > . L’endomorphisme v commutant avec u, la matrice B’ = (Z b) dew

1 0 d
dans cette base commute avec celle de u. Un calcul direct montre que a =d et b = —c. La
matrice B’ étant inversible, on en déduit que a? + b% # 0. En particulier, il existe un réel 6
tel que
a b
= cosf et —— =sind.

Vare N UEr e

L. cos —sinf
Nous pouvons alors écrire B’ = v/a? + b? (s' 0 cosf
in

donc, en passant pour commencer au déterminant, on obtient que

) .On sait d’autre part que B* = I,

(a2+b2)2:1(:>a2+b2:1:>3’: C?S@ —sinf
sinf@ cosf

puis que

<cos 0 —sin 9> 4 <cos 40 —sin460
= [2

7
sind cosf sin4f  cos 460 ) =het= a5 avec g € [0, 3]},

ce qui implique que

s . T

CoOSq— —sIng— —1\¢

B=| 2 2 :<(1] 01> avec ¢ € [0, 3].
sing— cosq—

2 2

Si lon souhaite que B’ soit d’ordre 4, alors g =1 ou 3. Orsi ¢ =1,on a A’ = B’, ce qui
implique que A= Bdoncg=A=B# ILtetgc < A>N< B >ouq=3,alors B = A,
ce qui implique que B=A3>=A"1ldoncg=B=A4A#4# et gc< A>N<B>.0nen
déduit que le cas n = 2 est impossible.

5. Sin = 3, les polynodmes caractéristique de A et de B sont de degré impair donc ils admettent
nécessairement au moins une racine réelle, qui est nécessairement 1 ou —1. Par conséquent,
dim(ker(A — I,,) @ ker(A + I,,)) > 1. D’autre part, les espaces vectoriels ker(A? + I,,) et
ker(B?+ I,,) sont non nuls. Le raisonnement du 1 montre que leurs dimensions est au moins
2. On en déduit pour A que :

dim(ker(A — I,,) @ ker(A + 1,,)) = 1 et dimker(A% + I,,) = 2
et pour B que
dim(ker(B — I,) ® ker(B 4 I,,)) = 1 et dimker(B% 4 I,,) = 2

Il existe donc € € {—1,1} tel que dimker(A—el,,) = 1. Par le raisonnement, nous disposons
d’une base (e1,u(e1)) de ker(A2 + I,,) et fixons une base (e3) de ker(A — eI},). La matrice
de u dans la base B = (e1,u(e1), e2) est

e 0 O
A=[0 0 -1
01 O
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L’endomorphisme v commutant avec u, il laisse stable ’espace ker(A—e1,,) ainsi que 'espace
ker(A? + I,,) donc sa matrice dans la base B est

/
B' = <% )0(> avec X € My(R) et &' € {—1,1}

0 —1
1 0
I'égalité v* = Id implique que X* = I,. Puisque v? # Id, on en déduit que B? # I et,
comme et £? = 1, cela signifie que X? # I donc X est d’ordre 4 (I'ordre de X divise 4 et
0 -1
1 0

La commutation de u et v implique la commutation de X et ( ) D’autre part,

q
il est différent de 2). Le raisonnement de 4. montre que X = < > avec ¢ = 1 ou 3.

Ainsi, on a

g 0 0 g 0 0
B=[0 0 -1|ouB=[0 0 1
01 0 0 -1 0
1 0 0
Dans ces deux cas, on a B? = [0 —1 0 | = A donc B2 = A%2. g = A2 = B? ¢
0 0 -1

< A>N< B> etg# I3, ce qui démontre que le cas n = 3 est impossible.

Conclusion : l'existence d’un sous-groupe de G'L,(R) isomorphe & (Z/4Z)? est possible si et
seulement si n > 4.

Correction de l’exercice B.1.5] :

00 —12
1. A=|1 0 4 |. Effectuons pour commencer la réduction de A. Son polynéme caractéris-
01 3
tique est
Pa(X)=X3-3X? - 4X +12=(X -3) (X +2) (X - 2)

donc la matrice A, qui est de taille 3, admet trois valeurs propres distinctes réelles donc elle est
diagonalisable sur R.

x
- X = [y | € E_2(A) si et seulement AX = —2X, ce qui équivaut a
z
20 — 122 =0 v — 62 6 6
x+2y+42=0 <:>{ S X=z|-5]|=F_2A) =Vect(es=|-5])
Y= —952
y+5z=0 1 1
x
- X =|y| € E2(A) si et seulement AX = 2X, ce qui équivaut a
z
—2x—122=0 v —62 —6 —6
r—2y+42=0 @{ __72 S X=z|-1]=FE_3A) =Vect(ea=|—-1])
y+2=0 v= 1 1
x
- X = [y | € E3(A) si et seulement AX = 3X, ce qui équivaut a
z
—3r—122=0 v s —4 —4
x—3y+42=0 <:>{ __0 SX=2|0|=FEA =Vectles=1] 0 |)
y=0 - 1 1
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6 —6 —4 -2 0 0
Par conséquent, la matrice P= | =5 —1 0 | est inversibleet P71AP=[ 0 2 0
1 1 1 0 0 3

Décrivons maintenant explicitement W (v). Le polynoéme caractéristique P4 de A est un polyndéme
annulateur de A. Soit k un entier positif. La division euclidienne de X* par P4 nous fournit deux
polynoémes Q. et Ry avec deg Ry < 3 tels que

X* = PA(X)Qk(X) + Ri(X) = A" = PA(A)Qx(A) + Ry(A) = Ry(A) (23)
=0

Puisque Ry est de degré strictement inférieur a 3, il existe trois réels ay, by, cx tel que R(X) =
apX? + b X + ci, ce qui combinée & I’égalité démontre que

Vk €N, Jay, bi,ck € R tels que A% = ap A2 + bpA + cpls < ¥ = apf2+ bpf + ¢, 1d.
Par conséquent, I’espace W (v) est engendré par les trois vecteurs f2(v), f(v) et v, c’est-a-dire
W (v) = Vect(f2(v), f(v),v).
Vk €N, Jag, by, cx € R tels que f*(v)

L’espace W (v) étant engendré par trois vecteurs et E étant de dimension trois, dire que W (v) #
E est équivalent & exiger que ces trois vecteurs sont liés. Si I'on fixe une base B de R3, c’est
équivalent & I’annulation du déterminant detg(v, f(v), f2(v)), ce que I'on résume par :

W(v) # E < detg(v, f(v), f2(v)) = 0. (24)

Soit v un vecteur de R?® et (z,vy,2) ses coordonnées dans la base B = (e1, ea, e3) des vecteurs
propres de f (qui sont ceux de A) . Alors, on a I’égalité

Vk€{0,1,2},  fH(v) = fF(mertyeatzes) = zff(er)+yf (ea)+2f" (e3) = m(—2)"er+y2"er+23"es

donc les coordonnées de f*(v) dans la base B sont (z(—2)¥,y2*, 23%) et

T —2z 4x 1 -2 4 1 -2 4
detg(v, f(v), f2(v)) = |y 2y A4dyl=ayz|l 2 4| =zyz|0 4 0| Ly« Ly— 1L,
z 3z 9z 1 3 9 0 5 5 L3 — L3 — Ll
0
= zyz x1x 5 5‘ = 20zyz.

On en déduit que si v est un vecteur de coordonnées (z,y, z) dans la base B des vecteurs propres
de A alors
W(v) #0 < xyz =0,

c’esta dire que v est dans, au moins, I’'un des trois plan x =0 ou y = 0 ou z = 0.

Si I'on veut exprimer ceci dans la base initiale 3, il suffit d’exprimer les "anciennes" coordonnées
de v dans la base 3 dans la "nouvelle" base B. Notons (v1,v2,v3) les coordonnées de v dans la
base (§ alors

z v 6 —6 —4\ [n 1 v, — 2vg + 4vg
y|l =Pt {w]|=-5 -1 0 va | =355 —5v1 — 1009 — 2003
z U3 1 1 1 V3 4v1 + 1209 + 36v3

et, en factorisant les constantes adéquates, on a
W(v) #0 < (v1 — 2v2 + 4vz)(v1 + 2v2 + 4vs)(v1 + 3ve + 9vz) =0
c’esta dire que v est dans, au moins, I’'un des trois plans

v1 — 2v9 + 4vg = 0 ou v1 + 2v9 + 4vg = 0 ou v + 3vg + Yvg = 0.
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0 0 12
2. A= 1|1 0 —-16| . Effectuons pour commencer la réduction de A. Son polynéme caractéris-
01 7
tique est
Pu(X)=X?—7X2 4+ 16X — 12 = (X — 3) (X —2)*

Interméde : on peut dés & présent savoir si A est diagonalisable ou non. Les seules valeurs propres
de A sont 2 et 3. Si A est diagonalisable alors elle est semblable 4 une matrice diagonale dont les
éléments diagonauz sont des 2 et des 3. Une telle matrice diagonale est annulée par le polynome
(X —2)(X — 3) donc ce polynome doit annulé A. Effectuons le calcul correspondant :

—2 0 12\ /-3 0 12 6 12 24
(A-2L)(A-3L)=[1 -2 —16]| 1 -3 —-16|=[-5 —-10 —20] #0
0 1 5 0 1 4 1 2 4

donc A n’est pas diagonalisable.

Remarque : si (A —2I3)(A — 31I3) = 0 alors A était annulé par le polynéme (X — 2)(X — 3),
qui est scindé a racines simples dans R, donc A serait diagonalisable sur R. Je laisse au lecteur
le soin de la généralisation auzx cas d’un nombre quelconque de valeurs propres de multiplicité
quelconque.

Revenons a nos moutons. La valeur propre 3 étant de multiplicité 1, son espace propre est de
dimension moindre que 1 et 3 étant une valeur propre, sa dimension est au moins 1. Donc, sans
calcul, on peut affirmer que dim F3(A) = 1. Par contre, nous devons déterminer par le calcul la
dimension de Fy(A) (en fait, grace a l'intermeéde, on sait que

et, 2 étant une valeur propre, dim F2(A) > 1 donc dim F2(A) = 1). Nous allons également
expliciter les valeurs propres, ce qui nous avancera dans le travail de trigonalisation de A (A
étant annulé par un polyndome scindé sur R, elle est trigonalisable sur R)

T
-~ X = [y | € Ex(A) si et seulement AX = 2X, ce qui équivaut a
z
—2x+ 122 =0 z = 62 6 6
x—2y—162=0 @{ —_—52 S X=z|-5|= EyA) = Vect(ea=[-5])
y+5z2=0 y= 1 1

on retrouve bien que dim E9(A) =1 < 2 donc A n’est pas diagonalisable sur R (ni sur C)

T
-~ X =[y| € E3(A) si et seulement AX = 3X, ce qui équivaut a
z
—3r+122=0 v = ds 4 4
x—3y—162=0 @){ 4 SX=z|-4|=FE_A) =Vect(es=[-4])

y+4z=0

(On trouve le résultat escompté a priori)

Nous allons trigonaliser A mais pas n’importe comment, en particulier, on ne va dire que A est

2 00
semblable & une matrice de la forme | * 2 0] . Le polynome (X — 2)?(X — 3) annule A, les
* 0 3

facteurs (X —2)2 et (X — 3) sont premiers entre eux dans R donc on peut appliquer le théoréme
des noyaux.

R? = ker((A — 213)?) @ ker(A — 313).
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Les espaces propres ker((A—213)?) et ker(A—313) sont stables par A donc on peut espérer rendre

00
semblable A & une matrice du type 2 0], sil’on choisir une base de ker((A —2I3)?) formé
0 3

O QN

d’un vecteur propre de A (ker(A—21I3) C ker((A—21I3)?)) et d’un autre vecteur de ker((A—213)?).
Puisque A n’est pas diagonalisable, le coefficient a est nécessairement non nul (sinon A admettrait
deux vecteurs propres libres associés a la valeur propre 2). Nous devons rechercher un vecteur
es tel que

1 1

Aey = 2e1 +aeg & A(—e1) = 2(—e1) + as.

a a
Ainsi, cela revient a chercher un vecteur €} tel que Ae| = 2€} + ez. C’est plus intéressant car
nous avons éliminer la constante indéterminée a. Effectuons le calcul

T T 6 —2x 4+ 122 =06 v ——3 462
Alyl =2y |+ |[-5] e z—2y—162z =-5 @{ _q_5
z z 1 Y+ 52 =1 vy = i
-3 -3 6 4
On peut donc choisir e; = [ 1 | . La famille (e, eq,e3) est librecar P= | 1 =5 —4| est
0 0 1 1
une matrice de déterminant 1 donc inversible. Nous obtenons ainsi une belle trigonalisation de

A avec
2 0 0
PlAP=(1 2 0
0 0 3

En fait, nous venons méme d’effectuer la réduction de Jordan de A (sur un exemple trés simple).
Comme cela a été vu au 1, pour tout vecteur v de R3, on a W(v) = Vect(v, f(v), f2(v)) et

W(0) # B  dets(v, (v), f(v)) = 0.
Soit B = (e, e2, e3) la base de trigonalisation de A (donc de f), Il est évident que
VE € {0,1,2},  fF(er) = 2%e; + 2 Lkes,  fF(en) = 2Fen,  fF(e3) = 3Fes.
Soit v un vecteur de R? et (z,y, z) ses coordonnées dans la base B. Alors, on a 1’égalité

VE€{0,1,2}, f*(v) = fF(wer +yea + ze3) = xfF(er) + yfFe) + 2 (e3)
= z(2%e; 4+ 2" keg) + y2%en 4 23%es = 22%e; 4 (228N k + y2F)eq + 23Fes

donc les coordonnées de f*(v) dans la base B sont (z2%, 221k + y2F, 23%) et

T 2x 4x 1 2 4 1 -2 4
detg(v, f(v), f2(v)) = |y z+2y do+4y| =zzly x+2y do+4y|=22|0 = 4z| Ly Ly —yL
z 3z 9z 1 3 9 0 5 5| Lg«+ Lg— 1L
1 -2 4
= 2220 1 4:1'2Z><1><3,; g‘:sz.
0 5 o

On en déduit que si v est un vecteur de coordonnées (z,y, z) dans la base B des vecteurs propres
de A alors
W) #0 e 222 =0,

c’esta dire que v est dans, au moins, I’'un des deux plan x = 0 ou z = 0.
Si I'on veut exprimer ceci dans la base initiale 3, il suffit d’exprimer les "anciennes" coordonnées
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de v dans la base 8 dans la "nouvelle" base 5. Notons (v1,v2,v3) les coordonnées de v dans la
base ( alors
-1

T U1 -3 6 4 U1 —v1 — 2v9 — 4wg
y | = p1 vy | = 1 -5 —4 vy | = | —v1 — 3vg — 8ug
z V3 0 1 1 V3 v1 + 3v2 + Yug

et 'on a
W(v) # 0 < (—v1 — 20y — 4v3)%(v1 + 3vg + 9v3) =0

c’esta dire que v est dans, au moins, I'un des deux plans

v1 + 2v9 + 4v3 = 0 ou v1 + 3vg + 9vg = 0.

Correction de I’exercice [3.1.6] :
1. Un petit rappel sur les racines de l'unité. On appelle racine n'™¢ de l’unité toute solution dans C

21k
de l’équation z"™ = 1, ou plus explicitement, tout complexe de la forme de la forme exp(J), ot
n

2k
k € Z. La n-périodicité de k — exp(——) implique que toute racine de l'unité est un compleze
n

2ik .
de la forme exp(g), ot k € [0,n — 1]. Le groupe multiplicatif U, des racines n'“™¢ de
n

2ikm
lunité est un groupe cyclique d’ordre n et exp(——) est un générateur de U, si et seulement
n

st pged(k,n) = 1.

n—1

Les racines de X" — 1 sont I’ensemble des racines n**"¢* de 'unité donc X" — 1 = J] (X —
k=0
2ikm . . .
exp( ). Pour tout entier k£ € [0,n — 1], le pged de k et n est un diviseur de n et pour tout

diviseur d de n, il existe au moins un entier k (= d par exemple) dont le pged de k avec n soit
d. Si lon note Ey = {k € [0,n — 1] tel que pged(k,n) = d}, nous disposons de la partition de
[0,n — 1] donnée par :

[0,n—1] =[] Ea,

dln

ce qui implique que :

X1 H (X—exp(%lm):HH(X—exp(%:W)

Soit k € E4 alors pged(k,n) = d < 3(K',n') € Z?% tel que k = dk’ et n = dn’ avec pged(k’,n’) = 1.
En particulier, on a

2ikm 2idk' T 2ik'm
(exp ) = exp(45T) = exp( 57 (25)
2k " " 2ik
donc exp(%) est une racine (n')"¢"¢ = (%)wme de I'unité et pged(k’,;n') =1 donc exp(g)

est une racine primitive (E)wme de 'unité. Réciproquement, la formule 1) montre que toute
7./

n. ..
racine primitive (E)wme de I'unité exp( ) est de la forme

n
2idk'm ik

) = exp( ) avec pged(k,n) = pged(dk’,dn’) = dpged(K',n') =d & k € Ey

2k

Ainsi, dans le produit [] (X — exp(

ikm . .
), le complexe exp(——) décrit 'ensemble des racines
keEy n

...
(E)wme de I'unité donc ce produit est égal a ®,,/4(X), ce qui montre que

X" =1 =[] ®nalX).
dn
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n
L’application d — 7 est une bijection de I’ensemble des diviseurs de n sur lui-méme (si d divise

n, alors n = d X k avec k € N donc k divise n et k = g) donc

X" —1=]]®aX). (26)
dln

2. Pour commencer, on note que

n=deg(X" —1)= Zdegtl)d.
dln

Le degré de @4 est le nombre d’entiers de l'intervalle entier [0,n — 1] premiers a d. Or, dans le
cours sur I'arithmétique de sup, il a été montrer que pged(k, d) = 1 si et seulement si k inversible
dans (Z/dZ, x) si et seulement k € ((Z/dZ)*, x) (groupe des inversibles de (Z/dZ, x)). Ainsi, le
degré de @, est le cardinal ((Z/dZ)*, x) qui vaut justement ¢(d), ce qui nous donne la formule

escomptée
n=> ().
din

3. Nous allons procéder par récurrence forte sur n > 1. Posons I'hypotheése (Hy,) : Vk € [1,n], & €
Z[X].
Initialisation : si n = 1, il n’existe qu’une seule racines 1°™¢ de I'unité qui est 1 (2! = 1) et elle
est nécessairement primitive donc ®(X) = X — 1 € Z[X].
Heérédité ; Supposons que (H,_1) soit vraie, c’est-a-dire que Vk € [1,n — 1], &y € Z[X]. La
formule montre que
X" —1=2,(X) [] 2a(X).
din
d<n

Notons P(X) le polynome [[ ®4(X). Par I'hypothése (Hp—1), ce polynome est & coefficients
d
z,

entiers et son coefficient dominant est 1. Il s’écrit donc sous la forme P(X) = X Nipy_ XN-14

-+ 4 bg. Ecrivons également ®,(X) sous la forme a, yX"V +a,_ny 1 X" N1 ... 4 ag. Si
I’on développe le produit

(XN 4oy 1 XV by o XV 24 b)) (A N X N4t N XV M, o XN T2 ay),
on obtient
an-NX"+ (an-N-1+0N-107-N) X"  + (an-N-2 + DN-10n-N—1 + DN—2a5_N) X" 2+ - -
On en déduit que :
an-N=1€7Z, an_nN_1+byv_1ap_N=0&a,_nN_1=—-by_1€EZ,

an-N—2 +bn_10p-N—1 + by 20, N =0 ap_N_2=—(by_1an_N_1+bN_20,_N) €EZ

S
Plus généralement, le coefficient de X* est égal & > bras_, si 'on convient de poser ax = 0 si

k>mn—Netb,=0sik>N.En particulier, byays_y = 0sik > Nous—k>n—N &k <
s —n + N, ce qui nous donne

min(s,N)

Z bras_p = Z bras_g. (27)
k=0

k=max(0,s—n+N)
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Premier cas : Sin— N < N (donc s—n+ N > N — (n— N) > 0). Montrons par récurrence
forte descendante, que pour tout s € [N,n], as—y € Z. Pour s = n, nous 'avons fait
précédemment. Supposons que a,_p, ..., as— N1 soient des entiers relatifs. Puisque s > N
etque s—n+N > N—-n+N=N—(n—N)>0,onamin(s, N) = N et max(0,s—n+N) =
s —n+ N. La formule nous montre que :

min(s,N) N N—1
0 = Z bras_r = Z bras_r & byas—N + Z bras_r =0
k=max(0,s—n+N) k=s—n+N k=s—n+N
N-1 n—N
& As_N = — Z bpas_ = Z bs_qaq eZ
k=s—n+N g=s—k q=s—N+1

donc as_pn est bien un entier. Ainsi s’achéve la récurrence et montre que :
Vs e [N,n], as—ny €Z < Vse]0,n—N], as€Z=o,cZX]

Deuxiéme cas : Sin— N > N.

(a) Montrons par récurrence forte descendante, que pour tout s € [n — N, n], as_n € Z.
Pour s = n, nous 'avons fait précédemment. Supposons que a,_n, ..., ¢s—n+1 Soient
des entiers relatifs. Puisque s >n— N > Netques—n+N=s—(n—N)>0,o0na
min(s, N) = N et max(0,s —n+ N) =s —n+ N. La formule nous montre que

min(s,N) N N—-1
0 = Z bras_r = Z bras— < byas_N + Z bras— =0
k=max(0,s—n+N) k=s—n+N k=s—n+N
N-1 n—N
& As—N = — Z bras_p = Z bs,qaq.
k=s—n+N g=s—k q=s—N+1

Les réels (aq)s—N+1<q<n—N appartiennent a lensemble {as_ny1,...,an—n}. Ce sont
donc des entiers relatifs et, puisque les (bs_,) sont également des entiers relatifs, on en
déduit que as_ N est bien un entier. Ainsi s’achéve la récurrence et montre que :

Vs€[n—N,nll, as—ny €Z<Vse[n—2N,n—NJ], as€Z. (28)

(b) Montrons maintenant que (ao, .., a,—2n) sont des entiers relatifs. Pour cela nous allons
montrer par récurrence forte descendante que Montrons par récurrence forte descen-
dante, que pour tout s € [N,n — NJ, as_y € Z. Pour s = n — N, nous 'avons fait
a la récurrence précédente. Supposons que A(n—N)—N - Gs—N+1 soient des entiers re-
latifs. Puisque s > N et que s —n+ N =s—(n—N) <0, on a min(s,N) = N et
max(0,s —n + N) = 0. La formule nous montre que

min(s,N) N N-1
0 = Z bras_p = Z bras_r < byas—N + Z bras— =0
k=max(0,s—n+N) k=0 k=0
N-1 s
<~ QAs_N = — Z bras_r, = Z bs_qa,q.
k=0 1= TNt

Les réels (aq)s—N+1<q<s appartiennent a l’ensemble

{CLS_N+1, ceey as} C {aS_NH, e iOQp—9N, A —2N415 -5 an_N}.

Ce sont donc des entiers relatifs (par ’hypotheése de récurrence et par le fait que
An—2N, .., an—N sont des entiers relatifs) et, puisque les (bs—,) sont également des en-
tiers relatifs, on en déduit que as_n est bien un entier. Ainsi s’achéve la récurrence et
montre que :

Vs e [N,n—N], as—ny €Z < Vse[0,n—2N], as€Z. (29)
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Des formules et , on en déduit que tous les (ag,...,ap—n) sont des entiers
relatifs donc ®,, € Z[X].

Remarque : nous venons de faire un peu mieux. Si P et @ sont deux polynomes a coefficients dans un
anneau A contenu dans un corps K tel que @ soit unitaire. Si Q divise P dans K[X] (i.e. P = Q8
avec S € K[X]) alors Q divise P dans A[X] (i.e. S € A[X]).

Correction de ’exercice :

1. Montrons que Aut G est un sous-groupe du groupe des bijections de G. Idg € Aut G, la composée
de deux morphismes de G dans G est un moprhisme et la composée de deux bijections de G
dans G est une bijection de G dans G Par conséquent, si f et h € Aut G alors foh € AutG.
Si f € AutG, f~! est une bijection de G dans lui-méme. Soient z,y € G,il existe 2,y € G tels

que z = f(a') et y = f(y') donc
FHay) = DS = @) =2y = fH@)-f 1)
ce qui démontre que f~! € Aut G.

2. Soit a € G. L’application ¢, est une application de G dans G et c’est un morphisme de groupe

car :

V= (a.z.a™N(ay.a™) = p,(z).0,1).

L’application ¢, est une bijection de G' dans G car

Ve,y € G, ¢,(r.y) =ax.ya”

1

Ve,y € G, ¢ (r)=ycaral=ysr=a'yasr=( )" yater=9,1(y)

et ,-1 est sa bijection réciproque.

3. Rappel : un groupe cyclique est un groupe engendré par un élément. Tout groupe cyclique est

isomorphe & un groupe (Uy, x) (ou (Z/nZ,+) qui lui est isomorphe) s’il est fini de cardinal n
ou isomorphe a (Z,+) s’il est infini. Or tout sous-groupe de (Uy, X) est cyclique (soit (G, X) est
un tel sous-groupe d’ordre d. Le théoréme de Lagrange montre que Vx € G Cc U,, ¢ C*, z%=1.
Le groupe (G, x) est inclu dans le groupe (Ug, X) qui est également de cardinal d donc G = Uy
est cyclique) et tout sous-groupe de (Z,+) est de la forme aZ qui est cyclique. Par conséquent,
tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
Nous avons montré dans la question précédente que, pour tout a € G, ¢, € Aut G et (¢,) ! =
Y,~1 € AutG. Montrons que H = {p,, a € G} C AutG est un sous-groupe de AutG. Il
contient Idg = ¢ qui est I’élément neutre de Aut G. Il est stable par passage a I'inverse. Il nous
suffit donc de montrer qu'il est stable par "produit" (qui est ici la composition) :

Va,b € G, Yz e€G (p,09,)(x)=0,(0p(x)) =@, (b.x.b71) =a.(bzb).a™?
= (a.b).xb tal = (ab)x.(ab) "t =, (x) = Va,be G, @, 00, = ., € H,

donc H est bien un sous-groupe de Aut G qui est cyclique. Par conséquent, H est un groupe
cyclique. Soit ¢, un générateur de H et soit a un élément quelconque de G. Il existe un entier
n tel que

Pa = (‘pc)n = PO P = Pen-
On en déduit que

a0 (pen) "t =1dg © 940 pen = 1dg © @4 = 1dg
S Vr e G, (a.c_”).x.(a.c_”)_l =z Vx e G’ (CL.C_n).:C — LE.(CL.C_").

Ainsi, pour tout élément a € G, il existe un entier n tel que a.c™™ commute avec tous les éléments
de G (on dit que a.c™™ appartient au centre Z(G) de G). On peut encore dire que a = ¢".z ol
z € Z(Q).

Montrons maintenant que G est commutatif. Soient a et b deux éléments quelconques de G. 1l
existe deux entiers relatifs n et m et deux éléments z, 2’ de Z(G) tels que a = ™.z et b= c™.2/. :

/ / !/ / /
ab=c".zc"z My ="M =M .z .c".z = b.a,

par def de Z(G) par def de Z(G)

ce qui démontre bien que deux éléments quelconques de G commutent.
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Aut G lorsque G = (Z,+) Soit f un élément de Aut(Z,+).
Vn,m e Z, f(n+m)= f(n)+ f(m).

Une simple récurrence, que je laisse au lecteur, montre que Vn € N, f(n) = f(1)n. Puisque
f est un morphisme, on en déduit que Vn € N, f(—n) = —f(n) = —f(1)n = f(1)(—n).
On en déduit que
VneZ, f(n)=f(1)n.
e

Réciproquement, il est immédiat qu’une application de la forme
VYn €Z, faln)=an, ot a€Z,

est un morphisme de (Z,+). Soit f, un tel morphisme. Pour que f soit surjectif, il est
indispensable que 1 (qui est le générateur de (Z, +)) admette un antécédent n, i.e.

fa(”)zlﬁwzlﬁa:il.
€Z €L

Par conséquent, f est surjectif il est indispensable que o = 1. Réciproquement, supposons
que a = £1 alors f, = +1dz qui est bien bijectif de Z sur Z. On en déduit que Aut(Z,+) =
{x1dz} ~ (Z/2Z,+) (par F : a > f,, je laisse le soin au lecteur de vérifier qu’il s’agit bien
d’un morphisme bijectif de (Z/27Z,+) sur Aut(Z,+)).

Aut G lorsque G = (Z/nZ,+) Soit f un élément de Aut(Z/nZ,+).
Va,b € Z/nZ, f(@+b)= f(a)+ f(b).

Une simple récurrence, que je laisse au lecteur, montre que Va € N, f(a) = af(1) = af(1)
(par définition de Z/nZ, on a : k.3 = ks = k.5) Puisque Z/nZ = {@, a € N}, on déduit
que :

Va € Z/nZ, f(a)=af(1).

Réciproquement, il est immédiat qu’une application de la forme
Va € Z/nZ, fz(a)=a.a, ou a € Z/nZ,

est un morphisme de (Z/nZ,+). Soit fz un tel morphisme. Pour que fg soit surjectif, il est
indispensable que 1 (qui est le générateur de (Z/nZ,+)) admette un antécédent a, i.e.

f@y =1 aa=1<ac (Z/n)*

ou (Z/nZ)* est le groupe des éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x). Réciproque-
ment, @ € (Z/nZ)*, le morphisme fz est bijectif car

Va,be Z/nZ, fs@)=boaa=bsa=a b

On en déduit que Aut(Z/nZ,+) = {fz, @ € (Z/nZ)*} ~ ((Z/nZ)*,x) (par F : &
fa, je laisse le soin au lecteur de vérifier qu’il s’agit bien d’un morphisme bijectif de
((Z/nZ)*, x) sur Aut(Z/nZ,+)).

Aut G lorsque G = (Z2,+) Soit f un élément de Aut(Z2,+).
V(a, b)a (ala b,) € ZZ? f((a’ b)+(a,7 b/)) = f(aa b)_l'f(a/a b,) And f(a+a,7 b+b/) = f(a’a b)"—f(a,a b,)

On constate alors que a — f(a,0) et b — f(b,0) sont des morphismes de Z dans Z2. En
mimant la méthode employée dans la question 1, on en déduit que

Vae€Z, f(a,0)=af(1,0)etVbeZ, f(0,b)=0>bf(0,1).
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Les deux éléments f(1,0) et £(0,1) sont des éléments de Z? donc il existe (o, 3,7,9) € Z*

tel que
_ (@ _ (7
Par conséquent,

V(a,b) € 72, f(a,b) = f(a,0) + f(0,b) =a (g) +b (g) - (Zgj:zg) - @‘ g) (Z) ,

ou (a ’y> € My(Z). Réciproquement soit A € Ma(Z), Papplication

o)
a a
n () =4 6)
est un morphisme de (Z2,+) dans (Z2,+). Si f4 est bijective, alors f;' est un morphisme

de (Z?,+) dans (Z2,+) donc il existe une matrice B € 9My(Z) telle que f,' = fp donc
fao fp =1dy2, ce qui signifie que

V(a,b) € 7%, AB <Z) = (Z) & V(a,b) €72, (AB-1I,) (Cb‘) = <8> .

Si nous écrivons AB — I = (z y) ,ona:

ED0)=0=)=6) = D060

donc AB — I = 03 et A est inversible dans 92(R) et son inverse est B.
En passant au déterminant dans ’égalité AB = Is, on obtient det Adet B = 1. Puisque
det A et det B sont des entiers relatifs, on en déduit que det A = +1. Réciproquement, si A

: . . : . o
est une matrice a coefficients entiers dont le déterminant est £1, la matrice A = < fy)

B 6

. . . 0 . .
est inversible dans M (R) et son inverse est + ( 07) qui est également a coefficients

' —p
entiers.
Si 'on note GLy(Z) = {A € Ma(Z) telle que det A = +1}, GLo(Z) est un groupe pour la
multiplication des matrices. Tous les morphismes bijectifs de (Z2,+) dans lui-méme sont
de la forme f4, avec A € GL2(Z). Réciproquement si A € GLy(Z), le morphisme f4 est un
automorphisme de (Z2, +) dont la réciproque est f;l = fp-1.
Par conséquent, Aut(Z? +) = {fa, A€ (GL2(Z),x)} ~ (GLa(Z),x) ((par F : A+ fa,
je laisse le soin au lecteur de vérifier qu'il s’agit bien d’un morphisme bijectif de (GL2(Z), x)
sur Aut(Z?, +)).

Aut G lorsque G = (S3,0) Soit f un élément de Aut(Ss, o). Le groupe (Ss,0) est engendré par
les transpositions (1, 2), (2, 3), (1, 3) donc la connaissance d’un automorphisme découle de la
connaissance de 'image de ces trois transpositions. Néanmoins, ces transpositions satisfont
a la relation

pour tout triplet (i,4,k) d’éléments distincts de {1,2,3,},  (4,5)(4, k) (i, 5) " = (i, k).

La connaissance de I'image de deux transpositions (1,2) et (2,3) induit la connaissance de
I'image de la troisiéme transposition (1, 3). Pour la premiére transposition (1,2), on a trois
possibilités pour son image f(1,2) et la seconde (2,3) dispose alors de deux possibilités
(si on exige que f soit bijective). Ces deux images étant fixées, on en déduit I'image de
(1,3) = (1,2)(2,3)(1,2) " qui est £(1,2)£(2,3)(f(1,2))~L. On en déduit également I'image
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des trois cycles (1,2,3) = (1,2)(2,3) (quiest f(1,2)f(2,3)) et (1,3,2) = (2,3)(1,2) (qui est
f(2,3)f(1,2)). Bien entendu, puisque f(Id) = Id est fixé, on a au plus six éléments (qui est
le cardinal de S3) dans le groupe Aut(Ss, o).

D’autre part, on sait que pour toute permutation o € Sz, 'application ¢, : 7+ o710~
un automorphisme de S3. Si nous pouvons montrer que les ¢, sont deux a deux distincts,
c’est-a~dire si 'application o — ¢, est injective, nous saurons que le cardinal de Aut(Ss, o)
est six et que Aut(Ss,0) = {p,, o € Ss3}. Lapplication ¢ : o — ¢, est un morphisme
de (Ss3,0) dans Aut(Ss,0) (cf. apres le rappel de la question 3). Soit o € S3 un élément du
noyau de .

L est

VreS;, orol=reVreS;, or=ro,

ce qui signifie que ¢ commute avec tous les éléments de S3. Supposons que o soit différent de
I’identité donc o est un 2-cycle ou un 3-cycle. On sait, d’apreés le cours sur les transpositions,
que deux cycles quelconques commutent si et seulement si leurs supports respectifs sont
disjoints. L’explication précédente des cycles de S3 montre que deux cycles distincts n’ont
jamais leurs supports disjoints ce qui nous fournit une contradiction donc o = Id, ce qui
démontre que kerty = {Id} et ¢ est injectif. Or c’est une application d’un ensemble & 6
éléments dans un ensemble & au plus 6 éléments donc card(Aut(Ss, 0)) = 6 et 9 est bijective.
On en conclu que

Aut(S3,0) = {p,, o€ S3} ~(S3,0) (par I'application ¢ !)

Correction de ’exercice : 2 = 1 est une racine évidente de 22 — 2122 + 29z — 9. On ne
peut néanmoins factoriser, a priori, par (X — 1) le polynome X2 — 21X2% + 29X — 9 car Z/47 n’est
pas un corps. L’idée est de relever chaque polynéme dans Z[X], d’effectuer la division euclidienne de
X3 —21X%2+29X — 9 par X — 1 dans Z[X] puis de replacer aux classes modulo 4 (tout comme si on
souhaite factoriser un polynéme sur R, on le factorise dans C puis on repasse a R par regroupement).
Je laisse le soin au lecteur de vérifier que X2 — 21X2 +29X — 9 = X2 — 20X + 9 donc, en passant
modulo 4, on a

X2 —2IX24+29X —9=(X?-20X+9)(X - T) = (X>+T)(X - 1)

car 20 =4 x 5 et 9 = 2 x 4 4+ 1. On constate que le polynome X2 + 1 n’admet aucune racine dans
Z/AZ (en testant X = 0,..,3). On ne peut donc le factoriser au dela (il est de degré 2 donc si on
peut le factoriser, I'un des facteurs est nécessairement de degré 1. Je laisse le lecteur méditer sur la
factorisation de X* + 1 sur R). Ainsi, on obtient I’équivalence

23 —2122 4292 - 9=0< (2> +T)(z — 1) = 0.

La table de multiplication de Z/4Z,

W M| —| O X | o
ol o of o Ol
Wl o | O
o O nof Of N
= o] wl Of Wl

nous montre que le produit de deux éléments est nul si et seulement si I'un des deux est nul ou les
deux sont égaux a 2 (on ressort la table de multiplication de Z/47Z). Par conséquent,

2 T T @ x—1 =0 r—1 =2
(z*+1)(x—-1) = 0<:>({ 24T =0 0u{x2+1 _3
- r=1 x=3 o 3
_ ou < -5 -  _ T =
impossible
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Correction de I’exercice : Sip est un nombre premier, Z/77Z est un groupe additif mais aussi
un corps. En particulier, si @ désigne a mod p, alors pour tous a,b € Z/pZ, a.b =0 si et seulement si

@ =0oub=0. En remarquant, que si a € Z et b € Z/pZ, alors a.b = @b = ab, on en déduit
par def par def

que a.b =0 si et seulement si p | @ ou b = 0.
Soit f un morphisme de groupe de Z/7Z dans Z/137.

7f(1mod7) = f(7Tmod7) = f(0Omod7) = Omod 13
et comme 7 n’est pas divisible par 13, on en déduit que f(1mod7) = 0mod 13 donc
Vk € [0,6], f(kmod7)= f(k.(1mod7))=kf(lmod7)= k(0mod13) = 0mod 13

donc f = 0.
Correction de ’exercice 3.1.10 :

1. Six e RC Cet x € E, alors Ax € E. Je laisse le lecteur se convaincre que toutes autres
conditions nécessaires & l’obtention d’un k-espace vectoriel sont satisfaites. Supposons que F

soit un C-espace vectoriel dont (eq,..,e,) est une base. Alors tout vecteur z € E s’écrit z =
n n

n

> xpey avec xy € C. Soient ap, = Re(xy) et by = Im(zy) alors x = Y agex + Y. bi(ier) donc
k=1 k=1 k=1
(e1,..,en,1€1,..,9€y,) est une famille génératrice du R-espace vectoriel E. Il reste simplement a

montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soient (ax)1<k<n €t (bi)i1<k<n une famille de réels telle

que
n

n n
ager + bk(iek) =0«& (ak + ibk)ek =0&Vk e ﬂl,n]], ar +ibp, =0
; ; i o

et, puisque aj et by sont des réels, Vk € [1,n], ar = by = 0. On en déduit que :dimg F =
2dim¢ E.

Soit X = (x;); un vecteur propre de A = (a; ;) associé a la valeur propre A donc X # 0 et AX =
AX. On note A = (@;;)ij et X = (Z7);. Les formules de multiplication des matrices montrent
que A.X = A.X. Puisque A est a coefficients réels, on en déduit que A.X = A.X = X = \.X
et X # 0 donc X est un vecteur propre de A associé a A

2. La matrice A admet comme polynéme annulateur P(z) = 2% — 2 — 1.La dérivée de P est
1
P'(x) = 322 — 1 qui s’annule en o = 3¢ et —a. D’autre part, P(—a) < 0 et P(a) < 0, ce qui
nous donne le tableau de variation
T —00 -« « +00
P'(x) + — -
<0 +00
P(x) /! N\ /
—00 <0

On en déduit que P n’admet qu’une seule valeur propre réelle A qui est strictement positive.

— Si A est diagonalisable sur R alors A est sa seule valeur propre donc A est semblable a A\I,,
donc A = A, ce qui implique que det A = A" > 0.

— Si A n’est pas diagonalisable sur R. Le polynéme P est scindé a racines simples sur C sinon,
il posséde une racine z € C qui est d’ordre au moins 2, c’est-a-dire racine de P et P’. Or P’
n’admet que « et —a comme racines et P(—a) # 0 et P(a) # 0 donc P est bien scindé a
racines simples sur C. Comme P n’admet qu’une racine réelle, les deux autres sont complexes
et conjuguées (si P(z) = 0 alors 0 = P(z) = P(Z) car P est a coefficients réels). Notons les
¢ et £. Puisque le coefficient constant de P est non nul, les racines ¢ et € sont non nulles. La
matrice A est donc diagonalisable sur C. Comparons les multiplicités de £ et &.
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C" étant naturellement un R-espace vectoriel, 'application f : X +— X est application R-
linéaire de C" dans C". Elle est involutive, c’est-a-dire f2 = Idc» donc elle est bijective et
sa réciproque est elle-méme. La question 1 montre que f(ker(A — £1,,)) C ker(A — £I,) et
f(ker(A — £1L,)) C ker(A — £1IL,) et chacun des espaces ker(A — £1,,) et ker(A — £1,,) sont des
R-espaces vectoriels. Puisque f est involutive,

ker(A — £I,) = f2(ker(A — €1I,,)) C f(ker(A — €1,,)) C ker(A — £1,),

on en déduit que

fker(A —€1L)) = ker(A — £1,)

et en composant par f, on en déduit également que
fker(A —£1,)) = ker(A — £1,).

L’endomorphisme f étant un R-isomorphisme, il réalise un isomorphisme de ker(A — £1,,) sur
ker(A — £1,,) donc leurs dimensions, sur R, sont égales et la question 1 montre alors que

dimc (ker(A — €1,,)) = dime (ker(A — £1,,)).

Notons p = dimker(A4 — \I,,) et ¢ = dimg (ker(A + £1,,)) = dime (ker(A — €1,,). On en déduit
qu’il existe une matrice P € GL,,(C) telle que

PilAP = diag(A7 ) A? 57 A 5727 "7€)
—— e~
p fois q fois ¢ fois

donc det A = N\P¢Ig? = NP(E€)T = NP |£|2q > 0.

(a) En passant au déterminant, on obtient det A2 = det(—1I,) < (det A)? = (—1)". Puisque
A est a coefficients réels, det A est un réel et (det A)? est un réel positif donc (—1)" est
positive, c’est-a-dire n est pair.

(b) La matrice A est annulée par le polynéme X2 +1 = (X +i)(X —14) qui est scindé a racines
simples sur C donc A est diagonalisable sur C et ses valeurs propres possibles sont i et —i.
Si A n’admet qu’'une seule valeur propre +i alors elle est semblable a la matrice +il,, donc
elle est égale a +il,, ce qui est absurde car elle est & coefficients réels. Donc les valeurs
propres de A sont i et —i.

Remarque : par contre, A n’est pas diagonalisable sur R, sinon elle admettrait au moins
une valeur propre réelle \ qui est nécessairement racine de X2 + 1, ce qui est impossible.
La matrice A étant diagonalisable sur C, on a dimc(ker(A + il,)) = dimc(ker(A — il,))
(comme cela a été vu a la question 2) et

2p = n = dimc C" = dimc (ker(A + il,,)) + dime (ker(A — il,,)) = 2dimc (ker(A — ily,))

donc
dimg(ker(A +il,,)) = dimc(ker(A — il,)) = p.
Soit (e, ..,ep) une base du C-espace vectoriel ker(A — il,,) alors f(eq,..,ep)) = (€1,..,€p)

est une base du C-espace vectoriel ker(A —il,,). Pour k € [1,p], les vecteurs

er +éeg e — €k

2¢

fi = Re(ex) = et gr = Im(ex) =

sont & coordonnées réelles. Montrons qu’ils forment une base de R™. Puisque nous disposons
de p+p = 2p = n vecteurs, il suffit de montrer qu’ils sont linéairement indépendants. Soient
(ar)1<k<p €t (br)1<k<p des réels tels que

p

p p p — J— p . p .
er + ex er — €x iag + by tap — bp
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1 k=1
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Nous disposons donc d’une combinaison linéaire des vecteurs (e1, .., ep, €1, .., €,) qui forment

une base de C" donc ) ]
iag + by iap — by

Vk € [1,p], — = — =0
[1,7] 27 27
et donc les ay et les by sont des réels, on en déduit qu’ils sont tous nuls, ce qui nous fournit
la liberté de la famille B = (f1, .., fp, 91, -5, gp). Evaluons I'image des éléments de cette base
par A.
ept+er 1 1 €k —C _ ek —Ck
Af, = A 5 = 5(Aek + Aey) = 2(zek —ieg) = 5 o 9k
e — €L 1 _ 1. R ex + ek
Ik 2~ g\ Aee e = g lien Hig) = =5 = i

Soit u ’endomorphisme associé & A dans la base canonique de R"™, alors la matrice de u
dans la base B est

Si P désigne la matrice de changement de base de la base canonique de R" dans la base B,

onaA=P <(j)_p _OIp ) P! La réciproque est laissée au lecteur.
p Up
Correction de I’exercice [3.1.11] :
Réduction du probléme L’égalité f(AB) = f(A)f(B) implique que f( ) = f(I?) = f(I)? et
comme f(I) > 0, on en déduit que f(I) = 1. On en déduit que 1 = f(I) = f(AA™!) =
1
FA)f(A™1) done f(A™) = —/——.
(A)F(A™) done f(A7) = 7

Soient z(a) = (g (1)> une dilatation et y(b) = <é l{) une transvection. On a la relation

suivante
)@ o) = (5 7)<,

qui montre que :

Yo eR, f(y(b) = f([z(2)y(b)((2)) " (y(b) ) = ;

Si l'on pose z(b) = <11) ?) et w= ((1) (1]> alors z(b) = wy(b)w™! donc

Nous venons de montrer que I'image par f de toute transvection est égale & 1. Soit A €
GLs(R) alors A = A;...A,, ou A; est soit une transvection, soit une dilatation. Puisque f(A) =
f(A1)...f(Ap) et que f(A;) = 1 si A; est une transvection, on en déduit que f(A) est le pro-

. . . : : . : 10
duit uniquement des images des dilatations. L’identité wz(a)w=! = (0 a) nous montre que
10 0 )
f( 0 a ) = f( 0 1 nous montre que nous montre que ’on peut supposer que toutes ces

dilatations sont de la forme (g (1)> et leur produit est égal a <(C) (1)) , oll ¢ est le produit des
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éléments diagonaux des dilatation. Or le produit des éléments diagonaux des dilations interve-
nants dans la décomposition de A est égal a det A (puisque le déterminant de toute transvection
est égal & 1). Ainsi, nous venons de montrer que

VA € GLo(R), f(A) = f((de(t)A ?))

Détermination d’une fonction auxiliaire On introduit alors la fonction g : Ry — Ri, g(a) =
f( <g ?) ). L’équation fonctionnelle satisfaite par f nous fournit I’équation fonctionnelle satis-
faite par g :

Va,b € R*, g(ab) = g(a)g(b). (30)

L. 0 . .
En outre, 'application a +— <8 1) est continue de R* dans GL2(R) et f est continue sur

GLy(R) donc g est continue sur R*. Si nous savons déterminer g sur R} ainsi que g(—1) alors
on connait g sur R* en remarquant que g(—a) = g(—1)g(a). Remarquons pour commencer que
I'on détermine g sur RY car R est stable par produit, ce qui n’est pas le cas de RX.

Pour commencer g(1) = g(1 x 1) = g(1)g(1) donc g(1) = 1 car g(1) > 0. Supposons que g soit
dérivable en 1 et montrons que g est dérivable sur RY. Soit # > 0 et h € R tel que z+h > 0, on

g(z +h) —g(x) g(x(1+ %)) —g(x)  glz)g(l+ %) —g(x) g(1+ g) 1
h - h = N = 9(@)————
h h
g(1+—)—g(1) 9() g(1+—=)—g(1)
= g(z) L = z
h T ﬁ
g(1+ %) —-9(1)

Lorsque h tend vers 0,

7 tend vers ¢’(1) (en effectuant le changement de variable

’ g(z +h) — g(2)
h

h
t = —) donc la limite du taux d’accroissement h — en 0 est un réel fini. On en

x
déduit que g est dérivable en x et
V>0, J(z)=g(1)==.

Notons A = ¢'(1) € R. La résolution directe de cette équation différentielle définie sur l'intervalle
10, +00[ nous montre que

Vo >0, g(z)=Cz".
Puisque g(1) = 1, on en déduit que

Vo >0, g(z) =z

L'égalité
1=yg(1) = g(=1x (-1)) = g(-1)g(-1) = g(~1)°
montre que g(—1) = £1. Si g(—1) =1 alors
¥ >0, g(-2)=yg(-1g(z) =" & Ve <0, g(z)=(-2)"
A siz >0

17 2 —
(—z)Asiz <0’ ce que l'on peut résumer par g(z)

et la fonction g est définie par g(z) = {

.
Sig(—1) = —1 alors

Ve >0, g(—z)=g(-g(z)=-22 aVr<0, gz)=—(-z
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A siz >0
—(—z)Asiz <0
g(z) = sgn(z) |z, ou sgn(z) =1siz > 0et —1 si z < 0.

Au final, les fonctions g recherchées sont de la forme

et la fonction g est définie par g(z) = { , ce que 'on peut résumer par

Ja € R, Fee€{0,1} tels que Yz € R, g(z) = sgn(x)® x| (31)

Réciproquement, toute fonction de cette forme est C*° sur |0, +o00] et sur | — oo, 0 donc sur R*
et elle satisfait a I’équation fonctionnelle (30) (si e = 0, c’est évident, et si § = 1 cela découle de
la regle des signes).

Montrons que toute fonction g continue sur R* qui satisfait & est continue en 1. Puisque
I’on ne peut encore dériver, on va intégrer!

S S xs

Vo >0, Vs>0, /g(ﬂfy)dy = g(fﬂ)/g(y)dy & [ gt)dt = g(w)/g(y)dy & /g(t)dt—/g(t)dt = g(=,
1 1 1

t=xy
1 1 T

xr

La fonction g étant continue sur RY, la fonction G : @ — [ g(t)dt est 'unique primitive de g
1

s’annulant en 1. L’"aglité précédente s’écrit alors

Ve >0, Vs>0, G(zs)—G(z)=g(x)G(s). (32)

Par définition de G, G est C* sur R}, G(1) = 0 et G'(1) = g(1) = 1 donc la fonction G est
strictement croissante au voisinage de 1.1l existe un voisinage V' de 1 contenu dans |0, 400 tel
que

Ve e V\{1}, G(x)#0.

La continuité de g en 1 montre qu’il existe un voisinage W de 1 dans lequel g ne s’annule pas.
En combinant ces deux derniers résultats, on en déduit l’existence d’un intervalle |1 —e,1 4 ¢|
tel que

Ve €]l —e, 1 +e[\{1}, G(z)#0etVaxe]l —e,1+¢[, g(x)#0.

Par conséquent,

G(zs) — G(x)

Ve € J1—el+¢e[, Vse€]l—g,1+e\{1l}, gx)= <10

Glz(1+3)) - Gla)

= Veell—gl+e], g(z)=

g
G(1+ =
(1+5)
€
Gla(1+ ) - G)
La fonction z — = est clairement C! sur R donc g est C! sur R7, ce qui est
G(1+2)
2

mieux que ce que 'on escomptait et achéve la détermination compléte de g.
Nous sommes en droit d’affirmer que toute application de la forme

VA € GLy(R), f(A) =sgn(det A)° |det A|*, avec a € R, & € {0,1}

Réciproquement, la continuité des fonctions A — det A, z — sgn(z)® et = — |z|* nous permet
d’affirme que la fonction f(A) = sgn(det A)° |det A|* est continue sur GLo(R) et elle satisfait
clairement & I’équation fonctionnelle donnée par I’énoncé.

Correction de l’exercice 3.1.12] :

1. Puisque 'application X; — AX; est linéaire et que le déterminant est une forme n-linéaire alter-
née, lapplication (Xy, .., X,) — det(X1,.., X;-1, AX;, Xiy1,.., X;,) est forme n-linéaire alternée
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Vi € [1,n], ce qui induit que (Xy, .., Xp) — Z det(X1, .., Xi—1, AX;, Xi11,.., X,,) est également

une forme n-linéaire alternée. L’espace des n- hnealres alternées étant de dimension 1 et engendré
par tout déterminant pris dans une certain base. Implicitement, le déterminant dans la somme
est celui normalisé par la base canonique B = (e, ...,e,) de k™. Alors, il existe une constante
C € k telle que :

n
V(Xl, ,Xn) S (kn)n’ ZdetB(Xl, ..,Xifl,AXi,XzLFI, . Xn) = CdetB(Xl, ,Xn)
et, puisque detp(eq, .., e,) = 1, on obtient :

n
C = Zdetg(el, ey €1, A€, €1y ey En).
=1

n
Si on note A = (a;,)ij, on a Ae; = Y a; je;

n
C= E detg(e1, .., i1, a;€; + E A, €, €it1, -5 €n)-
i=1 j#i
La somme ) a;je; étant une combinaison des (n — 1) autres vecteurs (e;);-;, la multilinéarité

J#i
alternée du déterminant nous permet d’écrire

n n n
C= § detg(er, .., €i—1,@; i€, €it1, .., €n) = E a;idetg(er, .., €i—1,€i, €41, .., €n) = E a;; = tr A.
=1 i—1 —

On obtient donc

V(X1, oy Xn) € (BN, Y detp(Xy, .., Xio1, AX;, Xig, ., Xn) = (tr A) detp (X7, ..., X).
2. SiVie [1,n],t— X;(t) est une fonction dérivable d’un intervalle I & valeurs dans R™ alors

(det(X1(t), ..., Xp(t))) = En:det(Xl(t), X1 (), XU, X1 (1), - X (1))

Preuve pour n = 2. fixons t € I et h un réel tendant vers 0. La dérivabilité étant équiva-
lente a l’existence d’un DL1(t) (a valeurs vectorielles). Nous allons utiliser ces DL ainsi que la
multilinéarité du déterminant.

det(Xl(t+h),X2(t+h)) = det( 1(t
= det(Xl(t

+ hX1(t) + o(h)), Xa(t) + hX5(t) + o(h)))

, Xo(t)) 4+ hdet(X1(t), X5(t)) 4 det(X1(t), 0(h))
+hdet(X](t), Xo(t)) + h? det (X1 (t), X5(t)) + hdet(X](t),o(h))
+det(o(h), Xa(t) + hX5(t) + o(h)))

On remarque ensuite que le déterminant de deux vecteurs dont l'un, au moins, est un o(h) alors
ce déterminant est o(h). On en déduit que

~— ~—

det(X1(t+ h), Xa(t + h)) = det(X1(t), Xa(t)) + hdet(X1(t), X5(£)) + hdet (X (), Xa(t)) + o(h),

ce qui démontre que t — det(X1(t), Xa(t)) est bien dérivable et on obtient la formule souhaitée.
Le cas général sur n se traite de la méme fagon.
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(a) Toute solution de I'équation différentielle (E) est nécessairement C! sur I (une solution est

t
de la forme t — exp( [ A(s)ds)X (to)) donc
to

Veel, W(t)=> det(Xy(t),..Xi 1(t), X](t),, Xis1(t), . Xn(t) = Y _ det(X1(t), .. X;_1(t), A(t) Xl
i=1 =1

La question 1 nous montre que
Veel, W'(t)= (tr A(t))W ().

On en déduit que
t
VeI, VeI, W(t) = exp( / tr A(s)ds)W (o) (33)

to

(b) (#i1) < (4i) : S’il existe tg € I tel que les vecteurs (X;(tp)); sont linéairement indépendant
donc
W(to) = det(Xl(to), ...,Xn(to)) £ 0.

La formule combiné & la non annulation de ’exponentielle sur R montre que
Vtel, W(t)=0<« 3tye Il tel que W(tg) #0

donc les deux derniéres propositions sont équivalentes.
(7i1) = (1) Dire que les solutions (X;) sont linéairement indépendantes signifie que

n
Y aX;=0=Vie[l,n], =0,
=1

n
la premiére égalité devant étre entendu au sens des applications, c’est-a-dire Vt € I, >~ a; X;(t) =
i=1

0.
Si les (X;) sont linéairements dépendantes alors il existe o € [1,n] et des constantes réelles
(a7)iza tels que
Vtel, Xo(t) =) aXi(t).
i#a
En particulier,
Vte I, W(t)=det(Xi(t),...,Xn(t)) =0

Par contraposition, en déduit que s'il existe tg € I tel que la famille (X (¢o), ..., Xn(to)) est
libre alors la famille (X1, .., X,,) est libre (au sens des applications).

(1) = (4i)(< (i4i)) Supposons que la famille (X7, .., X},) est libre (au sens des applications).
S’il existe to € I tel que la famille (X1 (tp), .., Xn(to)) soit liée. Alors il existe o € [1,n] et
des constantes réelles (a;)i+q tels que

Xa(to) =D aiXi(to)
i#a
Puisque I’équation différentielle (E) est linéaire et que chaque X1, .., X, est solution de (E),
le principe de superposition montre que Y = )" a;X; est solution de (F). La fonction X,
[Eare
est aussi solution de (E). Puisque Y et X, sont solution du probléme de Cauchy

(E') : X'(t) = A()X(2) et X (to) = Xal(to),

le théoréme de Cauchy montre qu’elles sont égales sur I donc X, = a; X;, ce qui contredit

)

I'indépendance la famille (X7, ..., X,,) donc V¢ € I, la famille (X (
ce qui est équivalent, il existe ¢ty € I tel que la famille (X (tp), ...,

s .oy Xn(t)) est libre, ou
n(to)) est libre.

>

www.mathematiques.fr.st 101


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 9 CORRECTIONS MP*

Correction de ’exercice B.1.13] :

1. C(A) est inclu dans 9, (C) donc il suffit de montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de
M, (C). 0, € C(A) car 0,.A =0, = A.0,,. Soient A, B € C(A) et A € C alors

(A+AB)M = AM + \BM = MA+ AMB = M(A + \B)

donc A+ AB € C(A), ce qui démontre que C(A) est un sous-espace vectoriel de 9,,(C).

2. Soit A € 9M,,(C) une matrice diagonalisable et B € C(A). Notons u (resp. v) 'endomorphisme
de C™ dont la matrice dans la base canonique de C™ est A (resp. B). La commutation des
matrices A et B est équivalent a la commutation des endomorphismes u et v (cf. la partie du
cours d’algebre linéaire concernant les matrices d’endomorphismes). Les espaces propres F)(u) =
ker(u — AId) sont stables par v (résultat fondamental du cours). Soit A € Sp(u), la restriction
V|Ey(u) de v & Ex(u) est une application linéaire de Ey(u) dans v(Ex(u)) C Ex(u) donc v g, ()
est un endomorphisme de F)(u). Soit By une base de Ej(u) et ny = dim E)(u), puisque u est
diagonalisable, la somme des espaces E)(u) est directe et égale & C" donc B = (B))xesp(u) €st

Al (0)
une base de C™ dans laquelle la matrice de u est et la matrice de v est
(0) Arlny,
By (0)
de la forme ou B; est une matrice carrée de taille ny,. Si on note P la matrice
©0 B
de changement de base de la base canonique de C™ dans la base B, alors
M, (0) B ()
A=P PletB=P Pt
(0) Arlny, (0) B,
My, (0)
Réciproquement, en utilisant les produits par blocs, on constate que les matrices .
(0) Arlny,
By (0)
et commutent quelles que soient les matrices carrées B; de taille ny, choisies,
0 B
ce qui implique que les matrices
Al (0) By (0)
A=P PletB=P P
(0) Arlny, {(0) B,
commutent. On en déduit que
By (0)
C(A)={P P! telle que Vi € [1,7], B; < My, (C)}-
{(0) B,
T
[1"M,,, (C) — C(A)
=1
L’application T : By (0) est une application C-linéaire
(B1,...By) +— P p1
{(0) B,
évidemment injective, surjective par 1’étude précédente donc 7' est un isomorphisme. En parti-
culier,

dime C(A) =) dimg(Mn,, (C) =Y _n3,.
=1 =1
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T
Puisque les ny, sont tous des entiers, on a Vi € [1,7], n%\z > ny, donc dimg C(A) = > ny, =n
i=1
car A est diagonalisable.
3. Soit A € M, (C) et Sp(A) = {A1, ..., Ar } U'ensemble de ses valeurs propres complexes deux a deux
distinctes. Le théoréme de trigonalisation montre qu’il existe une matrice P inversible telle que

0
A1
A2
plap=| - R =
. .. )\2 <. .
Ar
. . .. *
0 ... 0N,

Soit 6 = inf{|X\; — X;|, (4,5) € [1,r], ¢ # j} la distance minimale entre les valeurs propres

01
coefficient diagonale est T

ainsi que la matrice Ay = P(A’ + D;)P~!. La matrice Dj converge vers la matrice nulle donc la

distinctes de A et considérons la matrice diagonale Dj, dont le 7%¢¢

matrice A converge vers la matrice A. Le ¢*“"¢ coeflicient diagonal de Ay est égal a A\, + A ou

" 1
a € [1,r] et le j*™¢ coefficient diagonal de Ay, est égal & A\g + ‘% On suppose ¢ < j. Montrons
que ces deux éléments sont distincts pour k suffisamment grand.
— Si o = j, alors
I is s 5. (j—1)s

k)—()\a‘i‘z):()\a‘i‘?)—(Aa‘i‘*

& .0
~ Si a # B alors klir+n (Mg + %) — (Ao + %) = A3 — Ao # 0 donc il existe un rang k(«, 8) tel

(s +

que
i5 5
VE > k(a,8), (Mg + %) D+ %) £0

Puisque nous disposons d’un nombre fini de «, 3, il existe un entier K = maﬁx k(a, ) tel que :
a?

0 0
vk > K, )\a+%7é)\5+‘%sii7éj.
En particulier, pour k assez grand la matrice Ay, de taille n, posséde k valeurs propres distinctes
donc elle est diagonalisable sur C et la suite (Ag)x converge vers A. Nous venons de démontrer
que I’ensemble des matrices diagonalisables de 9, (C) est dense dans 91,(C).

4. Rappel du cours sur la caractérisation du rang d’une matrice a l'aide des déterminant : soit C est
une matrice. On appelle sous-déterminant d’ordre k, tout déterminant d’une matrice carrée de
taille k extraite de C' (par exemple, un cofacteur A; ; de C est un déterminant d’ordre n—1 issu
de Uélimination de la '™ ligne et de la j*™ colonne de C, i.e. de extraction d’une matrice
d’ordre n—1). Le rang de C' est inférieur ou égal a 7 si et seulement tous les sous-determinants
d’ordre k > r sont nuls.

Il y a clairement un argument de densité donc de continuité d’une certaine application. Si I'on
pose ® 4 'endomorphisme de 9, (C) définit par

VX €M, (C), ®4(X)=AX — XA.
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On remarque alors que C(A) = ker ® 4.

Soit C4 la matrice de ® 4 dans la base canonique de 9,,(C) (qui est de dimension n?). Soit S
'ensemble fini des sous-ensembles de [1,n%]? de la forme I x J avec card I = card J > n? — n.
Pour (I,J) € S, on note C4(I,J) la matrice extraite de A en conservant uniquement les lignes
i € I et les colonnes j € J. En particulier, C4(I,.J) est une matrice extraite de C4 d’ordre n? —n
et, lorsque (I, J) décrit S, les matrices C'4(I,J) décrivent toutes les matrices d’ordre inférieures
ou égales a n?

Lorsque A est diagonalisable sur C alors dim¢ C(A) > n donc rg Cy = n? —dimker &4 < n? —n.
Cela a pour conséquence que, pour tout (I,J) € S, det C4(I,J) = 0.

D’autre part, pour tout (I,J) € S, 'application A — det C'4(I,J) est un polynoéme en les
coefficients de A donc c’est une fonction continue de A et, puisque ’ensemble des matrices
diagonalisables de 9t,,(C) sont dense dans 9, (C), on en déduit que

—n.

VA e M, (C), V({U,J)eS, detCa(l,J)=0.
Soit A une matrice quelconque de 9, (C). Le résultat précédent montre que tous les sous-
déterminants de Cy d’ordre strictement supérieur & n? — n sont nuls donc

rgCa <n?—n<n?—dimker®, < n2—n<:}dimker®A>n<:>dimC(A)271.

Correction de D’exercice [3.1.14] :

1.

A, est a coefficients réels et symétrique donc elle est diagonalisable sur R dans une base ortho-
normale (théoréme spectral).

n

Par définition, le coefficient 4,5 de A, B, est ) a; by ;. Les seuls coefficients non nuls de B,
k=1

intervenant dans cette somme sont potentiellement b; ;, bjy1,; et bj_1; (il faut alors que 1 <

j<n,2<j+1<n,1<j—1<npour chacun)

n
-Sil<i<j<mn(dmci<j—1): > a; kbp; = a;jbj; + a;j_1bj_1; + a;jr1bjp1,; =
k=1
ix24+ix(=1)+ix(=1)=0.

n
-Sil<i<j=n(donci<n—1): > a;bpn = a;ijbnn+ain-1bp_1n =19x1+ix(=1)=0.
k=

1
n
-Si2<j<i<n(dmncj+1<1i): ) a; kbr; = aijbj; + a;j1bj_1; + a;jr1bjp1,; =
a

k=1
Jx24 G- x(=)+(G+1)x(-1)=0
n
- Sil=j<i<n(donc2<1i): ), 1k:bk,j =a;1b11 +aj2by1 =1 x2+2x (-1)=0
k=1
n
—sii=g€[2,n—1],: Y a;jpbr; = aiibii +aii—1bi—1;+ a;i410i41; =i x 24 (1 — 1) x (=1) +
k=1
ix(—1) =1
n
- Sii=j=1: Z a17kbk71 = a1,1b171 + a172b2,1 =1x24+1x (—1) =1
k=1
n
~Sii=j=n:) airbri = annbpn+ apn-1bn—1n=nx1+n-1)x(-1)=1
k=1

Apres ces neufs calculs, on a bien (A4,By);j = d;; donc A,, est inversible et son inverse est B,

Notons A,, le déterminant de B,, En développant selon la premiére colonne, on obtient

2 1 -1 0 0 0
-1 2 : -1 2-X -1 0
A, =2 1 ool tlo o o2—x o0 =20n-1— Ap—2
-1 2 -1 0 -1 -1
0 -1 1| . 0 0 0 —1 1-X|
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(le dernier déterminant est développé selon la premiére ligne). On obtient donc une suite récur-
rente du second ordre. L’équation caractéristique 72 = 2r — 1 n’admet que r = 1 comme solution
donc il existe deux réels a et b tels que A,, = an+0b. Puisque par calcul direct, on a Ay = Ag =1,
on en déduit que a = b =1 donc A,, = 1 quels que soient les entiers n > 2.

4. On introduit le polynéme caractéristique P,, de B,,.

2—-X -1 0 0
-1 2-X -1
0 -1 2-X
Po(X) =
-1 0
: -1 2-X -1
0 0 -1 1-X|
En développant selon la premiére colonne, on obtient
29_X —1 -1 0 0 0
-1 2-X -1 2-X -1 0
Pp(X) = (2-X) -1 0 +1 0 2—X 0
-1 9—-X -1 : 0 -1 -1
0 -1 1-X 0 0 0 -1 1-X|
n—1
et le dernier déterminant est de nouveau développé selon la premiére ligne
1 0 0 . 0
2—-X -1 (0)
-1 2-X -1 0
-1 2-X
0 2-X 0 =—1x , X
: 0 -1 . -1 (0) -1 1-X 9
0 0 0 -1 1-X
n—1
Par conséquent, nous avons la récurrence du second ordre
Vn>4, P,(X)=02-X)P,_1(X)— P,—2(X) (34)

Pour expliciter P,, nous allons travailler & X fixé dans R. Le polynome caractéristique de cette
relation de récurrence est dont le discriminant est A = (2 — X)? —4 = X? —4X = X (X — 4).
Pour que ce discriminant soit strictement positif, nous exigeons que z €[4, +oo[. Dans ce cas,

2- X +/X(X —4)
2

réelles a(X) et 5(X) tels que

et donc il existe deux constantes (par rapport a n)

les racines sont r4 =

VX € J4,400, Vn =2,
n n
2-X+/X(X -4 2-X—-/X(X -4

PAX) = a<X>< v )> +5<X>< [ ’) .

. . 2-X - ,
Explicitons a(X) et (X). Un calcul direct montre que Py(X) = 1 1_xI= X°-3X+1

2-X -1 0
et P3(X)=| -1 2-X -1 |=-X34+5X%2-6X + 1. Résoudre un tel systéme étant un
0 -1 1-X

peu laborieux, nous allons effectuer une premiére réduction et considérons une suite (u,(X))n>0
satisfaisant a la relation (34]) quel que soit n € N avec u,(X) = P,,(X) pour n > 2. En particulier,

U3(X) = (2 — X)’U,Q(X) —’U,l(X) <:>’U,1(X) = (2 —X)PQ(X) - Pg(X) =1—-X

105,/[154]
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et
up(X) = (2 = X)ug(X) — up(X) < up(X) = (2= X)Py(X) — Po(X) =1

Par construction, (un(X))n>o vérifie u,(X) = P,(X) pour n = 2 et 3 et vu que (un(X)) et
(P, (X)) satisfont a la méme relation de récurrence, on est assuré que ¥n > 3, u,(X) = P,(X).
En outre, la relation est valable pour (u,(X)). En la particularisant pour n = 0 et 1, on

obtient
) +B(X )

a(X)z—XJm/ X \2/X(X—4):1_X

(2-X2+X(X—-4) =X(X—4)+ (2-X)* = 2X2 — 8X + 4et une résolution directe par
substitution nous montre que

) - X VEED)

X(X —4)
X+ /XX -4
B(X) = XX 1)

ce qui nous donne au final
VX € 4,400, Vn>=2

P.(X) = (X)—)”m(?)Hm) X+m(2x VXX
n = Up = 2

X(X —4) 2 X(X —4)

Remarque : Cette formule semble étre un peu barbare mais si, par analogue avec les complexes
et 1 =+/—1, on admet que le conjugué de P+ +/Q est P —+/Q alors P,(X) n'est que la partie

(X +/X(X —4)2- X+ /X(X —4)"

27’L

imaginaire de

Contre toute attente, ’expression

—X 4 VXX —4) (2—X+\/X(X—4)>n+X+\/X(X—4) (2—X— X(X—4)>”
2 2 2

X(X —4) 2 X(X —4)
n
est un polynéme de R[X] (il suffit d’appliquer la formule du bind6me de Newton a (2 - X+ /X(X - 4))
+1
et <2 - X - /X(X - 4))n pour s’apercevoir que tous les exposants pairs de /X (X —4) in-

tervenant dans P, (X)) disparaissent, donc il ne reste que les exposants impairs et I’égalité

XX -4 = /X (X —9)(X(X — 4)k

montrer que P, (X) s’identifie sur |4, 4+00[ & un polynéome en X (X — 4). Deux polynémes étant
égaux sur |4, 400 sont nécessairement identiques.

La recherche des racines est trés compliqué en raison de I'existence des racines carrés. Lors de la
discussion précédente, nous avions fait I’analogie avec les conjugués complexe. L’objectif est de

X X
Iappliquer : A = (2 — X)2 —4 = 4((1 — 5)2 —1). On choisit 1 — 5 = cosy S X =2—2cosp
et dans ce cas :
X(X —4)=—(2—2cosp)(2cosp +2) = —4(1 — cos? ) = —4sin’ p = (2isinp)?
et si 'on suppose ¢ # Omod 7, on a

—2+4+2cosy + 2tsingp 2—2cosp+ 2isingp

P 2 o 2 — P n o n
o ( cos ) Tising (cosp +ising)"” + Jising (cos @ — ising)
27 sin go sin ¢
z(n+1/2)
= Im(sm 2 g —2cos ¥ sin(n + 1)4,0)
sin 2 2
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1
inSi, n - COSY) = Si et seulemen n+ p = Omodﬂ- et @ 0m0d7r ce qul Signiﬁe

A P,(2 -2 0 t 1 t

2k
Y = B Il pour k € [1,n]. La fonction = +— sinz étant injective et positive sur l'intervalle

n

k 2%

[0, g]{ﬁ}keﬂl,n% on en déduit que les réels 2 — 2 cos 5 Il = (2sin ot 1)2 sont deux &

deux distincts. Le polynéme P, de degré n, admettant au plus n racines, on en déduit qu’il

est scindé sur R et que ses racines sont les ((2sin )?)kef1,n] qui sont bien entendu les

T
2n+1
valeurs propres de B,,. En particulier, on retrouve que la matrice B, est inversible et qu’elle est
diagonalisable sur R.. La matrice A,, admet donc comme spectre {W, ke 1,n]}.
2 sin 2
( 2n + 1)
5. Toutes les valeurs propres de A, étant strictement positives, on en déduit que A, est définie
positive et det A, = (det B,,)"! =1

Correction de l’exercice 3.1.15| :

1. A" 1 2£ 0 donc il existe Xo € k™ tel que A"~ Xy # 0. Soit (ag, .., a,_1) une famille de scalaires
tels que
apXo+a1AXyg+ -+ an_lAn_lX() = 0. (36)

En composant par A"~ ! et en remarquant que A" = 0 si 7 > n, on obtient

ap A" 1 Xy =0= ag = 0.
N e’
#0

Procédons par itération. Supposons que ag = --- = ay, = 0 avec k < n — 1, la relation s’écrit
a1 A X 4 ap 0 AM2 X0 4 - 4 a1 AT X g = 0.
En composant par A"~ 1=+ = An=k=2 (L < —2), on en déduit que

ak_;_lAnilXo =0= a1 =0.
N
£0

On en déduit que tous les coefficients (a;) sont nuls et que la famille (Xg, AXy, ..., A" 71 Xq) est
une famille libre de n vecteurs de k™ qui est de dimension n donc il s’agit d’une base de k™.

2. On remarque que si B commute avec A alors B commute avec tous les A*. En particulier,
Vk € [0,n — 1], BA*X,= A*BX,. (37)

Cette formule nous dit que la connaissance de I'image par B de la base B = (Xg, AXj, .., A" "1 Xq)
est donnée par la connaissance de BXj. Puisque B est une base de k™, il existe des scalaires
ao, --, Gn—1 appartenant a k tels que

n—1
BXo =) _a;A'Xo. (38)
=0

La combinaison des deux égalités (37)) et (38]) ainsi que la commutation des différentes puissances
de A, nous montre que

n—1 n—1 n—1
=0 1=0 =0

n—1 )
Par conséquent, les deux applications linéaires X — BX et X — (> a;A")X sont égales sur la
i=0
n—1 . '
base B donc elles sont égales, ce qui implique que B = ) a;A". Nous venons de montrer que B
i=0
est bien un polynome en A.
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3. C(A) est un k-espace vectoriel qui contient { P(4), P € k[X]}. Réciproquement, tout polyndéme
en A commute avec A donc C(A) = {P(A), P € k[X]}. Puisque A" =0sir > n, on en déduit
que

C(A) ={P(A), P €k, [X]}={apl+a1A+ - Fan_1A" , ag,....an_1 €k} = Vect(I, A, ...

En particulier, dimy, C'(A) < n. Montrons que la famille (I, 4, ..., A"~1) est libre. Soient ag, .., an_1
n—1

des scalaires appartenant a k tels que apA* = 0. Alors, en évaluant en Xy, on obtient que
k=0

n—1
Z akAkXo =0 aoXo+ a1 AXg+---+ an_lAnilXO =0
k=0

et, la famille (X, AXp, ..., A" 1Xj), on en déduit que ag = --- = a,_1 = 0 donc la famille
(I,A,..., A" 1) est libre, ce qui implique que dimj C(A) > n. Par conséquent, C(A) est de
dimension n et (I, 4, ..., A"1) est une base de C(A).

01 2
4. On pose A= [0 0 4| qui est une matrice nilpotente d’ordre 3, i.e. A% # 0 et A3 = 0. La
0 00

solution éventuelle de ’équation X? = A commute avec A car XA = X X? = X2X = AX donc
X € C(A). La question précédente montre qu'il existe a, b, c € R tels que

a b 2b+4c
X=al+bA+cA’=[0 a 4b
0 0 a

La matrice X admet donc comme unique valeur propre a. Or X? = (42)2 = A* = 0 donc X est
nilpotente et sa seule valeur propre est 0. Ainsi, a = 0 et X = bA + cA?. Nous allons réinjecter
cette derniére expression dans 1’équation satisfaite par A et, les matrices A et A2 commutant,
nous utiliserons le binéme de Newton :

X2=A& (bA+cA?)? = Ao 1PA% 4 20cA3 + PAY = A = 1PA% = A,

On en déduit que A est colinéaire & A% ce qui est impossible donc I'équation X2 = A est
impossible.

Correction de D’exercice [3.1.16] :

1. Si X €k", A€ ket X €ker(A—A) & AX = \X alors A(BX) = BAX = B(AX) = ABX
donc BX € ker(A — \I).

2. La matrice A possédant n valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable sur k et k" =

K3
deux a deux premiers entre eux sur k[X] donc premier dans leur ensemble. Le théoréme des

noyaux (lu de droite & gauche) montre que

éker(A — A\il) = ker (ﬁ(A - AJ)) = k" = ker (ﬁ(A - AJ)) .
i=1

n
ker(A — A\;I). Les valeurs propres étant deux a deux distincts, les polynémes (X — );) sont
=1

i=1 i=1
n n
Ainsi la matrice [[ (A —XNI) est nulleet [[(X —NI)= ][] (X —A) est un polynéme annu-
i=1 i=1 AeSp(A)
lateur de A.
Si A ne possede pas n valeurs propres distinctes, le polynome  [[ (X — \) n’est pas nécessai-

AESp(A)

11
) dont la seule valeur propre

rement annulateur. L’exemple le plus simple n = 2 et A = <O 1
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est let ] (X —=A)=X —1quin’annule clairement pas A.
AESP(A)
En fait, tout découle du théoréme des noyaur. Si  [[ (X —A) annule A alors A est annulé par
AESP(A)
un polyndme scindé sur k a racines simples donc A est diagonalisable sur . Si A est diagonali-

sable, le théoréme des noyauzr assure que || (X — A) annule A. Ainsi, A est diagonalisable
AESp(A)
sur k si et seulement st [[ (X — ) annule A.
AESP(A)

3. Pour chaque i € [1,n], dimg ker(A — A\;I) > 1 et la matrice A étant diagonalisable,

n n
n < Z 1< Zdimk(ker(A - X)) =n

i=1 i=1
donc Vi € [1,n], dimgker(A — \;I) = 1. Pour i € [1,n], soit e; un vecteur propre engendrant
ker(A — N\;I) (en particulier, e; # 0). La famille (e, ..,e,) est une base de k™ (puisque A est
diagonalisable). La question 1 montre que Be; € ker(A — \;I) donc il existe p; € k tel que
Be; = p,e; donc e; est un vecteur propre de B. Ainsi la famille (e, .., €,), qui est une base de k"
est également une famille de vecteurs propres de B donc B est diagonalisable, et ce, dans une
base de vecteurs propres de A. Les matrices A et B sont codiagonalisables.

4. La question précédente montre que si (eg,..,e,) est une base de vecteurs propres de A alors
c’est également une base de vecteurs propres pour B. Soit P la matrice de changement de base
de la base canonique de k™ & la base (eq, ..,e,). Alors P"'AP et P~1BP sont diagonales. On
remarque que P ne dépend que de A et non de B. Ainsi,

C(A) c {PDP~', D matrice diagonale de 9, (k)}

Réciproquement si B = PDP~! alors P! BP est diagonale donc elle commute avec la matrice
diagonale P~'AP. On en déduit que

P'APPT'BP = P7'BPP'AP < PT'ABP = P"'BAP < AB = BA
donc {PDP~!, D matrice diagonale de M, (k)} C C(A). Nous venons de démontrer que
C(A) = {PDP~!, D matrice diagonale de 9, (k)}.

L’espace des matrices diagonales est de dimension n et une base est donnée par les matrices élé-
mentaires (E; ;)1<i<n donc C(A) est de dimension n et admet comme base la famille (PE; ;P™1)1<;<p.
Remarque : Nous supposons que k est un corps de caractéristique non nulle (k = @Q, R ou C par
exemple). Soit B € C(A) et (py, .., 14,,) les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de B
tels que P~'BP = Les scalaires 1, .., \, étant distincts, il existe un polynome R (en utilisant
les polynomes de Lagrange associé auz (N\;) et (u;)) P tel que

Ainsi, on a lidentité :
PBP = diag(yy, .., t,,) = diag(R(\1), .., R(\,)) = R (diag(A1,..,\n)) = R(PAP) = P71R(A)P

qui nous démontre que B = R(A) pour un certain polynome A donc C(A) C {R(A), R €
E[X]}. 1l est évdent que {R(A), R € k[X]} C C(A) (cf. son cours sur les polynomes d’endo-

morphismes), ce qui nous donne
C(A) ={R(A), Rek[X]}
En effectuant la division euclidienne de R(X) par [] (X — A) qui est de degré n puis en
évaluant en A, on en déduit [’existence d’un polynénjeesgg kn—1[X] tel que R(A) = Q(A) donc
C(A) ={R(A), RE€k, 1[X]} = Vect(I,A4,.., A" ).

L’espace C(A) étant de dimension n, il est évident que (I, A, .., A"1) est une base de C(A).
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|
I\
o O

5. Notons A = et (e1,e9,e3) la base canonique de R3. Cette matrice est de taille 3

0

DN | Q0| =~
Nt o O

5
et elle admet trois valeurs propres distinctes qui sont —2, 2, 3 donc elle est diagonalisable sur R.

. . . . 5
Il est immeédiat que es est un vecteur propre associé & 2 et eg un vecteur propre associé a 5 11

nous reste & déterminer un vecteur propre associé a —2.

—z4+4y=0 _ -3
AX = —2X & §+9y @{ Y= S E_y(A)=Vect | 1
-+ -2z=0 T =—32 1
27 T3
-3 0 0 -2 0 0
Soit P=1|1 1 0] alors Plap=| 0 2 g —D.
1 01 00 3

Soit X une solution éventuelle de X + X~ = A. Cette solution est nécessairement inversible et
elle commute avec A car

XA=XX+XH=X>+T=(X+X"HX = AX.

Puisque A est de taille 3 admettant trois valeurs propres distinctes, la question 4 nous montre
que X est diagonalisable sur R dans la méme base de diagonalisation choisie pour A. Ainsi, il
existe trois réels a, b, c non nuls tels que P~!X P = diag(a,b,c) = A.

X+X' = AePAP '+ PA'P=PDP e PA+A Y P '=PDP ' A+A'=D
1
at - =-2 a>+2a+1=0
. 1 1 1 . 5 1 2 —2b+1=0
& diag(a+ —,b+ —,c+ —) = diag(—2,2,-) & b+-=2 & -
a b c 2 f 9 O
5 c“——-c+1=0
c+ - =— 2
2
(a+1)2=0 a= -1
N (b-12=0 N b=1
1 1
5(26—1)(6—2):0 c:iouc:Q
Ainsi, les solutions de I’équation sont
1
X = Pdiag(-1,1,=)P ' =] 5 1 0 et X = Pdiag(-1,1,2)P ' = 2 90
2 7 1 3
Z 0 = 1 0 2
2 2
01 0 0
0 0 1
Correction de l’exercice 3.1.17|: Posons J = | i ol, B = (e1,...,e,) la base
S
10 0 0
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canonique de R”. La matrice J* est

0 --- 1 0 --- 0
0
Jk: ? .-. '.. é etJTL:In
0
0O --- 0 1 0 - --- 0

et M = a1, + asJ + --- + a,J" 1. La matrice J admet comme polynéme annulateur X" — 1 dont
les zéros sont les racines n'®™¢ de I'unité. Ainsi .J est diagonalisable sur C. Diagonalisons .J. Soit

x1
2me . . ;
(=exp(—),j€[0,n—1] et X =] : | € C" un vecteur propre associé a ¢’.
n
Tn
zo = (Ia xy = {Imy zo = (I3 L
— — 2 _ 2 T2 = ¢'x1
r3 = (lxo r3 = (Y r3 = (Va 75 = (2
JX=0(X & : & : & : & i S X =1
. iy o :
Tp =T xn,::CUl )Jml an::COl 1)jxl _ ~(n—=1)j
_ _ nj _ Ty =( T
1 = ay T =1 T =11

Ainsi, E; (J) = Vect(e; = (7)1 i<p). Soit P la matrice constitué des vecteurs propres (gg, ..., n—1),

autrement dit P = (P j)1<i<n avec P;; =( (=1G=1) (le vecteur g correspond & la premiére colonne).
1<jsn

On a la formule de réduction

J = Pdiag(1,¢,..,¢" P!

qui implique que

vk e [0,n—1], J* = Pdiag(1,¢" ¢, .., (DR pl

On en déduit immédiatement, en se rappelant que (PDP~1)* = PD*P~1) que M est diagonalisable
dans la base (eg,...,en—1) €t

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
M = P(Y" ap diag(1,¢F, ¢, ..k Pt = p (diag<Z ak, D arC*, Y apC*, ., Z%C““”’“)) P!
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0

donc la valeur propre associé¢ au vecteur €; est

n—1
Vieon—1] X = ap’*
k=0

Siag = q+ 1, le déterminant de M est le produit des valeurs propres i.e.

n—1 n—1 /n—1 n—1 /n—1 n—1 /n—1
det M =[] =[] < akgj’“> =11 (Z(k+ 1)4“) =11 (Z(k+ 1)(@)’“) :
0

j=0 j=0 \k= J=0 \k=0 j=0 \k=0

n—1
Introduisons le polynéme R(X) = > (k + 1)X* qui visiblement fait penser & une dérivée. Plus

k=0
précisément,

n—1 n n / n+1 / +1
_ -1 1—(n+1)a" + nz"

Vo e C\{1], R(z)=3 (k+)z* = Y ka*'= Fl = (X = .
Ol R =3 (b0t 5 ) ket =) 2 = @17
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En particulier, en remarquant que

Vke[0,n—1], (¢F)"=(C"F=@)F =1et (¢")" = (CMr¢F =k,

on obtient . .
1-— 1 -1
Vk e [1,n—1], R(¢*) = (n:— )+ =n <k = kn )
(¢ =1 =12 ¢¢-1
n—1 n—1
Le produit H R(C*) est égal ni La factorisation X™ — 1 = [] (X — ¢¥) montre que

l;[ (¢*=1) o

n—1 n—1
vt [e-c- il =X

En faisant tendre x vers 1, on en déduit que

n—1 n—1 n—1 n—1
[[a-¢H= leniH[(—l)(l—(k]— "IH D=ns [[(*-1)=()" n
k=1 k=0 k=1 k=1

donc
n—1 n—1
[[ & ==
i (=1)rn
D’autre part, on a :
n—1
n(n —l— 1)
R(C) =R =) (k+1) = Z .
k=0 k=1

La combinaison de ces deux derniéres égalités, nous obtenons la valeur du déterminant de M

nol il ' n _ynt )" tn+1)
det M = a (gﬂ)’“) R(¢F) = 7“)(—1)” ! _ ! n" L.
I (Swer) -1 o

Correction de ’exercice :

1. Une telle matrice est annulé par le polynome X3 4+ X2 + X = X(X2 + X + 1) qui est scindé &
racines simples sur C donc A est diagonalisable sur C. Elle est semblable sur C & une matrice

1 3 1 3
diagonale dont les éléments diagonaux appartiennent a {0, 5 + \gi, =5~ \sz

2. Montrons que A n’est pas inversible. La question précédente montre que A est diagonalisable sur

1 V3. 1 V3

C et ses valeurs propres appartiennent a {75 + - b5 7@} Comme A est a coefficients

réels, si A est valeur propre de A alors son conjugué l'est aussi (cela découle que det(A — AI) =

1 1
det(A — AI)). Ainsi, Sp(A) = {75 + \ggi, —5 = \ggz} La matrice A étant diagonalisable sur

C, 'une de ses valeurs propres est de multiplicité 2 et 'autre 1. En particulier, son déterminant
vaut
1 V3 1 V3 1 V3 1 V3., 1 V3 1 V3
det A= (—=4+ i) (—=——24) = —=+——¢ det A= (—=4+ i) (—=— )2 = —=— =4,
e (2—1—21)(2 2@) 2—|—2zoue (24—21)(2 2@) 5" g
Ces deux possibilités ne peuvent se réaliser car, A étant & coefficients réels, son déterminant est
réel. Donc A n’est pas inversible et la multiplicité de 0 est au moins égale a 1. Si A ne posséde
que 0 comme valeur propre dans C, A étant diagonalisable, elle est équivalente a la matrice nulle
donc elle est nulle, ce qui n’est pas le cas. Donc A posséde au moins une valeur propre complexe.

V3. 1 V3

1
Le raisonnement précédent montre que —3 + 72 et 5~ 71 sont des valeurs propres de A
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dans C et chacune ayant une multiplicité supérieure ou égale a 1. La somme des multiplicité

V3.1 V3

1
des racines étant égale a 3, on en déduit que Sp(A4) = {0, —3 + - b5~ 7@}, chaque racine
étant de multiplicité 1.

Soit e; € R3 tel que ker A = Vect(e;). Pour obtenir que A est semblable & la matrice B =

0 0 0
IRRVE]
0 9 9 |, il faut trouver deux vecteurs ez et e3 tel que
0 V3 1
2 2
3 1 3 2 1
Aeg = ——ex — —e3 (A—I—fl)e2——£63 €3 —ﬁ(A‘i'gI)@
3 1 v 21 \/% < 2 1 4 1
_ Y2, _ = - . e eg = —(A+ =Deg = ——(A+ =I)2%e
Aes 5 €2 263 (A+21)63 5 €9 2 \/g( 2 ) 3 3( 9 ) 2
2 1
63:—7(144'*[)62 :_lA 1[
N V3,2 ol oes \@( + 510
(A+ 312+ De2 =0 (A2 +A+T)ex =0

Ainsi, le vecteur ey appartient a ker(42 + A + I). On dispose de ker A et de ker(A? + A + I).
Une idée géniale germe a notre esprit : le théoréme des noyaux. La matrice A est annulée par le
polynéome X3 + X2 + X, dont la décomposition en facteurs irréductibles sur R[X] est

X+ X4 X =X(X2+ X +1).
Puisque les facteurs sont premiers entre eux, le théoréme des noyaux montre que
R3 = ker A @ ker(A? + A+ I).

La dimension de ker A étant égale & 1, la dimension de ker(A2? + A +I) est égal a 2. Il nous faut

1
un vecteur non nul ey de ker(A2% + A + I) tel que la famille (e, e3 = —E(A + 51)62) soit une

famille libre, ce qui équivaut a dire que la famille (e2, Aes) est libre. Soit e2 un vecteur non nul
de ker(A2 + A +1). Si la famille (e2, Aes) n’est pas libre, le vecteur ey étant non nul, le vecteur
Aeg est nécessairement colinéaire & eo donc il existe A € R tel que Az = Az, ce qui implique que

Adeg + A%eq + Aey = 0= (N2 4+ A2 + Ve :;0)\3+)\2+/\:0<:>)\()\2+)\+1):0<:>/\:0
€2

donc Aey = 0 et ey € ker A. Or ey € ker(A%+A+1) donc ey € ker(A2+A+1)Nker A = {0}, ce qui
contredit notre hypothése. Ainsi, la famille (e, Ae) est libre et appartient a ker(A2 +A+1) (car

(A2 + A+ 1)Aey = A(A2+ A+ I)ey = 0). On en déduit que la famille (ez, e3 = —55(/14— %I)eg)

est libre et elle appartient & ker(A% + A + I) qui est de dimension 2. Par conséquent, la famille
(e1,e2,e3) est une base de R3. Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
canonique est A. Sa matrice dans la base (e1, ez, €3) est B, ce qui démontre que A est semblable
a B.

3. Le théoréme des noyaux montre que
R" = ker A @ ker(A% + A+ 1).

La matrice A laisse stable les espaces ker A et F' = ker(A? + A + I). Soit u I’endomorphisme
de R? dont la matrice dans la base canonique est A. La restriction v = up de u a F' est un
endomorphisme de F' tel que

1 3 1 2
v2+v+IdF:O<:>(v+§ldp)2+zldp20<:> [ (v+21dp)} = —Idp.

2
V3
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La correction de la question 3 de I’exercice[3.1.10| montre que F' est de dimension pair 2p et qu’il
existe une base B’ de F telle que

1 V3

N (0, I, N VB0, LN\ 1(L, 0\ [ “3lr Sl
mat(v,B)-(_Ip 0 < mat(u,B') = > \=1, 0, o\o, 1,) = 73 1
ol ol

Si l'on fixe une base B” de ker A, la concaténation (B”,B’) des bases B” et B’ est une base de
R™ (d’apres le théoréme des noyaux) et la matrice de u dans cette base B est

0n—2p 0 0
1 3
o L ¥y
2\[ 2
3 1
0 -——1, ZI,
2 2
Correction de ’exercice B.1.19 :
16 -8 —16
Etude du cas A= |16 —8 —16| Déterminons pour commencer le polynéme caractéristique de
8§ —8 -8
A.
16 — X -8 —16 8- X -8 —16
Po(X) = det(A—XI3)=| 16 -8 —-X —16 = -8—X -8-—X —16
8 8 8- x| GTOHRIG g x g _g-X
1 -8 —16 1 -8 —16
= —(X+8)|1 -8-X —-16 |=—(X+8)|0 —X 0 Lo «— Ly — 14
1 -8 8- X 0 0 8—X| Lg« Lg—14

= X(X +8)(8— X)

Ainsi Sp(4) = {-8,0,8}, la matrice étant de taille 3 et admettant 3 valeurs propres réelles
distinctes, elle est diagonalisable sur R. Chaque espace propre est de dimension 1. Notons e
(resp. eg, resp. e3) un vecteur propre de A associé a la valeur propre —8 (resp. 0, resp. 8). Soit
X € M3(R) tel que X? = A. La matrice X commute avec A car AX = AA3 = A3A = X A donc
elle laisse stable chaque espace propre de A. En particulier, Vi € [1,3], Xe; € Vect(e;) donc il
existe des réels iy, pq, p5 tels que

Vie [1,3], Xei = u,e;.

Ainsi, chaque vecteur e; est un vecteur propre de X. La famille (e, e, e3) étant une base de R3,
nous venons de montrer que X est diagonalisable. Explicitons les différents réels p;.

—8e1 = Ae; = X?’el =XXXe1 =XXpe1 = XXeg=--- = ,uf;’el = ui’ = —8.

La fonction x — 2% étant une bijection de R sur R, on en déduit que j; = —2. Par la méme
méthode, 19 = 0 et ug = 2. Soit P la matrice de changement de base de la base canonique de
R? dans la base (e1, e2,e3). On a les égalités

A = Pdiag(—8,0,8)P~! et X = Pdiag(—2,0,2)P !,
ce qui démontre que I’équation X2 = A admet au plus une solution et le calcul suivant
X3 = (Pdiag(—2,0,2)P~1)3 = X = P(diag(—2,0,2))*P~! = X = Pdiag(-8,0,8)P"1 = A

montre qu’il s’agit bien d’une solution.
Je laisse au lecteur le soin de vérifier que I'on peut choisir comme matrice de changement de

base
1 11 4 -2 —4
P=|1 0 1) doncX=1(|4 -2 -4
1 1 0 2 -2 =2
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10 O
Etudeducas A=[0 1 0 La matrice A est évidemment diagonalisable puisqu’elle est ....... dia-
0 0 -8

gonale! Soit (e1, 2, e3) la base canonique de R3. C’est également une base de vecteurs propres de
A. Si X3 = A alors X laisse stable chaque espace propre. La valeur propre —8 étant de multipli-
cité 1, le vecteur Xeg € E_g(A) = Vect(es) donc il existe un réel ps tel que Xes = uges. Comme

précédemment, I’égalité X2 = A montre que p3 = —2 Les vecteurs Xej et Xey appartiennent
x* % 0

a Vect(ey,ez) donc X est de la forme |« « 0 |. Notons B la matrice <: :) € My(R).
0 0 -2

L’équation X3 = A est équivalente a I’équation B3 = I. La matrice B admet X3 — 1 comme

polynéme annulateur. Ce polynéme est scindé & racines simples sur C (qui sont 1,5 et j2 avec

j=esp(5).

— Si B admet une valeur propre réelle, c’est nécessairement 1 et son polynome caractéristique
est divisible, dans R[X], par (X — 1). Ce polynéme caractéristique étant de degré 2, on en
déduit qu'il est de la forme (X —1)(X —a) avec a € R. Par conséquent, a = 1 et (X — 1) est
le polynome caractéristique de B. La matrice B est annulée par le polynéme (X — 1)? qui est
scindé sur R donc B est trigonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible @Q telle

que B=Q (é T) Q. Or,on a:

2
B2=Iz<:>(Q<é f)@lﬁzfmc?(é f) Q1212<:><(1) Qf)leQﬂzm:o

1 0 0
donc B=Iet X=[0 1 0 | estdiagonale.
0 0 -2

Si B n’admet aucune valeur propre réelle alors (B — I) est nécessairement inversible. Or
BP=1B-1=0(B-1)(B*+B+I1)=0s B*+B+1=0.

Montrons que la famille (f1, Bf1) est libre (ot (f1, f2) est la base canonique de R?). Sinon, f;
étant non nul, cela signifie que B f; = kf1 pour un certain réel k£ donc

0=Bfi+Bfi+1fi=F +k+1)h
ce qui implique que le réel k est solution de I’équation k%24 k41 qui n’a aucune racine réelle ! donc
(f1, fe1) est une famile libre. Si Q = <CCL Z) désigne la matrice de changement de base de la base
(f1, fo) dans la base (f1, Bf1), en remarquant que B(f1) = Bf et B(Bf,) = B?f1 = —Bf1 — f1,

on a I’égalité
- 0 -1\ 1
p-a(t )

Le calcul par bloc des matrices nous montre que

|
—

a b 0 0 -1 0 a b 0
X=1c d 0 1 -1 0 c d 0 ,
0 0 1 0 O 2 0 0 1
0 -1 0
ce qui signifie que X est semblable & la matrice [ 1 —1 0 | qui n’est pas diagonalisable sur
0 0 -2
0 -1 0\°
R. Puisque [1 -1 0 = A, on en déduit que toute matrice X semblable & la matrice
0 0 =2
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0 -1 0
1 -1 0 est solution de X3 = A.
0o 0 -2

Conclusion : 'équation X2 = A admet une infinité de solutions, une étant diagonale et toutes les
autres étant non diagonales et non diagonalisable sur R.

Correction de I’exercice [3.1.20]: Son polynome caractéristique est

4-X 3 3 2-X 3 3
Pa(X) = det(A—XI)=| -3 2-X 3 - 2-X 2-X 3
-3 3 o_x|GTOrrGly v 3 9_x
13 3 1 3 3
= 2-X)1 2-x 3 |=@2-X)|0 -1-X 0 | Loe—ILs—1I;
1 3 2-X 1 0  —1-X| LyeLz—1I,

= (2-X)(X +1)?
donc Sp(A) = {—1,2}. Déterminons les espaces propres de A

x
X =\|y| € E_1(A) si et seulement si (A+1NX =0 —-3x+3y+32=0< =z =y+ 2z donc
z

1 1
E_1(A)=Vect(|1],(0])
0 1

Donc dim E_1(A) = 2. D’autre part, la multiplicité de 2 étant 1 dans le polynéme caractéristique, la
dimension de Ey(A) ne peut excéder 1 et, puisque 2 est une valeur propre, sa dimension est au moins 1
donc dim Fy(A) = 1. La matrice A est par conséquent diagonalisable. Calculons I’espace propre Fy(A)

T —6zx+3y+3z =0
X =|y| € E2(4) &« (A-2]) =0 & -3z + 3z =0 & {z=y=2z donc E3(A) =
z -3z + 3y =0
1
Vect(| 1]).
1

Une autre méthode : Synthése. les valeurs propres de A sont —1 et 2. Si A est diagonalisable, elle est
semblable & une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des —1 et des 2. Cette derniére
matrice est donc annulée par le polynome (X +1)(X —2) donc A aussi (P(QMQ~Y) = QP(M)Q~1).
Analyse. Un calcul direct montre que (A + I)(A —2I) =0 donc A est bien annulé par le polynome
(X + 1)(X — 2) qui est scindé a racines simples sur R donc elle est diagonalisable sur R.Par contre,
st A n’était pas annulé par (X + 1)(X — 2), on en déduirait pas A n’est pas diagonalisable.

Résolution dans M3(C) Soit X € M3(C) une solution de I'équation X2 + X = A. La matrice X
commute avec A car A est un polynéome en X. Puisque (A + I)(A —2I) =0, on en déduit que

(X24+ X+ D(X?*+X —-2I)=0.

Le polynome P(t) = (t2+t+ 1)(t* + ¢ — 2) annule donc la matrice X et ce polynome est scindé
a racines simples sur C car
1 V3 1 /3
P#)=(t— (== + Nt — (== — L) (t+2)(t — 1).
() = (b= (5 + SN~ (—5 = 2N+ - 1)
Par conséquent, la matrice X est diagonalisable sur C. Soit u (resp. v) 'endomorphisme associé
a A (resp. X) dans la base canonique de C3. La commutation des matrices A et X implique
la commutation des endomorphismes u et v. Les espaces propres de u sont donc stables par
v. On en déduit que la restriction vjg,(,) de v a chaque espace propre Ey(u) est un endo-
morphisme de E)(u) et, 'endomorphisme v étant diagonalisable, 'endomorphisme v)g, () est
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également diagonalisable. Pour chaque valeur propre A de u, il existe donc une base B) de
Ex(u) formée de vecteurs propres de v|g,(,) donc de v (par définition d'une restriction). Par
définition, tout élément non nul de E)(u) étant un vecteur propre de u, on peut affirmer que
chaque base B) est formée de vecteurs propres de u. La concaténation des bases B_1, By est
une base B = (B_1,Bs) de C? formée de vecteurs propres pour v et pour u. Les matrices de

-1 0 0 ey 0 0
u et v dans cette base sont respectivement D = | 0 —1 0] et A= |0 puy 0 |]. Les
0 0 0 0 0 ps

endomorphismes u et v vérifient l’egalite v2 4+ v = u donc A2 + A = D, ce qui signifie que

i3 1 Zf

i+ =1 eyt gy
Pty =—-1 & e { 1 + \/3 1 iv3, . Silon note Q la matrice de chan-
2+ i =2 H2 2 ' 2 2

,u3 €{-2,1}

gement de la base canonique de C3 & la base B, nous avons A = QDQ ! et X = QAQ™!

iv3 1 z\f

o € {‘5 ERECRN
avec { \/§ 1 \f . Réciproquement, si ) désigne une matrice inversible de
27 2
M3 € { 27 1}
1 /3 1 /3
pe{—g+ 22— -1
2 2 2
M3(C) telle que A = QDQ ™!, la matrice X = QAQ ™! avec { z\/§ 1 Zf}
272
/’L3 S { 71}

est bien solution de I’équation X2 4+ X = A car
XP+X =QAQ7 +QAQT = QA+ 2)Q T =QDQ ™! =

Résolution dans 9Mi3(R) L’étude de la diagonalisabilité de A a montré que l'on a l'égalité A =

1 11 -1 0 0
PDP'ouP=1|1 0 1]etD=|[0 —1 0].Soitu,v les endomorphismes de C3 dont
011 0O 0 2

les matrices respectives dans la base canonique de C3 sont A et X. Ces deux endomorphismes
commutent donc v|g_,(4) est un endomorphisme de E_;1(A) et v|pg,(4) est un endomorphisme
de E5(A). Ce dernier espace étant une droite, on en déduit que V|E,(a) €st une homothétie (sa
matrice dans une base quelconque est une matrice 1 X 1 qui est donc une homothétie!). Puisque

v2+v = —Id, cette homothétie VB A) = aldp_ (4 vérife a?+a = —1 donc VEyA) = aldp,a

avec a € {—2,1}. Etudions le cas de 'endomorphisme w = v|p_, (4). Il vérifie w?+w = —Idg_, (4)
1

(par définition d’une restriction). Soit x = [ 1 | , (z,w(x)) est une famille libre de E_;(A). Pour
0

commencer w(z) = v(z) € E_1(A). Puisque z est non nul, la liberté de la famille (z,w(x)) est
équivalent & ce que w(x) ne soit pas colinéaire a x. Procédons par ’absurde. Si w(x) est colinéaire
a x alors il existe un réel a tel que w(z) = az donc w?(z) = a®x. L'égalité w? +w = —Idp | (4)
implique que

a’r+ar=—x 4 (a®+a+ 1)z =0.

Or z est non nul, donc a®? 4+ a + 1 = 0 et cette équation n’admet aucune solution réel donc la
famille (z,w(x)) est libre dans E_1(A) qui est de dimension 2 donc (z,w(x)) est une base de

1

E_1(A). Les espaces F_1(A) et E3(A) étant en somme directe, la famille (z,w(z), [ 1 | ) est une
1

base de R3. Puisque = et w(x) appartiennent & E_1(A) et w(w(z)) = w?(z) = —2x — w(x), les
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matrices de u et v dans cette base sont respectivement

-1 0 0 0 -1 0
0 —1 OfJet |1 —1 0] avecae {—2,1}.
0 0 2 0 0
1
Soit @ la matrice de changement de la base canonique dans la base (z,w(z), [1]), on a
1
-1 0 0 0 -1 0
A=Q[ 0 -1 0]QltetX=Q[1 -1 0|Q'avecae{-21}.
0 0 2 0 0 «
-1 0 O 0 -1 0
Réciproquement, si ) est une matrice telleque A=Q | 0 —1 0] Q ltalorsX=Q |1 -1 0| Q!
0 0 2 0 0 «

avec a € {—2,1} est bien solution de 1’équation X2 + X = A.

Correction de l’exercice [3.1.21] :

N
1. Déterminons la matrice A de f dans la base canonique (7, _'>, k) de R3 (qui est orthonormée)
ay
et écrivons @ = | ag | . Alors, en se rappelant les bonnes vielles formules du prof de physique,
a3
— — —
7/\7: k., Ak :7), k /\7:7et T ANY =—9y AT, on en déduit que
— — — — -y - — — -
f(i) = ani =(a1i +a2j +ask)N i =—ask +as3j =azj —azk
— — — — — —
f(j) = —azi +a1k et f(k)=az2i —a;j donc
0 —as a
A= ag 0 —-a
—ag al 0

qui est une belle matrice antisymétrique.
Si le vecteur a est nul, la matrice A aussi (donc elle diagonalisable!).
Si a # 0, le polynome caractéristique de A est

XP o+ la* X = X (X — il )(X +illal),

ol |la|| = \/a% + a3 + a3, dont la seule racine réelle est 0.
Par conséquent, si A est diagonalisable sur R, A est semblable & la matrice nulle donc A = 0, ce

qui n’est pas le cas et A n’est pas diagonalisable sur R.

Elle n’est pas trigonalisable sur R, sinon A — 0I5 = A serait nilpotente donc le polynéme carac-
téristique de A serait X3, ce qui n’est pas le cas.

Par contre A est diagonalisable sur C car son polyndme caractéristique est scindé a racines
silmples sur C (0,4 ||a| , —i ||al])-

Remarque : Nous pouvons faire un peu mieux. Cela résulte du fait suivant :si H est une sous-
espace stable par A alors son orthognal H+ dans R® euclidien (avec le produit scalaire usuel)
est stable par A. En effet, pour tout x € H, Ax € H donc

Vee H, VYyeH' (Az,y)=0&VreH, VYyeHY (z!Ay)
eVeeH, VYyeH' —(z,Ay)=0&VrxecH, YyeH (z,Ay),

ce qui implique que, si y € H+, Ay est orthogonal & H donc Ay € HL. C’est ce résultat fonda-
mental qui permet la réduction des matrices symétriques en base orthonormale. Si on Uapplique
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aux matrices antisymétriques, on obtient également un théoréme de réduction en base orthonor-
male. Une étude est faite dans lexercice|3.1.24] Traitons ici a la main la réduction en BON de A.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt montre lexistence d’une base orthonormale (e1, ez, e3)
e R? telle que e; = W (on forme une base de R® dont le premier vecteur est a puis on or-
a

thormalise). En particulier, en utilisant les propriétés usuelles du produit vectoriel, on a
e1 Neg =e3, eyNez3=e1, e3/Nep =eg
donc
fler) =aner = lafexher =0, f(e2) = llaller Aea = lalles,  fles) = lallex Nes = —lal e2

et la matrice de f dans la base (e1,ea,e3) est

0 0 0
0 0 —lal
0 flafl 0

—
Soit P la matrice de changement de base de la base orthonormée (7,?, k) dans la base or-
thonormée (e, ez, e3). La matrice P est donc orthogonale (cf. le cours sur la caractérisation des
matrices orthogonales) et

0 0 0\’
A=P|0 0 —la]| P},
0 laff 0
ce qui nous fournit une réduction en base orthonormale de A.
2.
(a) Nous savons que Vn > 0, ||la A zy,|| < |la||||zn] donc ||zp+1]] < ||la]| |||l . Une récurrence
n
classique montre que Vn > 0, ||lz,|| < |la]|” ||z|| donc Vn > 0, er'zH < Ha\'\ ||z|| La série
n! n!
n
> ||a]'\ étant convergente, on en déduit que la série Y x, est absolument convergente
n=0 n: n=>0
dans R3.

On remarque pour commencer que x, = f"(z), ou f* = fo---o f. Alors, on obtient

g(x) = Jrf:o l'f”(m) = <+ZO:O 1,f”> (x) = [exp(f)] (z) et 'application g est simplement
n=0 T n=0 T

1’exp0nent_ielle de l’endomo_rphisme f- En dimension 3, une rotation est simplement un
endomorphisme orthogonal de déterminant 1 (cf. son cours sur les rotations de R3). En
utilisant que ‘(™) = (*f)", on en déduit que * exp(f) = exp(*f) donc

tgg = oxp(f) exp(f) = exp(“f) exp(f) = exp(—f) exp(f) = exp(~f + f) = exp(0) = Id

et g est bien un endomorphisme orthogonal. La formule (PBP~1)" = PB"P~! montre que
pour toute matrice B, on a Pexp(B)P~! = exp(PBP~!). En particulier, puisque A est dia-
gonalisable dans C, il existe une matrice P € G L3(C) telle que A = Pdiag(0,i||al||, —i ||a|)P~*
donc

exp A = Pexpdiag(0,i|lal|, —i ||a|| P~' = Pdiag(1, e'll ellaly p~1,

En particulier, | |
detg = det A = det dlag(l’ elllaH’G*’L”(lH) — 17

ce qui démontre que g est bien une rotation. Le vecteur a est un point fixe de g car
+00 n(a) +oo 0
g(a) :a+z:17L' :a+§:1n' = Q.
n— n—=
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Pour caractériser son angle 6, il suffit de passer a la trace
1+2cosf = tr(g) = tr(exp(A)) = 1+ 2cos ||la]| = 0 = £ ||al| mod 27.

Malheureusement, si nous ne pouvons déterminer exactement ’angle. En utilisant la re-
marque de la question 1, nous avons f(es) = |alles et f(e3) = — ||la] ez donc f2(e3) =
—la|? ez et

Vi > 0, f(es) = (<1)" " es
P ea) = PP ) = FID)" ™ e2) = (1) al™ flea) = (<1)" ™ e

On en déduit que
400 2n+1 +o0 n 2n +oo n 2n+1
_ N ~f D" flal™ D" fal™
gle2) = nz—o Z (2n _|_ 1 - nE—:o (2n)! 2t nE—:o (2n + 1)! ©

= cos(||a||) @—l—sm(HaH es..

De méme f(e3) = — ||al| e2 et f2(e3) = — — ||a]|® e donc

Vi > 0, f(es) = (—1)" ey
Pl eg) = FUPes) = F1)" all es) = (1) al™ fles) = —(=1)" a3

et
= f2Mes) | A= P es) (AR (=) [lal" = (=1)" [|a]>"*"
gles) = n;) (Qn)? +§(2n+1§! - 7;) Qn)t )@ nz:; 2n+1)0 )

= cos(|la]l)ez — sin([|al])es.

La matrice de g dans la base (eq, e, e3) est donc

1 0 0
0 cos([la]) —sin(fla]]) ],
0 sin([lall)  cos(l|all)

qui est une rotation d’angle ||a|| . Par conséquent, g est la rotation d’axe la droite engendrée
par a et d’angle ||al| .

Correction de l’exercice [3.1.22] :

1. Les vecteurs colones sont deux & deux orthogonaux et ils sont unitaires donc A est une ma-
trice orthogonale. Son déterminant est égale & —1 donc A est semblable & une matrice du type
-1 0 0
0 cosf —siné
0 sinf cosf
Déterminons ker(A + I).

x
—2y+2z =0 r—2y+2z=0 =0 Y=z
X=1ly Eker(A+I)<:>{$ & ) — _ &

. dr+y—2 =0 Iy —2)=0 L2<—L2—4L10 =

donc ker(A + I) = Vect( ).

Ainsi, la matrice A est la composée de la symétrie orthogonale par rapport & la droite D :

= = O

{ gyn i (Z) et de la rotation d’axe la droite D et d’angle £0y.
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Pour déterminer précisément 6, nous devons déterminer son signe. La trace de A étant égal &

23
——, on a donc

9’
2
—1+42cosf = —33 & cosf = —g = 0= iarccos(—g).

Le plan orthogonal & D, que 'on note P, est le plan y z = 0 dont une base orthonormale

0 1
1
est (eg=—=| 1 |,e3=[0]. Le vecteur e; = . La famille (e1, e2, e3) est une base
Va2 0
0 0
1 1
orthonormale de R3. Si I’on pose P = ﬁ ﬁ , la matrice P est orthogonale et
1 1
V2 V2
7
tap=| 0 g 5“5
0 4 5 7
9 9

4 7
donc sinf = ~9 2 ce qui implique que € €] — 7,0[ et on en déduit que 6 = arccos(—g).

2. Soit X € O(R?) telle que X® = A. La matrice X commute avec A car A est un polynome en
X donc elle laisse stable I’axe de symétrie D de A ainsi que le plan P = D=+, Soit u (resp.
v) I'endomorphisme associé & A (resp. X) dans la base canonique de R? euclidien. La matrice
P~1X P est la matrice de v dans la base (e1, ez, e3) donc

+1 0 0
PlXP=10 =« =«
0 x =x

et, comme P est une matrice orthogonale et X est une matrice orthogonale, la matrice P~ X P
est encore orthogonale. Ainsi, on a

+1 0 0 £1 0 0
PXP=|0 cosp —sing| ou P'XP=| 0 —cosg sing
0 sing cosyp 0 —sing —cosp

et I'égalité satisfaite par X implique que

3 3

+1 0 0 -1 0 0 +1 0 0 -1 0 0
0 cosp —sinp| =1 0 cosf —sinf| ou [ 0O —cosyp sing =| 0 cosf —sinf
0 sing cosp 0 sinf cosf 0 —singp —cosyp 0 sinf cosf
+1 0 0 -1 0 0 +1 0 0 -1 0 0
< | 0 cos3p —sindp | =1 0 cosf —sinf ] ou | 0 —cos3p sind3p | = 0 cosf —sin
0 sindp cosdp 0 sinf cosf 0 —sin3dp —cosdp 0 sinf cos
Par conséquent,
-1 0 0
PlXp = 0 cosp —sinp | avec cos3y = cosf
0 sing cosyp
-1 0 0 1 0 0
ou P7lXpP = 0 —cosy sing | =—10 cosp —singp
0 —singp —cosyp 0 singp cosep
avec —cos3p = cosf < cos(3p + m) = cosb.
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0 2 0 — 2
Ainsi, ¢ = 3 mod ?ﬂ- dans le premier cas, ou ¢ = T T

-1 0 0
0 2 .0 2m
P—lXP — 0 COS(*—Fk?) —Sln(g—Fk‘?) aveck:O,l,Z
0 3111(34-]{:%) cos(€+k2—7r)
3 3 3 3
1 0 0
0—m 27 . 0—m 27
onpixp = [0 (T ST | k=012
. — 0—m 21
0 sin( 3 —l—k?) cos( 3 +k?)

Réciproquement, toute matrice de la forme précédente satisfait & ’équation X3 = A. Cette
équation a donc 9 solutions.

Correction de ’exercice [3.1.23] :

,
1. La matrice A% est diagonalisable donc il existe un polynéme P(X) = [] (X —\;) scindé & racines
i=1
simples sur C qui annule A et on a :

= éBker(A2 —\I) (39)
=1

'
La matrice A est donc annulé par le polynome Q(X) = [ (X2 — \).
i=1
— Si A est inversible alors A2 aussi et on peut suposer qu’aucun des \; est nul. Soit ¢; € C tel que
A= 512. Le polynome @), qui est annulateur de A, est scindé C et ses racines sont distinctes
(sied; = €'d; avec e, &’ € {£1} alors (£6;)% = (£/6;)% & 67 = 5]2- < A = Aj donc i = j. Puisque
les §; sont tous non nuls, ’égalité €d; = €'d; implique que ¢ = €’) donc A est diagonalisable
sur C.
— Si A est non inversible.
Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice S € G L, (C) telle que St AS = diag(0, .., 0, fiy, .., f1;)
ou les p; sont tous non nuls. Par conséquent, S—1A2S = diag(0, ..,0, u2, .., u2) ot les ,u,g sont
tous non nuls. On en déduit que

S7H(ker A) = ker(ST'AS) = ker(S71A%S) = S (ker A%) = ker A = ker A>.

Si ker A = ker A%2. On peut supposer que A\; = 0 et que )\; # 0 pour i > 1. Par conséquent,
lorsque i > 1, le polynome (X2 — \;) est & scindé a racines simples sur C (de racines d; et —d;)
et le lemme des noyaux montre que

ker(A% — \;T) = ker(A — 6,1) @ ker(A + §;1).

Cette égalité combinée a 1’égalité et a hypothése ker A = ker A? nous montre que

GakerA2 621) = ker A%@ (@ker )-kerAEB(@kerA 5[)@ker(A+6I)>

i=1 i>1 i>1

donc C" est la somme des espaces propres de A, ce qui implique que A est diagonalisable.

1 0
R mais son carré, qui est ’homothétie —Is, est diagonalisable sur R donc le résultat ne s’étend
pas sur R.

2. La matrice <0 ) qui est la matrice de rotation d’angle 5 de R?, est non diagonalisable sur
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Correction de I’exercice [3.1.24] :
1. Soient z,y € E.
< wz+y)h,r+ty>=0& <ul(z),r >+ <uly),y >+ <u(r),y >+ <u(y),r>=0
=0 =0
& <u(r),y >=—<u(y),r ><u(x),y >=— < z,u(y) > .

Cette derniére égalité étant valable pour tous z,y € E, on en déduit que ‘u = —u donc u est
antisymétrique.
La réciproque est évidente car

Ve e B, <u(x),r>=<uzu(z)>=<z, —u(z) >= - < z,u(z) >= - <u(z),z >=>< u(z),z >=0.
2. Six € H alors u(x) € H. Par conséquent, Vy € H+, < u(x),y >= 0. Soit y € H*, alors on a

Vee H <u(y),z >=—< y ,u(x) >
o
eHL eH
donc u(y) € H L ce qui implique que H' est stable par u.

t

3. L’endomorphisme ‘uu est un endomorphisme symétrique positf de ’espace euclidien F car

tluw) =t ul(tu)) =t uwu et Vo € B, < fuu(z),z >=< u(z), u(z) >= |ju(z)|?

L’endomorphisme ‘uu est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles positives. Or

fuu = —u? donc u? est diagonalisable et ses valeurs propres sont réels négatives.

4. Montrons que les vecteurs z et u(z) sont forment une famille libre. Sinon, puisque z est non nul,
le vecteur u(z) est colinéaire a z donc il existe un réel a tel que u(z) = az donc u?(z) = a®z. Or
u(z) = Az donc a® = X\ < 0, ce qui est absurde donc H est bien un plan. Il est stable par u car
u(z) € H et u(u(z)) = u?(z) = \z € H.

5. Le noyau keru de u est stable par u donc son orthogonal (keru)’ est aussi stable par u. On
note encore <, > la restriction du produit scalaire <,> de E au sous-espace H = (ker u)l. La
restriction v = u|y de u & H est un endomorphisme de (ker u)t et v est antisymétrique.car

Vee H, <uv(z),z>=<u(x),x>=0.

L’endomorphisme v est inversible car, si 2 € H = (keru)*, v(z)=0< u(z) =0 x € keru
donc z € (keru)* Nkeru = {0} donc kerv = {0}. Ainsi, "endomorphisme v est antisymétrique
et inversible donc toutes les valeurs propres de v? sont strictement négatives. En particulier, son
déterminant est le produit de dim H nombres strictement négatifs donc son signe est celui de
(—1)4mH Dautre part, son déterminant est strictement positif car det v? = (det v)2 > 0. Ainsi,
dim H est nécessairement pair. Notons dim H = 27.

Soit A1 = —a%, a1 € Ri, une valeur propre de v? et e; un vecteur propre associé. Le plan
H; = Vect(eg,v(e1)) est stable par v. Les vecteurs ep,v(ej) sont orthogonaux (car Vo € £, <

u(e),a >=0) done la famille (f, = L f, = (1)

———— ) est une base orthonormale de Hj. Les

_ - || H [o(ed)|
égalités
[o(en) ]l v?(e1) ai o_lleal
v(f1) = —vler) = faet v(fz2) = =— er=—a fi
leal] leal] [o(e)l lv(en)l] Hiv(e)]
N 1
montrent que la matrice de vy, dans la base orthonormale est lo(e)]| lo(ea)ll
0

. o | o\ e .
Puisque v est antisymétrique, ’endomorphisme v| g, est aussi antisymétrique ainsi que sa matrice

dans toute base orthonormale donc

o)l _ 2 Ll &_(w@wyéa_w@m

= a7 = 1= =
el [[oed)| lexll el
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HQ|1|(61||)H > 0). La matrice de v1 dans la base (f1, f2) est (c? _SLI)a c’est-a-dire,
€1 1

u(f1) = afi et u(fo) = —ay fo.

Le plan H; est stable par v donc son orthogonal est stable par v. Si Hf # {0}, alors Ut est

(car a3 > 0 et

un endomorphisme antisymétrique inversible. Soit \a = —a3, ag € R, une valeur propre de

e et eo un vecteur propre associé. Le raisonnement précédent montre ’existence d’une base

orthonormale (f3, f4) du plan Hy = Vect(ez,v(e2)) dans laquelle la matrice de va = v|p, est
0 - . .

(a 52) , C'est-a-dire, u(f3) = aafs et u(fs) = —aafs. En itérant ce procédé et étant donné
2

que H est de dimension pair 27, on en déduit que H est la somme directe orthogonale de p

plans, chacun disposant d’une base orthonormale (fo; 11, foit2) telle que u(foir1) = aifair2 et

u( faiv2) = —a; fair1. Sil'on fixe une base orthonormale (e1,..,ep,) de keru, 'espace E étant la

somme directe orthogonale de keru et H, la famille (e, .., er, f1, f2, ..., fop—1, fop) est une base

orthormale de E et la matrice de u dans cette base est

Op (0)
Dy —a
] ou D; = <(? 5’) avec a; € RY, —a? € Sp(A) et p = dimkeru € [0,dim E]J.

(0) Dy

Du point de vue matricielle, nous venons de montrer que pour toute matrice antisymétrique
A € M, (R), il existe une matrice P € O, (R) telle que

0p (0)
Dy s
A=P ) P louD; = (c? (;M> avec a; € RY et —a? € Sp(A)
t. 1
(0) D,

6. Puisque (det A)? = det A? = det(—1,) = (—1)" et que det A est & coefficients réels, on en déduit
que n est pair et la matrice est inversible (42 = —I,, est inversible)En outre, la seule valeur propre
de A?2 = —1I,, est —1 donc le théoréme précédent montre que A est orthogonalement semblable

Dy (0) 0 1 Dy (0)
a avec D; = <1 _0 > . Réciproquement, si A = P p-1
(0) Do (0) Dyya
avec D; = (1) _01> et P une matrice orthogonale, la matrice A est antisymétrique et A? = —1,,.
Si A n’est plus antisymétrique, la méthode preuve de la question 3 de I'exercice [3.1.18| montre
Dy (0) 0 —1
qu’il s’agit des matrices de la forme A = P P~ 1 avec D; = <1 _0 ) et P

une matrice inversible quelconque.

Correction de ’exercice 3.1.25] :

1. Soit B = (e, ..,en) la base canonique de R™ et (,) le produit scalaire canonique sur R™. La
matrice A est symétrique définie positive donc I'application <,>: (z,y) — (Az,y) définit un
produit scalaire de R™ et la base B n’est pas nécessairement orthonormale pour <, > . Le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt montre 'existence d’une base B’ = (f1,.., f») orthonormale
pour le produit scalaire <,> telle que Vi € [1,n], Vect(f1,.., fi) = Vect(eq,..,e,). Soit P la
matrice de changement de base de la base B dans la base B’ définie par Pe; = f;. Soit d; ; le

lsii=j

. . L’orthonormalité de la base (f;); montre
0 sinon

symbole de Kronecker défini par 5i,j = {

que

Vi,j € [[1,?1]], < fi,fj >= (5,‘7]‘ = (Afz, f]) = 5i,j = (APel-,Pej) = 5i,j = (tPAPei,ej) = 5i,j
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La famille (eq,..,e,) étant une base orthonormale pour le produit scalaire (,), on en déduit
que Vi € [1,n], 'PAPe; = e; donc ‘PAP = I,, ce qui implique que A = (*P)~1,,P~1 =
{(P-1)(P-L).

Remarque : la matrice P est triangulaire supérieure car f; € Vect(e1,..,e;) donc P~ aussi.

(a)

Supposons que A soit inversible. La question précédente montre qu’il existe P € GL,,(R)
telle que A =!PP. Lamatrice !P~' BP~! est symétrique et positive (Vz € R", (! PBPz, ) =
(BPzx,Px) >0 car Yy € R", (By,y) > 0). Elle est donc diagonalisable en base orthonor-
male, c’est-a-dire qu’il existe une matrice @ € O, (R) telle que

tp=1BpP~! = 'Qdiag(b,..,b,)Q < B = 'P'Qdiag(bs,..,b,)QP

ou tous les nombres b; sont des réels positifs. Les propriétés usuelles du déterminant montre

que pour toute matrice X, on a det(*X) = det X. En particulier, si Q est orthogonale, i.e.
tQQ = Q'Q = I, on en déduit que 1 = det Qdet(*Q) = (det Q)? donc det Q = +1, et
det A = det(*PP) = (det P)2. On en déduit que

det(A+ B) = det(!PP + 'P'Qdiag(by,..,b,)QP) = det('P'Q(*Q1Q ! + diag(by, .., b,))QP)
= det("P'Q((Q'Q)~" + diag(by, .., b,))QP) = det(*P'Q) det(I,, + diag(b, .., b,)) det(QP

n

= (det P’ JJ(1 +b:) > (det P)* = det A.
=1

Fixons B une matrice symétrique positive. L’application A +— det(A+ B) — det A est conti-
nue sur 'ensemble des matrices symétriques positives S, (R) (elle dépend polynémialement
des coefficients de A) et elle est strictement positive sur 'ensemble S;""(R) des matrices
symétriques définies positives qui est dense dans S, (R) (Si 4 € S;7, la matrice A+ al, est
définie positive sia > 0 et A+al,, — A) donc 'application A — det(A + B) — det A est

a—07t
positive sur S,/ (R), i.e.
VA, B € SH(R), det(A+ B) > det A.

En conservant les notations de la question précédente, lorsque A € S;7*(R) nous avons

det(tA+(1—t)B) = det(t' PP+ (1—t)'P'Q diag(by, .., by)QP) = - - - = (det P)? ﬁ(t+(1—t)bi).
=1

Puisque b; > 0, la fonction  — Inx est concave donc
Vt € [0, 1], ln(t x 14+ (1 — t)bl) >tlnl+ (1 — t)hlbl' = (1 — t) Inb, = t+ (1 — 7f)bZ > b%it
donc

1-t
det(tA+ (1 —t)B) > detPQHblt (det P)? (Hb) .

=1
Or les égalités A = det(*PP) et B =t P'Q diag(by, .., b,)QP implique que

det A = (det P)? et det B = (det P)? <H bl)

donc

det 5 )>H — ((det PY)’ (det B)' = (det A)!(det B)'

det(tA+(1—#)B) > (det P)? <(detpg

Pour t € [0, 1] fixé et pour B € S;F(R), la fonction A + det(tA+(1—t)B)—(det A)*(det B)!
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est continue sur S, (R), positive sur S;F 7 (R) qui est dense dans S, (R) donc elle est positive
sur S (R), c’est-a-dire

Vvt €[0,1], VA,B€ S (R), det(tA+ (1 —1t)B) > (det A)'(det B)' .

Remarque : Uapplication A — In(det A) est donc concave sur S;FT(R).

9.2 Analyse

Correction de I’exercice [3.2.1]: Rappelons pour commencer I’équation vérifiée par f

2f(x+1) = f(z) + f(22). (40)

La fonction f satisfait au théoréme de Dirichlet donc la fonction f est développable en série de Fourier
(et la convergence est normale). Si on désigne par ¢, son n°"¢ coefficient de Fourier complexe, nous
avons 1’égalité suivante

+o0
Ve eR, f(z)= Z cne™® (41)

n=—oo

En réinjectant ’égalité dans ’égalité , nous obtenons

+oo —+00 —+o00
Vr € R, 2 Z cpe™t = Z cne?iT 4 Z cree™ (42)
n=—o0 n=—00 n=—00

Pour utiliser 'unicité du développement en série de Fourier, décomposons la derniére somme selon les
nombres pairs et les nombres impairs

+o0o +oo +o0o
2 : cpee™t = 2 : 02n612n612nx + 2 : 02n+1ez(2n+l)ez(2n+1)x (43)
n=—0o n=-—00 n=—0o

En combinant les égalités et , nous obtenons les relations suivantes valable pour tout entier
relatif n

209, = Cp + Cn€'2" & copy = Tcn = cpe' cosn (44)
et '
Cont1 = ConpreHY (45)

La derniére égalité combinée au fait que ¢/2"*t1) £ 1 Vpn € Z montre que
Vn € Z, cont1 =0

Il nous reste a traiter la relation (44]). Considérons un entier n pair non nul et désignons par k I'exposant
de 2 dans la décomposition de n en facteurs premiers. L’entier n sécrit donc

n = 2m
ou m est un entier impair. La relation (44)) montrer que ¢, est le produit d’un certain complexe par
¢m qui est nul donc ¢, = 0 si n est pair et non nul.
Par conséquent, tous les coefficients de Fourier de f sont nuls & ’exception éventuelle de ¢y donc f est
constante. Réciproquement toute fonction f constante est solution de (40))

Correction de I’exercice :  Remarquons pour commencer que la suite de fonctions (f,) est
définie par récurrence par fp+1 = f o fn.

1. Etude de la fonction f
Une étude rapide de fonction montre que
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1
(@) £(0.1) = [0, 5],

1
(b) lintervalle [0, 5] est stable par f
1
(c) la fonction f est croissante sur [0, 5]

(d) f(z)—2 = -2 (22 — 1) > 0 sur [0, %]

1
(e) B est le seul point fixe de f sur l'intervalle |0, 1]

1
Soit [a,b] un compact de |0, 1[, son image f([a,b]) est un segment [c,d] inclu dans |0, 5] (cela
découle immeédiatement du tableau de variation de f).

1
On peut supposer que f([a, b]) est inclu dans un intervalle [a, 5] avec 0 < ar < 5 et cet intervalle

1
[, 5] est stable par f (cf. 4 et 2)

2. Etude de la convergence
L’étude de la suite (fy,)n>1 sur U'intervalle [a, b] C]0, 1] est équivalente a I’étude de la suite (fy,)n>2

que l'on étudie sur Uintervalle [, 5] qui, rappelons-le, est stable par f.
1

Une récurrence montre que Vn > 2, f([a, 5]) C o, 5] La fonction f étant croissante sur

1 1 1

0, =] (donc sur [a, =]), la fonction f, est croissante sur [, =] (comme composée de fonctions
2 2 2

croissantes, cf. 3). Ainsi

1 1 1
VYn > 2,Vz € [a, 5] fnla) < fo(x) < fn(i) =3 (cf. 5 pour la derniére inégalité) (46)

1
La suite (fn(a))n>2 est croissante (cf. 4) et majorée par 5 Cette suite converge vers un point

1 1
fixe I de f (fnt1(a) = f(fn(@))) appartenant a [c, 5] |0, 1[ qui ne peut étre que 5 (cf. 5).
En appliquant ce résultat a I'inégaliré montrer que la suite (fy,)n,>2 converge uniformément
vers o sur [, 5] donc la suite (f,,)n>1 converge uniformément vers 5 sur [a,b] C]O, 1]

3. Généralisation de Stone-Weierstras
On commence par remarquer que pour tout entier n > 1, la fonction f,, est un polynéme &
coefficients dans Z.

Soit @ un nombre réel appartenant a [0, 1] et € > 0, il existe un entier m € Z et un entier k € N

) m
tels que ‘a T ok
Soit P = ppX* un monéme de R[X], le coefficient py est la somme de [p;] (la partie entiére de

pr) et de ax = pr — [pr] (qui un nombre réel appartenant a [0, 1]). Fixons € > 0, il existe my, € Z
mi
et U(k) € N tel que |aj — W‘ <e.

1
La suite (f,(z)), converge uniformément vers 5 sur [a,b] donc pour tout entier k, la suite

1
< ¢ (il existe k tel que oF <€ et on choisit m = F(2%a)).

k

1
((fn(2)¥))n converge vers (5) sur [a, b]. Il existe donc un entier n(e, P) tel que

va € [a, 8], 'm@ () ® — Ly

Considérons le polynome Q(X) = [pr] X* 4+ mu (£, (X)) ® X* qui est un polynome a coefficients
dans Z et qui vérifie

Ve € [a,8] CJ0, 1, |P(z) = Q@) = |ar — (fue) (@) ™®)|

Ik
ak—% + W—(fn(a)(l‘))()
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Tout monéme est donc la limite uniforme d’une suite de polynomes de Z[X]|. Par linéarité, le
résultat est reste vrai pour tout polynome de R[X].
Soit f une fonction continue sur [a,b] et ¢ > 0, il existe P € R[X] tel que

Vo € [a,b], |f(x)— Px)|<e
Pour ce P et cet € > 0, il existe @ € Z[X] tel que

Vz € [a,b], |P(z)—Qx) <e
Ainsi Ve > 0, 3Q. € Z[X] tel que

Vo € [a,b], [f(z)-Qz)| <e

Soit f l'application de R dans R : x +— 2x(1 — ). Soit K un compact de |0, 1[.

On pose f, = fo fo..of (nfois). Etudier la convergence de la suite (f,) sur K.

On admet le théoréme de Stone-Weierstrass : toute application continue d’un segment [a, b] dans
R est limite uniforme, sur [a, b], d’une suite de fonctions polynémes.

Montrer que toute application continue définie sur [a,b] C]0,1[ et & valeurs dans R est limite
uniforme, sur [a, b], d’une suite de fonctions polynomes a coefficients dans Z.

Correction de ’exercice [3.2.3] :

1. Munissons R, [X] du produit scalaire

1
(P.Q) = / P(t)Q(t)dt.
0

Considérons le sous-espace H de R,,[X] défini par
H = Vect(X, X?,..,X")

ainsi que le polynéme Py constant —1 ¢ H
Avec ces notations, on a

1
/(1 t ozt + xpt™)2dt = [Py — h||> et A= inf |Py— h|?
heH
0

ce qui n’est rien d’autre qu’un probléme des moindres carrés.
L’espace E,, est de dimension finie donc il existe un et un seul vecteur hg = a1 X +..+a, X" € H
tel que
|Po — holl® = inf [Py — A
heH

1.e.

1
A= /(1 + art + ..ant™)?dt
0

2. On sait que ce vecteur hg = a1 X + .. + a, X" est le projeté orthogonal de Py sur H donc Py — hg
est orthogonal & la base "canonique" (X, X2,.., X") de H ce que 'on peut écrire

1
VE € [1,n], /(1 + ait + ..ant™)thdt =0
0
En développant cette derniere égalité et en calculant explicitement les intégrales, on obtient

1 al an,

kell T L
vkellnl, et sttt

=0« F(k)=0
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3. On sait que

(Po — ho, Po) = ||Po — o> = A

ce que 'on peut écrire
Gn

ay
14+ —+.. =A< F0)=A
+ 2 Tt n+1 (0)
. La fraction rationnelle
1 al an,
F(X) = e —— 4
M= x 2 Tt x a1 (47)
peut s’écrire sous la forme
X

(X+1).(X+n+1)

ol () est un certain polynome. La fraction F' étant de degré —1, et le polynome (X +1)..(X +n+1)
étant de degré n 4+ 1, on en déduit que @ est de degré n.

Nous savons que F'(k) =0 Vk € [1,n] donc Q(k) = 0 Vk € [1,n]. Le polynoéme ) posséde ainsi
n racines distinctes et il est de degré n donc il est de la forme a(X —1)..(X —n). Pour déterminer
a, il suffit de remarquer que F'(0) = A ce qui implique

a(—1)"n!
En résumé, notre fraction F' peut s’écrire
(X —1)..(X —n)

F(X) = (-1)"(n+1)A

(X+1).X+n+1)
Décomposons maintenant explicitement la fraction rationnelle

(X — 1) (X —n)
X+D.(X+n+l)

G(X) =

Nous savons que sa décomposition est de la forme
G — v
(@) Z;X+4+1

avec

PR €. S 1 6. S
o) (X + 1) (X +i+1)..(X +n+1)
(—(i+1)—1)..(=(+1)—n)
(—G+1)+1).(-(C+1)+i)(—(E+1)+i+2)..(—(G+1)+n+1)
@4W@+2yu+n+1y:GJW%Q+2y@+n+1)

lim

1 (X +i+1)G(x)
z——(i+1)

(—1)F x il x (n—1)! il(n —1)!
La décomposition de F' est donc
- (i +2)..(i+n+1)
F(X)= -1) NDA—. 48
(X)=2 (1) dm—r P UAYTII (48)

=1

La décomposition en éléments simples est donnée par les formules et . Or la décompos-
tion en éléments simples est unique ce qui donne

. _(n+1)! 1
(t=0) 1—n‘(n;—1)A<:>A1—(n+l)2
(Vi € [1,n]) m=@4y“+£ﬁ3;+)m+nA
(i4+2)(i+n+1 1
& w=( Jé—n! ) n+ 1

129 [154]

www.mathematiques.fr.st


file:www.mathematiques.fr.st

les colles d’Abdellah BECHATA 9 CORRECTIONS MP*

Correction de ’exercice [3.2.4] :

1. Mg est positive (resp. définie positive) ssi toutes ses valeurs propres sont positives (resp. définie
positive). Un calcul direct montre que son polynéme caractéristique est P(X) = (X —c)? — (a® +

b?) donc les valeurs propres sont
ctva?+ b?
2

Mg est positivite (resp. définie positive) ssi ¢ > vVa? + b2 (resp. ¢ > Va? + b?)
L’ensemble : {(a,b, c) € R3; Q positive} est homéomorphe au sous-ensemble de R? défini par

{(a,b,c) €R®, ¢ > a2+ b2}

qui est clairement en ensemble fermé (par les suites ou par image réciproque de Ry par f(a,b,c) =

Ay =

c—+/a? + b?) et non borné (c’est la région "au-dessus" de la nappe supérieure du cone ¢? — a? —
b =0}

2. La condition K C {r € R? Q(z) < 1} et B(0,r) C K implique que B(0,r) C {z € RZ
Q(z) < 1}. Ainsi
1> QUVR0) = (c+ ayr
et
12 Q((0,vr)) = (c—a)r
donc

S| =

1
ct+a< —etc—a<
T

En additionnant ces deux inégalités et en remarquant que ¢ > Va2 + b2 > 0, on obtient que

Puisque @ est positive on a également

[\)

max(|a], |b]) < Va2 + 2 <c< =

<

Ainsi les coefficients de Q forment une partie bornée et fermée de R? donc ils forment une partie
compact de R3

3. Un disque elliptique & centré en 0 est la donnée d’une forme quadratique @ définie positive telle
que £ = Eg. L’aire de l'ellipse est donnée par 'intégrale

Ig = // dzdy

(z,y)€R?,
Q(zy))<1

La matrice Mg est diagonalisable en base orthonormale donc il existe une matrice P orthogonale
telle que
Mg =PD*'P

ot D est la matrice diagonale formée des racines carrés des valeurs propres de D (qui sont
positives).

Cette matrice D est inversible sinon la matrice Mg est non inversible. Dans ce cas la forme
quadratique Q est équivalente (4 une isométrie prés) a la forme quadratique (z,y) — az?, laire
de {(z,y) € R? tel que ax? < 1 est infinie donc I'aire de {(z,3) € R?, Q((x,y)) < 1} est infinie,
ce qui est absurde car notre compact K est inclus dans une certaine boule fermée centrée en O
de rayon R’ dont laire est finie.

On effectue le changement de variable (5) = D'pP <Z> dans l'intégrale Ig. Le déterminant
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jacobien de ce changement de variable est det Ddet P = det D (puisque P est orthogonale)
1

= ———— ce qui nous donne

\/det MQ

2T
Ig = \/det Mg // dudy = ————
\/det M,
(u,v)ER?, @
u2+v2<1

L’application @ — Ig est donc continue sur C' (det Mg est une fonction continue de a, b, c) qui
est compact donc elle posséde un minimum I, et ce minimum est atteint sur I’ensemble des
formes quadratiques définies positives

Pour déterminer cet extremum Mg, on est tenté d’apliquer la méthode des extrémas a la fonction

2
(a,b,c) — T (cf. les valeurs propres de Mg). Hélas, c’est impossible car il s’agit

c? — (a® + b?)
d’une fonction qui posséde un minimum définie sur un compac de R? et non un ouvert de R3.
Nous allons montrer que ’application

1
Q}i%mIQ

est strictement convexe sur I’ensemble des formes quadratiques définies positives (qui est bien
entendu un convexe)

Soient @ et Q' deux formes quadratiques strictements positives. Nous munissons R? du produit
scalaire

(X,Y)q = (MgX,Y)

La forme quadratique @’ se réduit dans une certaine base orthonormale (€7, 3
une forme quadratique de la forme

Tel + yes — ua’ + poy’

et dans cette base la forme quadratique.

Soit P la matrice de changement de base de la base canonique de R? (orthonormale pour le
produit scalaire usuel mais pas pour le produit scalaire (.,.)q) dans cette base (e1,es) (ortho-
normale pour (.,.)o mais pas pour le produit scalaire usuel) : cette matrice n’est pas orthogonale
et on les égalités

MQ:PtPetMQ,:P<“1 0) tp
0 po

L’utilisation de ces égalités nous donne

det(tMg + (1 —t)Mg) = det(tP'P+ (1—t)P <’61 5 > tp)
2

= det(P)?det(tly + (1 —1t) (%1 /?2>)

= det(PY(t+ (L= t)yuy)(t+ (1 — t)psy)
donc

9(1Q + (1 1)Q') = ~In|det P| — S[in(t + (1~ )py) + e + (1~ £)py)]

La stricte concavité du logarithme montre que V¢ €]0, 1],

—%[t In(1) + (1 —¢t)Inpy) + tIn(1) + (1 —¢) In g

< 5[0 =DM+ (= ) pg] = (1 ) g ]

_%[m(t F (1=t +In(t+ (1 —tpug)] <
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donc vt €]0, 1],

GiQ+(1-HQ) < —Infdet P+ (1 — 1) Inpuypy
= il det Pl 4+ (1~ 1)[~In[det P| — £ In g ] = t9(@) + (1~ 1)g(@)

La fonction g est strictement convexe sur ’ensemble convexe C' donc elle posséde un unique

minimum.
Le disque elliptique cherchée est {(x,y) € R? tel que Qo(z,y) < 1}

Correction de ’exercice [3.2.5] :

1. Inégalité indispensable pour la suite

—_

Vz,y € R, |yl < (2% + ).

2

Soit a € R, on pose Hy = {(an)penx € RV / 32 n2*a2 < +oo}. On a bien envie de définir le
n=>1

produit scalaire en posant
—+o00

< (up)n, (Vn)n >a= Zn%‘unvn.
n=1
Vérifions qu'il s’agit bien d’un produit scalaire. Si u = (uy), et v = (vy,), appartiennent & H,,
la majoration

‘nzo‘unvn‘ = |n%uy| [n%vy| < % (n%‘ui + n%‘vn)

montre que la série de terme général n>*u,v, est absolument convergente donc convergente et
le produit scalaire <, >, est bien défini.
La bilinéarité est évidente ainsi que la positiivité.

+o00o
Si < (un)n, (Un)n >a= 0 alors Y. n?*u2 = 0 donc
n=1

Vpe N, 0<p*u

donc Vp € N*| p2au§ = 0 et la non nullité de p>* implique que Vp € N*, u, = 0.

+oo
La norme associé & <, >, est [|z[|, = /< 7,7 >4 =4[ D, n?@aZ.
n=1

Soit (a™)y une suite de Cauchy de H,, c’est-a-dire,

+o00
Ve >0, dNy(e) VN = Ny(e), YM = Ny(e), Ha(N) —aM| <ee Zna(a%N) — a,(lM))2 < el
@ n=1

En particulier, si p est un entier quelconque,
Ve >0, ANg(e) YN = No(e), YM = No(e), p*(al™) —al})? < €%,

ce qui signifie que la suite (az(,N)) ~ est de Cauchy. Or il s’agit d’une suite de réels donc elle

converge vers une limite [, € R donc Vp € N, li]{fn aéN) = [,. Fixons provisoirement € > 0. Nous

disposons d’un entier Ny(e) tel que pour tout entier N > Ny(g) et tout entier S, de I'inégalité

S +o00
VM > No(e), Zna(aq(lN) —aM)2 Zn“(a%N) —aM2 <2,
n=1 n=1
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(M

Pour S fixé, les suites (agM)) M, --(ag )) M convergent respectivement vers lq,..,lg. La somme
étant finie, on peut faire tendre M vers +oo donc

S
St~ 1) < 2, ()
n=1
. . . S (N) .
cette égalité étant valable quel que soit S donc la suite (Y. n%(an ' — I,)?)s est croissante et
n=1

a(a%N)

majorée par €2. La série > n —1,)? est donc convergente donc, quel que £ > 0, quel que

n>=>1
soit N = Ny(e), a®™) — 1 e H,, oulon a posé | = (In)n. Puisque a®™) € H, et que H, est un
espace vectoriel, on en déduit que

1=a™) — (™ —1) e H,

En faisant tendre S vers 400 dans la majoration , on en déduit la majoration

Zn (N)—l 5@” ) —1

qui est valable pour tout € > 0 et tout entier N > Ny(e), i.e. la suite (aM))y converge vers I.
La suite [ € H, et lij{fn a®™) = [ donc H, est complet.

<€’
(0%

2. Sibe H_q et a € Hy, la majoration

|anbn| = [nay|

by, 1, 549 by
_— gf _—
n‘ 2(n an+n2)

montre que la série > apb, est absolument convergente donc convergente et Ay(a) est bien
n>1
définie. L’application Ay est clairement linéaire de H; dans R donc c¢’est une forme linéaire sur

H;. En outre, I'inégalité de Cauchy-Schwartz montre que

N N N 1/2 , 2 1/2
|- eatn] < () (5)

En faisant tendre IV vers +oo, on obtient

+o0 +o0 12 /4o0 b2 1/2
Zanbn < (Z n2a31> (Z ng) = llally llol] 4
n=1 n=1

n=1

donc
Va € Hy, Vbe H_ 1, [Ay(a)| < |lally[b]l_;-

Cette majoration montre que A, est continue et que sa norme subordonnée |||Ap||/est moindre
que [[bf| _; -
Sib=0alors Ay =0 et [[|[Ap]]| =0=|b]|_;

b
Si b # 0 alors [|b]|_; > 0. La suite a = (=) € H et nous avons
n

—+00 b “+o00 b +oo b2
n 2 . n
Ao(a) =7 5 = [Ibl1%, ainsi que [lall, = | Y- n2(5)2 = | > 5 = by
n=1 n=1 n=1

donc, par définition de la norme subordonnée

11121 = [As(a)l < [I[AsllHIBI_y = 1By < [l]As]] -
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Nous venons donc de démontrer que Vb € H_1, |[[|[Ap]l| = |10 _; -
Etudions la réciproque, c’est-a-dire, si A est une forme linéaire continue sur H1, existe-t-ilb € H_4
tel que A = Ay ? Soit A une forme linéaire continue, alors, si 'on pose C' = |[||A]||, nous avons

:Va € |A(a)| < C'al|; . Soit N € N*. La suite e() dont tous les termes sont nuls sauf le N*¢™¢
qui est égal & 1 appartient clairement & Hi et He(N)Hl = N?2. Soit a € Hy, alors

VN >0, =(0,..,0,an41,--)|l; =

1

N
a—Zake(k) Z n?a2 — 0,
k=1

k——+oc0
n=N+1

N
ce qui démontre que la suite (Y aze®)) =0 de Hy converge vers a pour la norme |.||; , c’est-a-
k=1
dire que
+o0o

Va € Hi, a= Zake(k)
k=1

La continuité de A montre que

+oo
NLHEOOZake = lim ZakA (k) )< A( Zake :;akA(e(k)).

~>+oo

Définissons la suite b = (by,) par b, = A(e™) € R. Par construction,

+oo
Va € Hi, A(a) = Zanbn

Il nous reste & montrer que b € H_1. Pour tout entier NV, on a

N
VCLGRNa <0 :CH(a1>~'7aN70>“)”l =C Zkza%

1

N
§ agby,
k=1

N
= A(Z are®)
k=1

N
Zake(k)
k=1

br
et en choisissant Vk € [1, N]|, ax = 72> On obtient

b2 N2 N b\ N2
X _
VN e NX, = ZI? Zk?(l#) =C kQ;»
= k= k=1
N b2 N b2 N b2 N b2
VN e NX, Zk{; / Zg’éz 5 < < C = VN e N¥, Zﬁg(ﬁ
k=1 k=1 k=1 k=1

N 12
La suite (Z k’;) est croissante et majorée par C? donc elle est convergente. Ainsi, la série
k=1 N>1

2

b;,
Y. —5 est convergente donc b € H_1 et A = Ay,
nx1 "M

3. L’inégalité ¥n > 0, a2 < n?a? montre que si a = (a,) appartient ) H; alors a € Hy, i.e.

H, C Hy. Nous devons montrer que la boule unité B de Hp, qui est 'ensemble des éléments
+oo

a = (ay) de Hy tel que Y n2a, < 1, est un compact pour la norme ||.||,. Soit (/M) une suite
n=1

de B, c’est-a-dire que que

“+o0o
VN eEN, Y n? (a;M)Q <1. (50)
n=1
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En particulier,

VN eN, VneNX, n2(agN>)2<1<:>VNeN, Vn € N, ‘a(N)‘g

n

(ai)

Pour n fixe, la suite (ay,

(a;fN(N)))

~N>1 est une suite de [—1, 1] donc on peut en extraire une suite conver-

gente ~N>1. Des k suites (agN))N, (agN))n, o (a,gN))N on peut, par extraction succes-

sive, obtenir une application ¢ strictement croissante telle que les k suites (af(N)) N, (a3 o )) .

(cp(

ar, N)) N~ soient simultanément convergentes. Malheureusement, nous devons effectuer un nombre
fini d’extraction (la majoration de la distance de (af(N), af(N), ey af(N))N a une valeur d’adhé-
rence (l1, .., ) en norme euclidienne posséde comme facteur k qui va tendre vers +00) mais une
infinité et rien ne nous garantit que cela soit possible. Nous allons utiliser une idée géniale in-
ventée par Georg Cantor : le principe d’extraction diagonale. Cette méthode va nous permettre
de trouver une extraction commune & toutes les suites et de majorer la distance du "vecteur a
une infinité de coordonnées" & son vecteur adhérent par une majoration uniforme par rapport a
llk").

On peut extraire de la suite bornée (agN)) N, une sous-suite (a ~ convergente vers une limite
1. Quitte & réeffectuer une extraction supplémentaire, on peut supposer que

1
2N

<P1(N))

YN >0, ) o' ’—zl(

cela découle de la définition de la convergence avec les €. Pour € = 1, il existe Ny tel que

)afl(NO) — ll‘ 1. La suite (a ¢1(N))N>NO converge ausst vers ly. En choisissant € = ok il existe

Ny > Ny tel que ‘ P1(N1)

1
5. Supposons avoir construit des entiers Ng < N1 < ++- < Ng_1

1
tels que Vj € [1,k], ’ fl(N)—ll‘ < 5 La suite (a‘fl(N))Nx\/,c_1 converge vers l1 donc, en
1
choisissant € = oF il existe Ny > Np_1 tel que ‘afl(Nk) —ll‘ < o La suite (afl(Nk))k>0
est extraite de la suite (afl(N))N et elle vérifie Vk > 0, ‘af 1Nk g,y ) . On pose alors

VkeN, ¢1(k) =1 (Ng).
De la suite bornée (afl(N)) N, on peut extraire une sous-suite (a;

limite Iy et quitte & effectuer une extraction, on peut supposer que

N
groeal )) N convergente vers une

o 1
VYN >0, a§1 <P2(N)_l2‘ <

2 x 2N”
; - 1
(reprendre la méthode précédente avec & = m)
Supposons avoir construit, pour tout j € [1, M], une sous-suite (a’ J oV )) N convergente vers
l; et
pro-@;(N) 1
. p10ppr(N) . . . : pr0ppro@pr 1 (V)
La suite (aj;, )~ est bornée donc on peut en extraire une sous-suite (a,; N
convergente vers une limite lp;41. Quitte a effectué une réextraction, on peut supposer que
N) 1
VN > 0 5010 ‘P]M+1( ’ )
~ UM+ S (M A41) x 2N
1

(reprendre la méthode précédente avec € = m)

Ainsi, pour chaque entier N > 0, nous disposons d’une application ¢ strictement croissante de
N dans N telle que

(51)
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Le point fondamental est que 'application N +— (N) = p; o -+ (N) est strictement crois-
sante. En effet, puisque pour toute application ¢ strictement croissante ¥Yn € N, ¢(n) > n,
nous en déduisons que

VN €N, ¢(N+1)=¢pjo---0pyopni1(N+1) > pjo---0py(N+1) > @ro---0pn(N) = (N).

w(N))

. . . 000 (N
Soit p un entier naturel, la suite (a, ( ](;pl #nl )))

N>p est extraite de la suite (a N car

VN >p, ¢P(N)=pio---0pn(N)=@io-0p,(@pi10-0pn(N))=@o-0p,(N).

N
Puisque la suite (a, (pr0-0pp( ))) N converge vers [, on en déduit que la suite (ag(N)) N>p converge

vers [,. Soit M un entier, la majoration (b0) montre que

M 2 M 2
VN € N, Zn2 (aSLN)> <1=VN €N, Zn2 (aﬁ(N)) <1
n=1

n=1

7J’(ZV))

Pour chaque entier n € [1, M], la suite (an N converge vers [,. La majoration précédente

ne faisant intervenir qu’un nombre fini de suite (af( ) )n, nous pouvons faire tendre N vers

+00 donc 3 n?l2 < 1. Cette majoration est valable quel que soit I'entier M donc la suite
n=1

(Z n2lfl> est croissante et majorer donc la série Y n2I2 est convergente, c’est-a-dire que la
M n>1

suite [ = (I,), appartient a Hy et ||/I||} = Z n?12 < 1 donc [ € B. Il nous reste & vérifier que

est bien une valeur d’adhérence de la suite (a(N )) ~ pour la topologie de Hy et c’est maintenant

que nous allons utiliser la majoration (dont c’était le seul but). Puisque a suite (a; v )) N>j
étant extraite de la suite ( ;01 SD]'(N)) N, on en déduit que
vieN<, yNeN, |/ _l< o
jx2
donc
2 XX <1 1 X1
VN €N, Haw(N) - lHO = (@™ —1,)* < nZl PR T PN L N oo

ce qui démontre que la suite (a¥™"))y converge vers | € B donc [ est bien une suite extraite de
la suite (a(N)) et B est bien compact.

Par cette méthode, on démontre que la boule unité de H, est compact dans Hg si a > [ (le
lecteur peut s’y atteler s'il le souhaite). C’est un cas particulier du théoréme d’injection compact
de H, dans Hpg qui permet de justifier evistence de solutions a des équations aux dérivées
partielles et de construire des approximations numériques de ces solutions.

Correction de ’exercice [3.2.6 :

cos26 + 1
1. La formule trigonométrique 7—’_ = cos? 6 donc

\/7_(308 H \/ fcos— q/cos2 —cos— carcos§>0)
1 1 /1
st3l\sts \/f—i—fcos— 1/0052 16 (car cos—>0)
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. . s 1 1 . T
On constate que si u, désigne le n'“™¢ facteur, on a u, 1 = 4/ 3 + Un- Si u, = cos otz alors

1 1 m o T ” T
un+1: §+§COSW: COS 2n+3:COSW(Car COSW>O)

T T
donc I’hérédité est prouvée. L’initialisation découle de 1'égalite ug = cos 1= cos 2072 on en
déduit que

Vn € N, un:cosm

n n T

donc Vn € N, [] up = [] cos k2 L’itération de la formule de duplication du sinus double
k=0 k=0

montre que

. . . X x . x x
sin2x = ZSIH.ICOS.IZQ(QSIH*COS*)COSCE:2QSID*COSLL‘COS*
2 2 2 2
. T T T . T x T
= 222 sin 5 cos 5 ) cos T cos o = 23 SIN 5 COS T COS 5 COS
2 2 2 2 2 2

z x

= ..-=2"sgin Hcos—

on—1 9k

k=0

7 .
donc, en fixant z = 7] et en remplacant n par n — 1, on obtient que

.
S —

= m
I] )
cos =
282 ontigp T
k=0 271 sin iz

Puisque lim =0et que sinx ~ x, on en déduit que
! n—+oo 2n+2 4 =0 4

n

1 2
[Tw ~ 7n):;’

n—+00 9n+1
k=0 2 <2n+2

ce qui démontre que

2 1 1 1 /1 1 1 /1 1 /1 2
I]:Uk:: %’¢$ é’x §'+'§ 2 X §'+’§ §'+'§ i'X...ZZ;?

2. Puisque la fonction tan est décroissante et impair, on en déduit, en distinguant les cas ou 0 est
positif ou négatif, que

Vn € N,

0
tan2n' < [tanf| = Vn € N,

NP ™ T . .
Ainsi, si a €] — 5 5[, on a la majoration

1 0
V0 € [—a,a], VYneN, ’tan

1 1
5 o < on [tan 0] < on |tan a

- 1 P - 1
et, comme la série ) on [tan a| est convergente, on en déduit que la série ) 2—ntan2—n est
n=0 n>0

1 0, . .
normalement convergente sur [—a, a]. Chaque terme 6 — on tan on étant continue, la fonction

=1 0
QHZQ—ntaHQ—n
n=0
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. , T T : T
est continue sur [—a, a] quel que soit a €] — 5 5[ donc elle est continue sur | — BL 5[
Les conditions du théoréme de permutation série-intégrale des series normalement convergentes

de fonctions continues sont assurées sur le segment [—a,a] C|] — nous avons

22[

0
4 /toco +oo 4 +oo 4 sin — 400
T 1 0 1 0 1 on
Vae]—§,§[, /(Zgntangn> d@zZ/Wtande:Z/zn 7 d9:Z[—ln(cosn
0 n=0 n=0 0 n=0 0 COS — n=0
2n
+o00 a
En particulier, la série > In(cos Q—n) est convergente. Nous avons vu dans la question 1. que
n=0
n . .
a sin 2a sin 2a
H COSop = ————q~ 5
k=0 2ntlsin n—too  Zq
) T om a - .
Siae€]— 5 5[\{0} le quotlent est positif. En passant au logarithme, nous avons
n .
T ) a sma sina
Va €] — 5 5[\{0} nBI—ll—lookzoln(Cos 27) = Zln cos— = In( 5 )
donc
Tow (i 1 0 sina
N — —,=[\{0 —tan — | df =In : 52
ael -7, 210}, /<22n an2> a0 (52)
0 n=0
oo 0 T a +°° 1 0
La fonction  — Y — tan — étant continue sur |——, —[, la fonction a — [ — tan — | df
n=o 2" 2" 272 0 n:O 2n 2n
too 1 0
est également l'unique primitive de 6 — > on tan on S annulant en 0. En particulier, elle est
n=0
1 T T pusly| a
C' sur | — —, —[ et sa dérivée est a — > — tan —. L’égalité (52) montre que
272 pon T on
T T =1 a sina.\’ 1
Va €] — 5 5[\{0}, nz;)Qntangn = <ln( 5a )) = cotana — o (53)
oo a 1
Sia =0, alors ) on tan on = =0et hrr(l)(cotana — —) = 0. Si on prolonge par continuité cette
n=0 a
derniére fonction en 0, ’égalité (b3]) reste valide.
Correction de I’exercice :
1. Notons ||.|| la norme euclidienne sur 2,,(C) et |||.||| la norme subordonnée. Par définition des

normes subordonnées, VA, B € M, (C), |||AB|| < |||Al|l [||B]| -
Le groupe G étant inclu dans la boule B’(I,,, «), ¢’est un groupe borné donc il existe une constante
C telle que

Vged, gl <cC. (54)
Soient g un élément de G et A une valeur propre complexe de G. Il existe donc un vecteur  non

nul tel que g.x = Az, ce qui implique

Mzl = lAzll = llg-zll < lllglitll=lf < Cll=ll | =, 1A < €

donc toutes les valeurs propres de tous les éléments de G sont de module moindre que C. Or, si
A est une valeur propre de g (nécéssairement non nul car g € GL,(C)), alors pour tout entier
naturel k, A\¥ est une valeur propre de ¢g* donc

VEeN, MF<O= A <CY™ )< lim oV = (55)

k—+oco
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En outre, puisque A est une valeur propre de g, A~ est une valeur propre de ¢! donc
A <1= N> 1 (56)

Les inégalités et montre que
Vge G, VAeSpyg, [N=1. (57)

D’autre part, le groupe G est inclu dans la boule B'(I,,, ) donc
Vge G, |llg—Inlll <o
Par conséquent, si A € Spg et © € E)\(g), on a

A =1 flz]l = Az — 2] = llg.x — 2| = [[(g = In)-z]| < llg = Ll 2] < allz] = [A-1]<a.

llzll#0
(58)
L’égalité et 'inégalité montre que toutes les valeurs propres de tous les éléments de
G sont situés dans l'intersection du disque unité |z| = 1 et dans la boule B(1,a) de C. Soit A
une valeur propre d’un élément de G. Cette valeur propre peut s’écrire A = ¢/ (elle est sur le
disque unité). Pour tout entier naturel k, A¥ est aussi une valeur propre d’un élément de G et
elle s’écrit A" = €%, Cet angle ¢ doit donc vérifier

etke 1‘ = /2(1 —cosky) =2

Vk € N, a}‘/\k—l‘:

sink;pl < VEk e N,

. ko @
- g — <
sin — ‘ 5
(59)
1
La suite (sin k%)k appartient donc a l'intervalle [—5, 5] qui est inclu strictement dans [—1, 1].

Si ¢ n’est pas un multiple rationnel de 7, c’est-a-dire, ¢ ¢ Qm, un résultat classique découlant
de I'étude des sous-groupes de R (un sous-groupe de R est soit discret, soit dense) montre

que la suite (sin k%)k est dense dans [—1,1], ce qui est visiblement absurde. Ainsi, ¢ s’écrit
Y = Por avec p € 7Zetq€ Net(pqg) =1 Dans ce cas, A = ¢ est une racine primitive
q

¢**™¢ de Dunité. Si ¢ > 1, les complexes (Al)gglgq,l engendre le groupe U, et leurs angles sont

uniformément répartis sur le cercle unité et un dessin montre que I'un de ses angles est hors de
11
la zone sin™1[—=, .
22 .
Plus précisément, si q est pair, alors —1 est une racine ¢*™¢ de l'unité donc il existe un entier
I €[1l,q—1] tel que —1 = N done |/\l — 1} = 2 > «a ce qui est impossible. Si q est impair,
g =29 + 1 avec qo = 1 (¢ > 1). La classe de Uentier p est inversible dans (Z/qZ,4+, x)
donc il existe un entier kg tel que kop = qomodgq, c’est-a-dire qu’il existe un entier s tel que

kop = qo + sq (on veut se rapprocher de l'angle m, c’est-a-dire du point complere —1) Par

op do0 . . do
conséquent, —2w = 21w + 2sm donc sin kg = sin 2m) et, comme o < 1, nous
I 20 +1 0% (2QO+1 )
obtenons les encadrements suivants :
o 1 _ —1 :>_}< 90 _1<0©E< do Wéz
20 +1 2 2(2g0 + 1) 6 " 2g0+1 2 3 " 2qo+1 2
3 k 3

= \g:singgsingpglﬁ sin 2% 2\{>Z (60)

ce qui est absurde donc q ne peut-étre impair.
Ainsi, ¢q est 'entier 1 et ¢ = p27 donc A = 1. Nous venons de montrer que tous les éléments de
g admet uniquement 1 comme valeur propre complexe. Chacun d’entre eux admettant au moins
une valeur propre complexe, on en déduit que

Vg e G, Sp(g) ={1}.
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2. Si g est un élément de G, puisque 1 est son unique valeur propre, son polyndéme caractéristique
est (X —1)" donc g — I, est nilpotent. Notons N la matrice nilpotente telle que g = I, + N. Les
matrices I, et N commutant, la formule du bindéme montre que

VkeN, ¢F= > ()N
s=0
Notons Ni(j) le coefficient (i,7) de N* et gz(? le coefficient (i, j) de g*. Alors on a
n—1
vijeLn], g =3 ("N
s=0

Supposons que N ne soit pas nulle. Soit p le plus grand entier appartenant a [1,n — 1] telle que

NP ne soit pas nulle (p+ 1 est 'indice de nilpotence de N donc p < n—1). La matrice N n’est

pas nulle et N®* = 0 si s > p. Il existe un coeflicient N(ip g, qui n’est pas nul. Pour cet indice,

S

P k
on a gg% = Z:O (];)NLS% En remarquant que Vs € [1,p], (k) ~ —, on en déduit que le

sS= s kﬂ“rOO 8! ’

p
terme dominant, lorsque & tend vers 400, dans la somme » | (1; ) N és)ﬁ est le terme correspondant a
s=0 ’

kP
I'indice s = p (car son coefficient No(lp %) est non nul par hypotheése) donc g(k) ~ NP

OB g too pl T OB koo
+00 selon le signe de N(ipg. Puisque la norme subordonnée |||.||| est définie par |||g||| = Zg?j,
Vii
on en déduit que H‘gkm >
et g =1 donc G = {I,}.
Remarque : on vient de montrer qu’un groupe situé "trop" prés de l'identité est réduit au groupe
trivial. On dit que GL,,(C) n’admet pas de petits sous-groupes.

gg%‘ . — 400, ce qui contredit la majoration . Ainsi, N =0
’ —400

3. Le point important dans la preuve est de montrer que Sp(g) = {1} pour tous les éléments g. Cet
Q@
fait est basé sur la majoration . On peut donc supposer seulement que 3 <1l,ie.a<2.0On
remarque néanmoins que dans la suite, on est amené & considérer, si 'on considére une valeur
propre A = €%, le cas oil p = B27r avec ¢ est impair. Dans ce cas, pour aboutir a ’égalité A = 1,
q
k 3 « 3 «
sin%p > \2[ > 5 ce qui est valable si \2[ > 5 o a < V3. Si
I'on suppose désormais que @ < v/3, on constate que toute la preuve reste valable. Donc tout
sous-groupe G inclu dans B'(I,,a) avec a < v/3 est réduit & {1}. C’est la meilleure constante
possible. En effet, le cas limite résulte du cas ¢ = 3, c’est-a-dire de l'existence d’un élément g
d’ordre 3 qui engendre alors un sous-groupe d’ordre 3 inclu dans B’(I,,, ). Un élément d’ordre

on utilise la minoration

2
3 est donné par exemple lorsque n = 1, GL,(C) = C*, par g = j = exp(%). Dans ce cas

G =< g >= Us et Us est un sous-groupe de C*. Calculons la distance (qui est simplement le
module) de tous ces éléments a I1 = 1.

1-1] =0, |j—1|:2‘sing‘:\/§, 72— 1] =2

2
sin;‘ = \/§

Le groupe Us est un sous-groupe de C* = GL1(C) contenu dans la boule de centre I; = 1 et de
rayon V3.
Correction de ’exercice [3.2.8] :
1. La suite est clairement positive (par récurrence double) et croissante car w2 —tp11 = r"uy, > 0.
Montrons que la suite est majorée. Puisque u, < un4+1, nous avons la majoration

Vn €N, wu,2 < un-i—l(l + 7'”)
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et une récurrence montre que

n—2
Vn>2, u, <up H(1+rk)
k=0

U
(ou faire un principe des dominos multiplicatifs avec k2 ). En utilisant la majoration classique
Uk+1
Vz €[0,1], In(l+ z) < z ainsi que la convergence de la série ) 7", on obtient la majoration
n=>0
n—2 n—2 +o0 1
Vn > 2, lnu, <Ilnwuj+ kz_oln(l —i—rk) <Inwup + kz_ork <Inwy + kz_:ork =Inu; + T—r

1
-

)

= Yn>2, u, <ulexp(1

La suite (uy), est donc majorée, croissante donc elle converge vers une limite [(r) > ug > 0.

2. Pour obtenir un équivalent de w, — I(r), il est classique d’étudier la série Y (upy1 — uyp). La
n>0

relation satisfaite par v montre que

Yn >0, Upta—Ups1 =7"uy ~ U(r)r"
n——+00

La série > r™ étant convergente, on en déduit que la série > (upt2 — Un41) est convergente.
n=>0 n=0
Le théoréme de sommation sur les restes partielles de séries convergentes montre que

S~ TR o L
> — ~ = .
Vn > 0, Z(u/ﬁg Uk+1) et Z l(r)r -
k=n k=n
+o00
Calculons la somme classique ) (upt2 — Ugt1)
k=n
N +o00
D (ks —upen) = unyz — 1 = Ur) = = ) (e — wpn) = 1) = g
N—-+4o00
k=n k=n
On en déduit que
L(r)r™ I(r)rm1
I(r) — ups1 TN ph o lr) —up W T

Correction de I’exercice ¢ Sur lintervalle |0, +o0], I’équation différentielle
(B): 2y + |yl = 2(a® —4) et y(1) = 1 (61)

est équivalente au probléme de Cauchy suivant :

— |yl +2(z% — 4)
E/ . / — |y’ t 1 — 1
(E) :y . et y(1)
— 2(z? — 4
La fonction f(y,z) = vl +2( ) est continue sur I'ouvert Rx]0, +oo[ et (1,1) € Rx]0, +ool. Le

théoréme de Cauchy-Lipschitz montre 'existence et 'unicité de la solution maximale ¢ du probléme
(E"). Cette solution maximale est définie et de classe C'! sur un intervalle ouvert ]a, b[. La fonction ¢
est continue en 1 et 'égalité ¢(1) = 1 montre qu’il existe un voisinage ouvert |c, d[C|a, b tel que

Vx €le,d], y(z)> 0.
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Ainsi, la fonction ¢ satisfait a ’équation différentielle

(ET) :Vz €le,d], o(v)= —y(@) +;($2 —4) et y(1) =1.

Résolvons cette derniére équation différentielle affine. L’équation différentielle homogéne associée est

C
cy = —gdont les solutions sont de la forme x — —. Pour expliciter une solution particuliere de (E™T),

x x
on adopte la méthode de la variation de la constante, c’est-a-dire, on recherche une solution sous la
C(x
forme z(x) = L) Cette solution vérifie
x

C(x
C'(w)e — Clw)  — ; )4 oa? — ) Clx)
2

8
+ 2z — — & C'(z) = 22% - 8.
x x

2
On peut choisir C(z) = §$3 — 8z et donc la solution générale de (E) s’écrit

2

3
=—+2>——=—+_-2"—8.
y(@) T * T T + 3"
. 25
Puisque y(1) =1,ona C = 3 donc
25 2
Vo €le,d], ¢(x)= e + §x2 - 8.

25 2
Par construction, ¢(z) > 0 sur |¢, d[ donc e + gmz —8 > 0 sur |e, d[. Etudions les variations de cette
x

4 25 4% —25 25
/ = -1 - — = — = 0 R — :l: 3 _
Plz) =335 322 TTEV

25 2 25
Le tableau de variations de = — — + —2% — 8 nous montre qu’il deux réels 1 < o < f < { > tels

derniére fonction.

3z 3
que
2% 2, 2% 2,
YV €]0, a[U]S5, +ool, 3—m+§x 8 > 0 et Vx €]a, ], 3—m+§x 8 < 0.

25 2
La fonction x — —— + ~x? — 8 est donc aussi solution de 1’équation différentielle (£') sur I'intervalle

x
10, . Par définition de la solution maximale, ]0, a[C|a, b, c’est-a-dire que a < 0 et b > a. Sia < 0,
alors la fonction ¢ est continue en 0 donc elle admet une limite finie en 07. Or

25 2
li = lim (== + 222 —8) =
x»gél+ 90(1:) x—>l%l+(3$ + 31‘ 8) oo,

ce qui est absurde donc a > 0 et on en déduit alors que
a=0. (62)

Supposons que b > «a. Alors ¢ est continue en « et

ola) = lim ¢(z) = lim (§ + 222 —8)=0. (63)

rT—aT r—a~ 3T 3

125
D’autre part, puisque 1 5 > 2, on en déduit que

el 2 =) 2=

¢ (@)
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La fonction ¢ est strictement décroissante dans un voisinage de o donc ¢(z) < 0 dans un intervalle
du type [a, e[. Dans cet intervalle, la fonction ¢ satisfait a ’équation différentielle

y(z) + 2(z? — 4)‘

(E7):Vx €layel, ¢(z)= .

La solution de I’équation homogene (E~) est y(x) = C(z)z et on cherche une solution particuliere
sous la forme z(z) = C(z)z. La fonction C satisfait a 'équation différentielle

C(x)x + 2(2? — 4) e Ca) =2 8
x x2’

C'(z)x + C(x) =

8
La fonction C(z) = 2z + — convient et la solution générale de (E~) est de la forme
x

y(z) = Cx + 222 + 8.

On en déduit que :
Vz €la,ef, ¢(z) = Cx+ 222 + 8,

ce qui nous fournit 'expression de ¢ sur |0, e[\{a} donnée par

25 2, ,
o(z) = 37x+§$ -8 sixz€0,qf
Cz+222+8 siz€lael

Or la fonction ¢ est C! sur ]0,b[D]0, e[ donc elle est continue en a, c’est-a-dire

zl_l)I(IIli o(z) = z1—1>12+ o(x) cf 0=Ca+2a*+8«C = _al;— 4. (64)
La fonction ¢ doit également étre C! en o donc

lim ¢'(z) = lim ¢'(z) & M =C+ia&sC= —M. (65)

z—a z—at 3a? 3a?
Les égalités et montre que 'on a 1’égalité
a?+4 8a%+25 3a®+8 1603 +50 3 42 o] 42
20 3a2 7 6a2 | 622 a0 T 1377 _T3<0
ce qui est absurde donc b < « ce qui implique que
b= a. (66)
Des égalités et (66)), on en déduit que
D, =]0,af et Vz €]0,af, @(z) = g—i + §x2 - 8.

Pour la résolution de I’équation différentielle , on recherche naturellement, une solution définie sur

un intervalle contenant 1. Cet intervalle ne peut contenir 0. En effet, soit y une solution de C' dans

un voisinage de 0, alors y = ¢ dans un intervalle du type ]0, [ et lim+ o(z) = 400, donc lim+ y = +00,
z—0 z—0

ce qui est absurdre. Par conséquent, la résolution de I’équation différentielle (61)) est équivalente a la
résolution de ’équation différentielle (E’) dont la solution maximale est ¢. Par conséquent, ¢ est la
solution maximale de I’équation différentielle .

Correction de l’exercice [3.2.10] :
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1. Les applications f +— ||f|, et f — sup |f(z)| sont des normes sur C°([0, 1], R) (cf. le cours) et
z€(0,1]
comme H étant de dimension fini, toutes les normes sont équivalentes, on en déduit I'existence

d’une constante C' telle que

sup [f(2)| < C|[flly = Vo €[0,1], |f(=)| <Clfl;,-

z€[0,1]

1
2. Soit fi,..., fn une famille orthonormale de H pour le produit scalaire (f,g) = [ f(z)g(z)dz.
0

n
Pour (a1, ..,a,) € R", la fonction Y ajfr € H donc
k=1

V(ai,..,an) € R", Vzel0,1], Zakfk(x) <C Zakfk
k=1 k=1 2
n 2 n 2
< Y(ay,..,an) € R, Vxe|0,1], Z apfre(z)| < C? ar fr
k=1 k=1 2

Le théoréme de Pythagore montre que

n
> arfi
k=1

2

n n
2
=Y aillfillz =) ai
k=1 k=1

2

donc

V(ai,..,an) € R", Vz €0,1], Zakfk(a;)
k=1

Fixons provisoirement = € [0,1]. Notons A = (a1,..,an) et B = (fi(x),.., fo(x)) et soit <,>
désigne le produit scalaire usuel sur R”, on a

VAER", |<AB>P?<C?<AA>.

B
Si on choisit A = ————, on obtient
V< B,B>’
B 2 B B 1 2 1

< C? < B,B>| <C?

< , >& —_—
V<B,B>+/<B,B> V< B,B > < B,B >

2
=N }\/< B,B >‘ <C?e |< B,B>|<C?

n
ce qui démontre que Y. fr(x)? < C? et ce quel que soit x € [0, 1]. Intégrons cette inégaité sur

k=1
[0,1]

1 n

n 1 n
¢z [ ptapdo =3 [ farde =Y IAlE=n
k=1

0 k=1 k=17

Nous venons de montrer qu’il ne peut y avoir plus de C? vecteurs orthonormés libres. Puisque
toute famille libre peut-étre transformer en une famille libre orthonormée de méme cardinal (par
le procédé d’orthonormalisation de Schmidt), on en déduit qu’il y a au plus C? vecteurs libres
dans H. Par conséquent, dim H < C? par définition de la dimension.

Correction de l’exercice [3.2.11] :
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1. La fonction t +—

.t
sin —
2

sur R donc le théoréme de Dirichlet montre que t —

sur R et que

vVt € R,

ou a, désigne le coefficient de Fourier de ¢ —

d’une fonction pair).

En remarquant que si t € [0, 7] alors 3 € [0,

trigonométrique

est 2m-périodique, paire, continue sur R et de classe C'! par morceaux

t
sin 3 est développable en série de Fourier

¢ a “+o00

. Qg

s1n2‘ =5 + glancosnt
n=

.t . . .
sin 2‘ (les coefficients b, étant nuls car il s’agit

T t
5] donc sin 3 > 0) et en se souvenant de la formule

1
sinacosb = §(sin(a + b) +sin(a — b)),

on en déduit le calcul des coefficients a,,

s

ULt 2 | ¢t 2 [t 1 t t
an, = ﬂ_/ Sin§ cos ntdt = 71-/ sin —| cos ntdt = - /sinQCosntdt = ﬂ/sin(2 +nt) + sin(§ — nt)dt
- 0
. 1 1, e
1 o . ‘ 1 o 1] cos( 5 +n)t) cos((n— i)t)
= 7r/sm((2+n))—sm((n—2)) =— |- }—i_n + n_}
0 2 2 t=0
1
1 cos((i +n)m)  cos((n— =)m) 1 1
T 1 . 1 1 n 1
—+n n—— —+n n—-
2 2 2 2
. 1 1 s
Puisque (5 +n)m = (—5 +n)m = 5 mod 7, on en déduit que
1 1 1 4
an = — — =— :
1 1 2 _
s ‘n - 5 w(4n? —1)
Ainsi,
+o0o
t 2 4 cosnt
ViER, |sins|=Z_23_ 80
’ sz‘ - wz(élnz—l)

n=1

2. Soit f € E un vecteur propre de @, c’est-a-dire f # 0 et ®(f) = Af. On a bien envie, par analo-
gie avec les séries entiéres, d’utiliser le développement en série de Fourier ci-dessus ainsi que de
développer en série de Fourier f afin d’expliciter les coefficients de Fourier de f. Malheureuse-
ment, nous ne sommes pas en mesure d’appliquer le théoréme de Dirichlet car, bien que f soit
27-périodique et continue sur R, nous ne savons pas si f est C! par morceaux. Pour contourner
cet obstacle, nous allons évaluer les coefficients de Fourier de ®(f). La fonction ® étant continue
sur R, elle admet des coefficients de Fourier.

Coefficients de Fourier a, de ®(f)

™

-

—T

www.mathematiques.fr.st
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sin(x; 2

pouvons appliquer Fubini, donc

La fonction (z,t) +— , nous

t ) .
)| f(t) cospx étant continue sur le compact [—7, 7

s s
1 —t
ap(®(f)) = 22/ / sin(m )| cos pzdx | f(t) dt.
s
—T N—TT
Tl r—t :
Le noyau [ [sin( )| cos pxdx se calcule simplement lorsque p = 0 (en se rappelant que
—T

b+T
Va,beR, [ g(t)dt = [ g(t)dt si-g est T-périodique)
b

T ™ Tt ™
—t -1
/ sin(m )| cosprdx = / sin(w2 )| dx =, / Sin(g))dIB:Q/ Sin(g)‘dﬂﬂ
—r —m—t 0
T =7
= /sm [ 2COS(§)} = 4 (67)

0

Traitons le cas p € N*, Pour cela, on utilise le théoréme de développement en série de
Fourier de la question 1.

(2 48 cosn(z —t) cosn(x —t
cos prdx = / (w - 777; (4”2—1)> cos pxdr = — / cos prdr—— / Z 4n2 )
—TT -

Puisque que p > 1, on a:

™

/

—T

x—t

sin(

)

m
cosn(z —t)
sin cosprdr = —— cos xdx 68
[ i) coss / 2 Ay oy (68)
-
) o cosn(x —t)
Fixons provisoirement ¢ € [—m, 7]. Pour tout entier n > 1, la fonction ¢ — —————— cos px

(4n2 —1)
est continue sur [—7, 7] donc elle est intégrable sur cet intervalle et 'on a :

+oo 7 1 +00 1
Z/ <;/W_l)dx:2ﬂ7;w_l)<+oo

ce qui nous permet d’utiliser d’appliquer le théoréme de permutation série-intégrale de
Lebesgue. On en déduit que

cosn x—t

4712 ) cos px|dx

+o0 =

_ t — t 1
/ZCOZHQCE COSp$d$—§ :/Cozrgx cos prdxr = E M/cosn(a:—t) cos pxdz.
n n ne —
n=1

—T

Calculons I'intégrale I = [ cosn(z — t) cos prdz. On utilise pour cela la formule
—T

1
cosacosb = §(cos(a + b) + cos(a — b)).

21 = / (cos(n(x —t) + px) + cos(n(z —t) — pz)) dx = / (cos((n + p)x — nt) + cos((n — p)z — nt)) dx
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Nous sommes obliger de distinguer les cas ol n = p et et n # p.
Si n # p, en utilisant que sin(z + k7) = (—1)*sinz, on obtient :

o] — sin((n + p)z — nt) N sin((n —p)r —nt) """
n-+p n—op PR
_ sin((n + p)m — nt) N sin((n — p)m — nt) N sin((n + p)m + nt) N sin((n — p)m + nt)
n+p n—p n+p n—p
_ —(=1)"*Psin(nt) N —(=1)""Psin(nt) N (—1)"*Psin(nt) N (—=1)" Psin(nt) _0
n+p n—p n+p n—p
Sin=p>1

21 = /(cos(pr — pt) + cos(pt)) dz = [m(Qp:npt) o

] + 27 cos(pt)
T=—Tr

2p
—Tr
in(2pm — pt in(2 A in(pt in(pt
= sin(2pr — pt) + sin(2pr + pt) + 27 cos(pt) = _sin(pt) + sin(pt) + 27 cos(pt) = 27 cos(pt)
2p 2p 2p 2p
En résumé :
I 0 sin#petp>1
| wcos(pt) sin=petp>1
donc
r T — R 1 4
Vp € N¥| / sin( )| cos prdr = —— Z m / cos n(z—t) cos prdr = BT cos(pt).
—r —m
Par conséquent, on obtient que
2 7 2
ﬁff(t)dt:;%(f) sip=0
ap(®(f)) = 9 n 2 y
t dt ipeN
) J s ) s
ce que 'on peut résumer par
2
Vp e N P = 69
pEN. a@(f) =~ o) (69)

Calcul des coefficients de Fourier b, de ®(f) Les méthodes étant identique au cas des co-
efficients a,,, je laisse le soin au lecteur d’apporter la justification des calculs suivants

1 s 1 T s .
bp(2(f)) = /@(f)(x) sinprdr = 2 / Sin(x t) sinpxdx | f(t) dt
0 ™
[ T — cosn(z 4 1 r
/ sin( )| sin prdz = /smpxdx—/z a1y Slnpa:dx: —W;W_l)/cosn(x—
2/cosn(x—t) sin prdr = /sin(pw—i—n(x—t))+sin(p:13—n(x—t))d:13 = /sin((n—l—p):v—nt)+sin((p—n)x+z

La formule cos(z + km) = (—1)* cos x nous fourni 'égalité :

™

Vp € N*, /cosn(x—t)sinpxdx:{

—T

0 sin#p
wsin(pt) sin=p
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s

/

—T

sin(x )| sinprdr = —

4 .
] sin(pt)

™

2
(42 — 1)

2

[t de= -, (@)

Vp e N*,  b,(®(f)) = _7T(4p2 —1)

—T

Détermination des valeurs propres éventuelles Les égalités et (70) montrent que si
f est un vecteur propre associé & A alors

2
_ VpeN, —————ap(f) = Aap(f)
_ WEN, apy(@(f) = lap() n(4p? - 1) ’
“”%V@{WEW,%@mﬁﬂwﬁ<ﬁ WENS, () = My()
w(4p? —

Puisque f est non nul, il existe n € N tel que a,(f) ou b,(f) # 0. Dans ce cas, A =
2

Y
r@n?—1) °
2
o - .
p(®) (g "N
Détermination des vecteurs propres associés Soit n € Net A = —————. Soit f €
w(4n? — 1)
2
E\(®), 'application p +— —m est injective sur N donc on a
WpeN () ()
peEN, ———5——a(f)=-——FT5——w
4p?2 — 1 4n2? — 1
g b T e a() =0 () =
peNt — o) = @)

donc f € Vect(z +— cosnz,z +— sinnx) C E. Montrons que e, : © — cosnx et f, : x —
sinnz sont bien des vecteurs propres de ®.

iy
1 —t t ! t
B(e,) () = 27r/ sin(x )| cosnt dt W o sin(§) cosn(z —t) dt = 277/ sin(i) cosn(z —
g T—T -
- i
t i ¢
_ cosnx / sin(=)|cosnt dt + S / sin(=)|sinnt dt

t
Par 'argument de parité usuel et en utilisant que 3 € [0, g] site[0,7], ona

™ ™
t t
D(en)(z) = coinx/ sin(i) cosnt dt = coinx /sin(2)c0s nt dt.
0 0
Il ne reste plus qu’a calculer I'intégrale :
n T s . 1 1
" 1 1 cos((§ +n)t  cos( 5 n)t)
2/sin(2)cosnt dt = /Sin((2 +n)t) dt + /sin((2 —n)t)dt = |— i - i
0 0 0 5 Tn 5N
1 1
B 2cos((§ +n)m) . cos((§ —n)m) . 9 2 4
B 2n +1 2n — 1 2n+1 2n—1 4n?—1
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donc
T

t 2 2
/Sln(z) cosnt dt = m = @(en)(l') = mcos nw,

0

2
ce qui démontre que e, est bien un vecteur propre associé a m Je laisse le lecteur
m(4n? —
2

vérifier que f, est également un vecteur propre associé a —— -
m(4n? — 1)
Nous venons de démontrer que

VneN, E 9 (®) = Vect(en, fn)-
m(4n? — 1)
Si n =0, Vect(en, frn) = Vectey, (car f, =0) et dim E 9 (®) =1 (car eg =1 est

m(4n? — 1)
une fonction non nulle)

Sin > 1, la famille (e, fr,) est libre (elle est orthogonale pour le produit scalaire [ f(t)g(t)dt)
—m
donc dim E ) (®) = 2. On remarque également que la famille des vecteurs propres
w(4n? — 1)
de ® est totale dans L*([—m,7]), ce qui nous fournit une sorte de diagonalisation de ®
en base orthonormale de L*([—m,7]) pour le produit scalaire usuel sur cet espace (si on
normalise les ey, et les fy).

Correction de I’exercice [3.2.12] :

1. On pose f(x) = e~®. La fonction f est clairement C* sur R. Une récurrence simple montre que
pour tout entier k, il existe un polynéme Py tel que Vz € R, f)(z) = Py(z)f(x). Soit r(k)
le degré de Py et a(k) son coefficient dominant. Puisque pour tout réel a, x® = o(e71#1), le

T— 00

changement de variable z = t?> montre que V3 € R, 2 = o(e_$2). On en déduit que
Ve,neN, z"f®)(z) ~ a(k)z" B f () = 0

donc 2" f*) est bornée au voisinage de +o0o et —oo. Il existe donc deux réels A(k) et B(k) tels
que 2" ) soit bornée sur | — oo, A(k)] et [B(k),+oo[ (définition de la limite en 400 et —oo
avec € = 1). La fonction 2™ f(¥) est continue sur [A(k), B(k)] donc elle est bornée sur ce segment
donc elle est bornée sur R quels que soient k,n appartenant & N donc f € S.

2. Pour tout entier k%, la fonction z — xif(k) () est bornée sur R donc pour tout entier k,i la
fonction (1 4 22)’f*) est bornée sur R (il suffit de développer (1 + x2)). Il existe donc une
constante C},,, telle que

Ck
v R, ’ (k) ’ <
T € Y9 (x) (At 22"
En particulier, si I'on pose C' = Cy 1
C
VreR, VneN <———.
zreR, VneN, |[f(z+n) T @rn)?
1
La série ngz m est sommable car son terme général est positif et m et

1
ol Donc F est définie sur R.

Montrons que F est C! sur R. Soit a > 0, et € [—a, a]. La fonction = — f(z +n) est de classe
C' sur R et, si 'on pose D = Ci,1,0n a

D D D

Va € [—a,al, Vn tel que |n| > a, "z +n)| < = < ‘
[ ] que || ‘f( )‘ 1+ (x+n)?2 14 22 +2 nz +n2  1-2|n|a+n’
~ —~—
>0 >—|nla
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1

W est sommable car son terme général est positif et est équivalent
—2|nla+n

La série >’
[n|>a
a ce qui démontre que la série > f/(z + n) est normalement convergente sur [—a,al. La
[n|>a
série Y  f(z+mn) étant simplement convergente sur [—a, a], on en déduit que x — > f(z+n)
nez [n|>a

est de classe C! sur [—a,a]. La fonction z +— Y. f(z +n) étant la somme d’un nombre fini de
n|<a

fonctions de classe C1, elle est bien entendu C* sur [—a,a] donc F est C! sur [—a, a]. Comme a
est quelconque, on en déduit que F est de classe C' sur R.
Le changement de variable j = n 4 1, qui est une bijection de Z sur Z, montre ’égalité suivante

VeeR, F(z+1) Zfac+1+n Zf(a:+j):F(x)

nezZ = JEZ

n2’

donc F est 1-périodique.

3. La fonction F étant C' sur R et 1-périodique, le théoréme de Dirichlet montre que F' est déve-
loppable en série de Fourier et elle est égale a la somme de sa série de Fourier.

1
Vnp S Z, Cp(F) — /F( *27T’Lp1?dx _/ Z f x+n 27rszdx
0

n=—oo

La série Y f(z + n)e ?™"* étant normalement convergente sur [0,1] (|f(z + n)e2m"*| =

neZ
|f(x 4+ n)|) et chacun de ses termes étant continue, on peut permuter les symboles série-intégrale
donc
n+1 +00 n+1
VpeZ, cp(F Z /f x+n)e —2TIPT o t $:+n Z / f(t) _27”” t=n)qp — Z / f(t)e_%iptdt.
n=—oo 0 n=—oo n
La fonction f est intégrable sur R car
C
Vz € R, )| < ——
@] <

et x — 7 est intégrable sur R. Nous pouvons donc appliquer la relation de Chasles sur la

2
x
partition de R = |J [n,n + 1], ce qui nous donne
nez

+o00
e oF) = [ fe > = o).
La fonction F' étant la somme de sa série de Fourier, on a

+oo +oo N i +oo +oo .
Y flatn)=F@)= Y f)e™ = > fn)= Y f(n)

n=—0oo n=—oo n=—oo n=—oo

4. On pose g(z) = exp(—az?) et f(x) = exp(—2?) alors

+o00 +oo
. 2
9(y) = / exp(—az?) exp(2mizy)da t:jax \}E / exp(—t%exp@wit%)dt = La (%) = \}aexp(—)
donc
+00 1 —+o00 2
Va >0 Z exp(—an?) = —= Z exp(——)
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Correction de l’exercice [3.2.13] :

1. La fonction f est 2w-périodique, continue sur | — 7, 7[ mais en pas en 7 car

lim f(z) =e“" et lim f(z)= lim f(z—27)= lm f(z)=e 97 # 7

T Tt -t T——T

puisque a ¢ Z donc f est continue par morceaux sur R (par périodicité). Elle est également C*
par morceaux sur R. Le théoréme de Dirichlet montre que la série de Fourier de f converge et

que
Ix , f(z) siz €] —m,m
nz_:oo en(f)e™” = W = cos(7a) siz=m

Calculons les maintenant les coefficients de Fourier complexe de f. Puisque a n’est pas un entier,
I’expression n — a n’est jamais nulle pour tous les entiers relatifs n, ce qui nous donne les calculs
suivants

1 . ) 1 . ) 1 i(a—n)x r=n
Yn € Z7 Cn(f) — %/f(x)e—’bnﬂfdx — 27T/eZ(a—n)a}dm _ % [6 ]

i(a—n) o

1 ele=nmrm _e=ile=m)m  gin(q—n)r  sinarwcosnw sin ar

- . - - = (-1

m(a—n) 21 m(a—n) m(a—n)

m(a—mn)

L’application du théoréme de Dirichlet montre que

+oo .
< sinar
vz €] — m, 7, jax _ —1)" nx
x €]l —mm7[, e nE_OO( ) wa—n)

ainsi que I'égalité (en z = 7, €™ = (—1)")

X sinar
COS(T('G/) = Z m
n=—oo

2. L’égalité précédente montre que

+o00 . . +o00 . -1 .
sin am sin am sin am sin am
cos(ma) = E = + E — + E ’
m(a —n) a m(a—n) m(a —n)

n=-—00 n=1 =—00
En effectuant le changement de variable j = —n dans la seconde somme, nous obtenons
. +oo . “+o0o . +oo . . +oo .
sin am sin am sin a7 1 sinaw, 1 1 sin am sin a
cos(ma) = +Z +E 72*4-2 ( + ) = +
a m(a—n) m(a+n) mwa T a—n  a+n Ta s

n=1 n=1 n=1

X sinar 2a _ sinar = 1 7cos(ma)
& ) 2 _a2) _COS(W‘Z)@ZTQ 2= 942

T Ta —a 2a?2 2asinarm
n=1 n=1

3. Faisons une analyse préliminaire purement formelle. Si toutes les fonctions w,, sont positives sur
10,1], on a

—+00
In(sin ra) — In(wa) = Z Inuy,(a)
n=1
et si nous avons le droit de dériver, on obtient

reosta 1 <X (a)

sinTta  a up(a)’
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. mcosTa . .
L’expression ———— intervient dans la formule lb et nous avons
sinma

“+o00

meos(ma) 1 Z 2a

sin aw a n?2 —a?’
n=1

Ainsi, nous obtenons ’équation différentielle satisfaite par chaque fonction wu,

Zigzg = 7n22—aa2 & (Inuy(a)) =1In(n? — a?) = u,(a) = Cp(n? — a?)

La fonction u,(a) = C,(n? — a?) est donc un candidat potentiel mais on souhaite que tous les

u,, soient positifs, ce qui n’est jamais le cas de n? — a?. En outre, pour que le produit [] u,(a)
n=1
puisse converger, il est indispensable d’exiger que

1
li =1 li 21 ~
n—1>r-|r-loo un(a) < n—1>r—lr—loo CnTL < Cn n—-400 n2
C 1
On choisit simplement C;, = — donc
n
2
a
Up(a) =1—- —.
n( ) ng

2
Syntheése : On pose Va € [0,1], Vn > 1, wup(a) =1— % > 0. Nous allons montrer que la
n

+o00
fonction @ — > In(u,(a)) est définie et de classe C'* sur [0, 1] (on considére n > 2 pour que la

n—
série soit bien définie sur [0, 1] et invoquer la convergence normale sur le segment) .
Lorsque a €]0,1], on a

a2

In(1 - —)

n2

a2

Inun(a)] =

oo ‘_nQ n?

qui est une série convergente, on en déduit que la série Y Inu,(a) est absolument convergente
donc convergente sur |0, 1]. Lorsque a = 0, Inwuy,(a) :nif 1 = 0 donc la série Y Inu,(0) est
convergente. La série de fonctions ) Inwu,(a) est simplement convergente sur [01?21]2

>
Chaque terme de la série est une foﬁgsion de classe C! sur [0, 1]. La série dérivée S (Inuy,(a)) =
n>2
—2a

5 5 est normalement convergente sur [0, 1] car nous disposons de la majoration
n>2 ne —a

—2a 2
Va € [0,1], Vn>2, 2| S
+oo
et la série ngz NCR] est convergente. Par conséquent, la fonction a — nX::Z In(up(a)) est C* sur
[0, 1] et sa dérivée est
+00 ! +o0 —9%2a

L’égalité (71) montre que 'on a

+00 !
Ya €]0, 1], (Z 1n(un(a))) _meos(ma) 1 —2a
n=2

sin aw a 12—a2
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et I'égalité

2 \/
1 -2
Va €]0,1], (ln(sinwa) Ina —In(1 — a,)) - M a

12 sin am a 12—qa2

montre que

+oo ! a2\’
Va €]0, 1], (Zln(un(a))> = <ln(sin ma) —Ina —In(1 — 12)) .
n=2

Il existe donc une constante C' telle que

CL2

Va €]0, 1], Zln up(a)) =In(sinma) —Ina — In(1 — ﬁ) +C

Nous allons expliciter la constante en effectuant un passage a la limite lorsque a tend vers 0. La

+o00
continuité de la fonction a — > In(uy,(a)) montre que
n=2

+oo
lim In(uy,(a Z In(uy,(0)) =

a—0
n=2

- : . sinz
D’autre part, la limite classique hH[l) —— =1 nous donne
r— x

2 : 2

In(sin ra) — lna—ln(l—%) ln(su;;ra)_l (1—%) - Inl—-Inl=0.

Par conséquent, nous obtenir I’identité remarquable

+oo .
Va € ]0,1], Zln(un(a))zln(sinﬂa) Ina — In(1 @Z]n un(a)) = (Sln;ra)
T
sinTa sin a
: n(un(a)) = lim 1 n(a) | =1

NHHEOOZ nu ( ma )ﬁNﬂlrEoo n(Hu (a)) n( Ta )

sin 7ra sin 7ra sin Ta

; “lfvﬁnfm(ﬂ% J]ows o] i

donc, nous obtenons 1’égalité tant recherchée

1o a? sinTa
va€lo 1, ] - ) ==

n=1

+oo 1

Remarque : la formule précédente permet de donner la forme des valeurs de ((s) = Y. — sur
n=1"7
les entiers pairs.
2
La fonction x +— In(1 — —;) est développable en série entiére sur |0, 1[ et
n

2 +oo 2k
T X
In(1=75) = _kzlkxn%'

En permutant les symboles de sommation (dont je laisse la justification au lecteur o l'aide des
familles sommables), on obtient

+00 +o00 +o00 2k +o0 +oo o

Zlnl_* ZZan% Z Zn% _Z%C(%)'

k=1n=1 k=1
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sinx

D’autre part, la fonction x +— —1 étant développable en série entiére sur R, elle se prolonge

en une fonction est C*° sur R Son développement en série entiére étant & coefficients rationnels,
x

= Po(z) +
o(z™). Tous les DL, (0) de la fonction x +— In(1+x) sont a coefficients rationnels, ce qui montre

que pour tout entier n, il existe un polynome @, € Q[X] tel que In(1 + x) = Qn(x) + o(z™). Le
théoréme de composition des DL, (0) montre que pour tout entier n,

on en déduit que pour tout entier m, il existe un polynome P, € Q[X] tel que

In (Si“) — In(1 + Sizx — 1) = Qu(Poa(2)) + o(z™).

X

Le polynéme Qy, o P, appartient & Q[X] donc le DL, (0) de In <s1nm> est a coefficients ration-
x

nels. Cette fonction étant paire, il existe une suite (a,) € QN telle que

sinx " sinmx
1 — 2k 2n In 2k 2k 2n
n ( . > E apx”” + o(z"") = g agm )

k=1

2

) z In(1 - ) donc

sin tx

Or, nous avons montrer que In <

In <Smm> —_— zn: fg(%) + o(z2).

T
k=1

Par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout entier k non nul, il existe un
rationnel by, = —kay, tel que

C(2k) = by
Application : avec un calculateur (Mupad, Mapple, Mathematica), on obtient que le DL12(0) de

sin x
1n< > est
T

sin z 1 1 1 1 1 691
1 e e S B 8 N A S b 12
n< z > 6" 10" osast arso0” derTst  asstorraso” T Ol)
donc
2 4 6
s 1 s 1 s 1
2) = — 4)=2x — x 7t = — 6) =3 x 0= — 8) =4 x
¢2) g W 150 <" oo (O =3xggpxm =g B 37800
1 10 1 112
¢(10) = 5x wrl® = T 12) = 6 x O 12 09lm

467775 93 555 3831077250 S 638512875

(je ne vais pas plus loin pour ne pas planter ma machine :-) )
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