ISCID 1989 Option technologique

Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

EXERCICE 1

Soient les matrices carrées d’ordre 2
1 0 -1 -1 2 1 1 2
=0 1) a=(3 ) 2= (0 2) o= %)

on 2n71
1. Montrer que pour tout entier n > 1: B" = (0 " on )

2. (a) Montrer que @ est inversible et calculer Q1.
(b) Calculer Q—*AQ.

3. En utilisant les deux questions précédentes, calculer A™ pour tout entier n > 1.
Veérifier qu’il existe A réel et J matrice carrée d’ordre 2, indépendants de n, tels que pour tout entier n > 1 :

A" = AT +nJ)

EXERCICE 2

On considére une suite infinie de tirages a pile ou face mutuellement indépendants. A chaque lancer, la probabilité
d’obtenir pile est un nombre réel p fixé de [0, 1].
Pour chaque entier n > 1, on définit la variable aléatoire .S, :

S, = nombre de "piles" obtenu au cours des n premiers tirages

1. (a) Quelle est la loi de S,, 7 Que valent son espérance et sa variance ?

(b) En déduire : B(52), E <<5n>z>

n

S 2
Calculer lim F <<n> )
n—-4o0o n

S, :
2. Soit T,, = exp (n> (ainsi T}, vaut en lorsque S, vaut k)
n

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1:

1
E(T,) = (pen +1—p)"

(b) Montrer avec soin que : lirf E(T,) = eP
n—-roo
(on étudiera d’abord lim In E(T,))
n—+o0o

(c) On pose maintenant E(T},) — 1 = A,(p) (p est toujours un réel de [0, 1])
Justifier que A,, est un polynome de la variable p de degré n et une fonction strictement croissante sur
[0, 1].
Tracer dans un méme repére orthonormé (unité = 10 cm) les graphiques de A;, Ag, As
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PROBLEME

Soit la suite (up,)n>0 définie par récurrence par : ud
Vn € N, un+1:un—7

0,1 — R
1. Soit f l'application f : 3

(a) Déterminer les variations de f sur [0, 1].
(b) Montrer que :

e Pour tout n entier, U,, appartient a |0, 1].

e La suite (Up)n>0 est décroissante

* o Un =0
1 T 322
2. On pose, pour tout = de [0,1] : g(x) = —1——et h(z)=g(xr) — —
1+=z 2 8

(a) Calculer ¢'(z), ¢”(x), ' (z), h" (z).
Etudier le signe de ¢”(x) et celui de h”(x), lorsque = appartient & [0, 1].

(b) Déterminer les variations de g et h sur [0, 1] (graphiques non demandés)

(c) A T'aide du montrer que pour tout x de [0, 1], on a les deux relations suivantes :

323 3
%, Jdp(z) € [0, g], tel que —1-24 zo(x)

1
Vi+zx 2

0<g(z) <

3. (a) Montrer que pour tout réel ¢ de [0, 1], pour tout entier n > 1,:

L)_ t ot (1=t 1
vn'ooVn+1 w32 | 2 n

(b) En déduire que pour tout entier n > 1 :

I

4. On pose : pour tout entier n > 0,

1 1
Up = —
2 2
un+1 Un

et pour tout entier n > 1,
1 n—1
Wy = — V-
n n Z k
k=0

(a) Exprimer v, en fonction de u, seulement. Calculer lim wv,.

n—-+00
(b) En admettant que lim w, = lim wv,, montrer que : lim nu2 = 1.
n—-+00 n—+oo n—+o0o

Conclure que u, admet un équivalent simple, a préciser, quand n tend vers +oo.
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5. (a) Compléter le tableau suivant :

n Uy, Vnuy,
1| 05 0,5
2 10,4375 | 0,61872
10
25
100

(les calculs seront effectués avec une calculatrice; on inscrira dans le tableau les valeurs arrondies a
1075 preés, au plus proche, des résultats affichés)
1

(b) Donner une valeur de n pour laquelle u,, < 1000°



