ISC 1990 Option générale

EXERCICE 1

1
On considére la matrice A = 3 € M4(R) et u 'endomorphisme associé relativement a la base

— O = =
O = ==
—_— == O
— = O

canonique B de R%.

1. Calculer 943 — 9A% — A + I, ot I désigne la matrice unité de My(R).
2. Pour A € R, on pose : E(y) = {7 € R* tel que u(7) = A7’}

1
(a) Vérifier que E(y est un sous-espace vectoriel de R* et que si A ¢ {—g, 3 1}, alors E(y) est réduit au
vecteur nul.

(b) Déterminer E), E%, E_

1 et donner une base aussi simple que possible de chacun.
3

(c) En déduire qu'il existe au moins une base B’ de R* telle que la matrice de u relativement a cette base
B’ soit diagonale.

(d) Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base B relativement a la base B’ et en déduire la valeur
de A™ pour n € N*

EXERCICE 2
Une urne contient 2n jetons numérotés de 1 a 2n.

1. Un joueur extrait un jeton au hasard de cette urne. Soit X; le numéro aléatoire obtenu.
Quelle est la loi de X1 7 Son espérance et sa variance 7

2. Ce joueur a maintenant droit & deux essais, au maximum. Il décide d’utiliser la stratégie suivante :
Il se donne & priori un nombre k et

e Sile 1°" tirage améne un jeton dont le numéro est égal a k, il arréte le tirage.

e Si le 1°" tirage améne un jeton dont le numéro est strictement inférieur a k, il replace ce jeton dans
I'urne et effectue alors un second tirage.

Soit X2 le numéro aléatoire obtenu par le joueur a son dernier tirage.
Quelle est 1a loi de X2 7 Son espérance 7
Pour quelle valeur de k ’espérance de X5 est-elle maximale ?

3. Ce joueur a a nouveau droit & deux essais, avec remise, et X3 est le plus grand des deux numéros obtenus.
Quelle est la loi de X3 7 Son espérance ? Vérifier que cette derniére régle donne une espérance supérieure
a n’importe quelle stratégie relative a la question



PROBLEME

Pour toute valeur de I’entier strictement positif n, on note f, la fonction définie sur R par :
fnix—ae”

1. Etudier les variations de f,, en précisant les points remarquables, la nature des branches infinies et la
concavité.

2. (a) Montrer que I’équation f,(z) = 1 posséde une unique solution dans RJXF, on la note a, dans la suite du
probléme.

(b) Montrer que la suite (ay),enx est monotone et convergente. Déterminer sa limite.

3. On désire trouver une valeur approchée de a.
(a) Déterminer un encadrement de a;, d’amplitude 0, 1; en précisant la méthode utilisée.
(b) On considére la suite (up,)nen définie par :

Un,

ug = 0, 5; VneN, upp=e

Etudier les variations de la suite (up)nen et trouver un nombre K €]0, 1], aussi petit que possible, tel
que :
Vn €N, |un+2 - Un+1| <K |un+1 - un|

En déduire que la suite (u,)nen converge et que sa limite est ay.
Donner un encadrement de a; d’amplitude 1072,

(¢) On considere la suite (v, )pen définie par :
v = 0,57, VneN, wv,11=0,57e""" 40,430,
Trouver un nombre K’ €]0, 1], aussi petit que possible, tel que
VneN, |vp—a1]l < K'|v, —a;
En déduire un encadrement de a; d’amplitude 1076,

4. Pour n € N*, on pose :

1 1+—=
Inzo/fn(a:)dzp, Ip = 0/ fu(z)dz

(a) Montrer que lim [, =0; lim J, = +oo.
n—+o0o n—-+o00
n

T
(b) Montrer que la série de terme général —T; est convergente. Calculer -
n. n=1 T-



