IECS 1989 Option économique

EXERCICE I

A - Soit n € N et u € R. On pose

et .
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1) (a) Montrer que

(_1)n+ltn+l
i t N
1+t sn(t) + 1+t

(b) Exprimer pour u € R\{—1} S/ (i) en fonction de s, (u) et en déduire que

Vvt € R\{~1},

T
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Vo €] — 1,400, In(14z)=5,(z)+ (-1)""! / mdt
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2) On fixe « € [0, 1]. Justifier le fait t € [0,4] Lol <1 et mont
n fixe x . Justifier le fait que pour x], on a < —— < 1 et montrer que
) que p » L, Tro S1+¢ q
$n+2 l,n+2
—— < |In(1 - S < .
Tt a)mry S AT =Sl <=
En déduire que lim Sp(x) =1In(1+ x).
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3) On fixe maintenant x €] — 1,0][.
(a) Montrer que
x —X
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(b) Soit g la fonction définie sur [0, 1] par la relation g(u) = T Justifier le fait que pour u € [0, —z],
on a g(0) < g(u) < g(—x) et montrer que :

(_x)n+2

n-+2
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< [In(1+z) = Sp(z)] < EESICEEk

(c) Montrer que pour z €] —1,0[, on a lim S,(z) =In(1 + z).

n—-+0o

4) Afin de calculer une valeur approchée de In 2, on envisage a priori de calculer S, (1) pour n assez grand.
Quelle valeur minimale de n faudra-t-il considérer si

= (1)
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(on pourra utiliser le 2))
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5) On décide de chercher des formules nécessitant le calcul d’un nombre moins élevé de termes.

(a) Soit (z,y) € R2. Montrer que
Inl+z)—In(l-—y)=lm2<zr+2y=1et x> —1.

(b) Soit ¢ €]0,1] un réel fixé et soit hy la fonction définie sur R} par la relation hy(t) = T Montrer

que hg décroit strictement sur Ri.
Détermminer N € N tel que

>N= 3" <4108
n :>2(n+2)< 0

1
Donner des valeurs décimales approchant S N(g) et S N(_g) 4 1077 au plus prés (On négligera les

erreurs d’arrondi de la calculatrice). En déduire une valeur décimale approchant In2 & 2,5.10~7
prés.

B - Pour n € N, on pose

n (_1)k n n
un:ln2_2k+1’ vnzguk et wn:§|uk|

n+3

) et la valeur de lim w,,.
n—-+4o0o

3) (a) A l'aide des A-1)(a) et (b), montrer que

1
_ _1\n4n—1
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(b) Pour n € N, on note a,, = (—1)"*! f t.
Prouver que Vn € N, |a,| < 3 et en déduire 1irJ1rl ap.
Lot dt
4 Soient I = dt et J =
) (a) Soien f(1+t) e f FTiE
Calculer J, I + J, I.
(b) En déduire lirf Up,.
EXERCICE II
On considére les matrices de M3 (R) :
0 2 4 1 00 0 00
A=|-1 3 2], I=(0 1 0 et 03=(0 0 O
-1 1 4 0 01 000

1 - Veérifier la relation A2 — 54 + 61 = 03

2 - En déduire que A est inversible et calculer A~L.



3 - Montrer que Vn € N, I ay,,) € R?, A" =a,A+ 8,1
(On déterminera une relation de récurrence exprimant a1 et 3, en fonction de o, et 3, et on donnera
les valeurs de aq et de ap).

4 - Pour n € N, on pose u, = api1 — 20, et vy = api1 — 3.
Montrer que les suites (u,)nen €t (Vn)nen sont géométriques et en déduire ay, en fonction de n.

5 - Pour n € N, exprimer A™ en fonction de n.

EXERCICE III

Un joueur joue avec deux dés équilibrés

3 faces portent I'inscription +10
sur le dé n°1 2 faces portent l'inscription -30
1 face porte I'inscription +120

1 face porte l'inscription +10
sur le dé n°2 3 faces portent l'inscription -80
2 faces portent 'inscription +120

Quand le joueur joue avec I'un des dés, la somme indiquée sur la face tirée (un "gain" de -80 F signifiant une perte
de 80 F)
On note X (respectivement Y') la variable aléatoire : gain en jouant avec le dé n°1 (respectivement n°2).

1- a) Déterminer les lois de probabilité de X et de Y.
b) Calculer P(X > 0), E(X) et V(X).
c) Calculer P(Y >0), E(Y) et V(Y).

Dans les question qui suivent, le joueur joue une succession de coups en adoptant la régle suivante :

e S’il gagne de ’argent & un coup, il joue celui d’aprés avec le dé n°2,

e S’il perd de I’argent & un coup, il joue celui d’apreés avec le dé n°1.

Le premier coup est joué avec le numéro 1.

2 - On note A, ’événement : "gagner 'argent au n’™¢ coup ", pour n € NX,

a) Calculer p(A;1).
b) Calculer p(A2)

c) Trouver une relation entre p(A,+1) et p(Ay). En déduire lexpression de p(A,) en fonction de n et
calculer lirf p(4y).
n—-roo

3 - Au 2™ coup, le joueur gagne 120 F. Déterminer la probabilité ap qu'il ait gagné cette somme en jouant
avec dé n°2.

4 - Soitn e N, n>2.

a) Au n'™m¢ coup, le joueur gagne 120 F. Déterminer la probabilité o, qu'il ait gagné cette somme en
jouant avec le dé n°2.

b) Calculer lim o,.
n—-+00



