TECS 1987 Option générale Maths I

EXERCICE I

R[x] désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Soient u et v les applications de R[z| dans
lui-méme définies par

VP e Rlz], [u(P)](z) = ou P’ note le polynome dérivé de P

1. Montrer que u et v sont deux endomorphismes de R[z].
2. Déterminer vou —uowv.

1

3. Montrer que ¥n € NX,| vou™ —u"ov =nu""!, ot u” note uowuo---owu (n termes) pour n > 1 et u® =TI

(application identique)

EXERCICE II

n étant un entier naturel supérieur ou égal & 1, on note, pour = réel > 0
n
Pyz)=-l+z+a’+ - +a"=-1+> 2t
k=1

1. Montrer que I'équation : z € RY, P,(z) = 0 admet une unique solution x,, et que 0 < z,, < 1.

2. Montrer, en considérant P,41(zy), que la suite (z,,) est décroissante et qu’elle converge. Soit [ sa limite.

3. (a) Prouver que : Vn > 2, 0<uz, <z < 1.
En déduire que lim (z,)"*! = 0.
n—-—+o0o
1
b) En trouvant une expression simplifiée de P, (x) sous forme d’un quotient, montrer que [ = —.
2

1
4. (a) En posant z, = = + &5, montrer que lim (n+ 1)g, =0
2 n——+o0o

(b) En déduire que, quand n tend vers 400, (z, — 5) ~ <2> )

PROBLEME

N.B. : les parties I et IT sont trés largement indépendantes.

1
On note f(:c):nimlpourm>06tx7é1.
a:‘_

Partie I

1. Montrer que f peut-étre prolongée par continuité au point 1. On notera ¢ le prolongement par continuité
de f.

2. Montrer que ¢ est dérivable au point 1 et calculer ¢'(1).

3. Montrer que ¢ est dérivable sur RY. ¢ est-elle continue en 1 7

12



1
4. (a) Etudier les variations de la fonction h définie sur R} par h(z) =1— — —Inz.
x

(b) En déduire le signe de ¢'(z) sur R} et dresser le tableau de variations de ¢.

(c¢) Tracer la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé (unités graphiques : 2 cm)

5. En utilisant les variations de ¢, montrer que :

VeeRY, Inz<z—1

Partie I1

1. (a) Montrer, par exemple & 1’aide d’une dérivation, que

Vh <1, In(l—h)=— h+h—2+ +h—n —/ r dt (neNX)
o - 2 7 1—¢&

h "
On notera fy,(h) = [ ] tdt. On suppose désormais h €]0, 1.
01—
. " h" .
(b) Montrer que si ¢ € [0,h], on a 0 < 17 < T Puis que
0< fulh) <hn | ——
~X n ~X 1 o h .

fn(h)
h

1
(c) En déduire que est intégrable sur [0, 5] pour n > 1 et que

1/2
fn(h) In2
0< dh < .
/ h n2n
0

2. (a) Montrer que

1 n 1/2 L
1
/gp(a:)dx =) up+ / fni(l)dh ol up = STTER
1/2 k=1 0
(b) Montrer que la série de terme général uy converge et en déduire de ce qui précéde que sa somme vaut
1

| p(x)da.
1/2

3. Montrer que

+o00o 1
Z U < 29'102
k=10

1

En déduire une valeur approchée a 107 prés de [ ¢(x)dzx
1/2



