IECS 1987 Option économique Maths I
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Onnote: A= 2 -1 —4 et I=10 1 0
-2 -1 2 0 01

A. (1) Trouver (a,3) € R? tel que a < B et (A+al)(A+ BI)=0.
(2) Onpose M = A+al et N=A+ 1.
a. Déterminer M? et N2 en fonction de N et M. En déduire MP et NP pour tout p entier naturel.

b. Soient n et k£ deux entiers naturels vérifiant 0 < k < n.
Calculer M N et en déduire M*N"~*. (on remarquera que k —1>0et n —k — 1 > 0)

(3) a. Exprimer A en fonction de M et N.
b. Comparer M N et NM. En déduire A™ en fonction de n.

B. Soit f 'endomorphisme de R? défini par :
¥ =—6x+2y— 22

f {R3 — R3 / 9
. — —\ r o avec Yy = —2xr —Yy—=
u_(myyvz) = f(U)—(CL‘,y,Z) z’:8x—4y+2z

(1) Trouver 7 = (a1,b1,¢1);  J = (az2,b2,¢2); ? = (as, bs, c3) tels que

- = —
(i, 7, k) base de R?
— — — — — —
f(’L):—OZZ, f(]):_ﬁja f(k"):_ﬂk
ol « et 3 sont les valeurs définies au A.1.
(2) Soient (7n)nen, (Sn)neN, (tn)nen les trois suites définies par :
g1 = —61ry — 25, + 8ty
Sp+l = 21y — Sp — 4ty avec rg = —7, So =9, top = —3

tn+1 = —2Tn — Sp + 2tn

Up = a1y + b1sy + c1ty

On pose Up = GoTy + basy + cat,, , les nombres a;, by, ¢; (1 = 1,2,3) étant ceux déterminés au B.1)
W, = agry + bzsp + 3ty

a. Exprimer un41, Unt1, Wnt1 respectivement en fonction de wuy,, vy, wy, et en déduire une expression
de uy, vy, w, en fonction de n.

b. Déterminer r,, s,, t, en fonction de chaine de n.

(3) On définit (r],)nen, (S),)nen et (t,)nen par :

r -7
/
s, ] =A"| b
/
¢ 3
Comparer 7, sh, th et vy, sp, tn.
- 11 -



On note F I'ensemble des fonctions continues sur Ry. Pour f et g éléments de E, on définit la fonction f x g par

la relation :

(f % 9)(x) = f(x) / o(t)dt + 9() / f(H)dt (pour z € R,)
0 0

x
A. (1) Soit f € E et soit F une primitive de f sur Ry. Pour z € Ry, exprimer [ f(¢)d¢ en fonction de F. En
0

déduire que la fonction
R+ — R

r fxf(t)dt
0

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
(2) Montrer que ¥(f,g) € E%, fxg¢€ E.
(3) Montrer que :

x x

W) e B voere [(xpwd= | [nwa) | [ o
0 0 0
(4) Soit (f,g,h) € E3
a. Comparer f x g et g X f.
b. Pour (A, ) € R?, exprimer f x (Ag + ph) a laide de f x g et de f x h.
Comparer A(f X g), (Af) x g et f x (Ag).
c. Onnote a=f x (g x h)et b= (f xg) X h.

Pour = € Ry, comparer [a(t)dt et [b(t)dt. En déduire que f x (g x h) = (f % g) X h.
0 0

B. La question 1) est indépendante de la question 2)

(1) Soit f une fonction de classe C* sur R, vérifiant :
f(O)=1 et VzeR,, z(z+1)f(z)+ f(z)=(z+1)%"
R+ — R
On note ¢ : _ 1
v = 9@ =y

a. Calculer (f' x g)(x) pour z € R4.
b. En utilisant la formule du A.3) montrer :

(z+1)(e" = 1)

Ve e RY, f(z)= "

(2) On rappelle que Va € R
n k
. a4
Jm D gr=e
k=0
Pour f € F et n € N*, et on pose :
fU = fet, pourn>2, f0 =t

a. Montrer par récurrence :

T

Vn € N¥, /f[n}(t)dt _ /f(t)dt (o1 € Ry).
0

0

En déduire une expression de fI" en fonction de f(x) et de [ f(t)dt.
0

o



b. On définit h,, (resp. h) sur R4 par la relation

" rlK] t)dt
(@) =S @) (resp. h(e) = F@ped .

Donner une expression de hy,(z) en fonction de f(z) et de [ f(t)dt.
0

Calculer lirf hn(z) et exprimer cette limite en fonction de h(z).
n—-r+oo

Déterminer [ h(t)dt en fonction de [ f(t)dt.
0 0



