ISG 1987 Option économique et technologique

EXERCICE

Soit a un réel et b un réel strictement positif. Pour toute fonction f de classe C° sur 'intervalle J = [a — b, a+ b],
a valeurs dans R, on notera f(™ sa dérivée nieme.

1. Montrer par récurrence sur n € N*| et a I’aide d’une intégration par parties que :
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Veed, f(z)= i (z ;!a)kf(k) (a) + 1 /(x _ t)”f("+1)(t)dt.
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2. En notant P, le polynome P,(x) = f(a) + > 0
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, montrer que :

f®)(a) et M, la borne supérieure de l'image de J

par 'application continue, x +— ‘ I (")(g:)
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Veed, |[f(z)—Puz)| <

3. Application numérique :

—aie

On se propose de calculer une valeur approchée de 'intégrale I = [ e”|In(1 + x)| dz. On prend désormais

=
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flz)=In(l+z),a=0,b= 1 et donc J = [_Zal]

(a) Calculer f)(z) et Mj, pour tout k € NX.

(b) Trouver un entier ng > 0 tel que : Vo € J, |f(z) — Py, (x)| < 1073.
Expliciter les coefficients de P, et étudier son signe sur J.
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(c) Sit J = [ €¥|Py,(z)| dz. Donner un majorant de |I — J| sous la forme §.107%, o § € N*.
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(d) Déterminer une primitive de e* Py, () sous la forme e*Qp, (), ott Qp, est un polynéme de méme degré
que P,,, puis donner la valeur de .J arrondie a la quatriéme décimale.

(e) En déduire une valeur approchée de I & 1073 pres.

Probleme

Premiére partie

On désigne par S 'ensemble des suites réelles. On rappelle que si u = (uy)n>0 et v = (vy)n>0 sont des éléments
de § et A un réel, u — v désigne la suite w = (wy)n>0 telle que Vn > 0, w, = u, — v, et \u désigne la suite
T = (Tn)n>o telle que Vn >0, x, = Auy,. (S,+,.) est alors un espace vectoriel réel, ce qu’on ne demande pas de
vérifier.

1. Soient a, b, ¢ trois réels fixés. On appelle€ 1'ensemble des suites réelles u = (uy,)n>0 vérifiant la relation de
récurrence linéaire

(E) VYn>0, upts+ aupyo + bupsq + cuy =0

Démontrer que £ est non vide et est un sous-espace vectoriel de S.
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2. On note f l'application de £ dans R3 définie par :

Vu = (un)nzo0 € &, f(u) = (uo, u1,u2)

Démontrer que f est un isomorphisme de & sur R3.
Que peut-on en conclure sur la dimension de &£ 7

Deuxiéme partie

On considére une urne contenant 3 boules de couleurs différentes. On effectue des tirages successifs avec remise.
On s’arréte dés qu’on a obtenu 3 boules consécutives de la méme couleur. On note X la variable aléatoire "nombre
de tirages effectués", a valeurs dans N*.

1. Soit p, = P(X =n) et ¢, = P(X < n) pour n > 1.
Bien entendu, p1 = p2 = ¢1 = co = 0. Que valent ps, p4, c3, ¢4 7 Plus généralement, que vaut ¢, en fonction
des pp, k<n?
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2. Démontrer que, Vn > 1, ppi3 = E(l —¢p)- En déduire que Vn > 2, ppys — Dni2 + o7Pn = 0
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3. (a) Vérifier que le polynéme P(z) = 23 — 2% + o7 peut se mettre sous la forme (z — g)Q(x) ou Q(x) est

un polynéme du second degré dont on calculera les 2 racines réelles A1 et Aa. On notera A3 = —.
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(b) Démontrer que les 3 suites (A])n>0, (A3 )n>2 €t (A5)n>3 sont linéairement indépendantes dans S et sont
solutions de I’équation :
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(E') Vn>=0, Upis— Unpi2+ ﬁun =0

(c) A laide des résultats de la premiére partie, montrer I'existence de 3 constantes réelles vy, g, ag telles
que :

3
V=2, Py=) a7
i=1
Donner les valeurs de ag, as, as.

4. (a) Calculer ¢, pour tout n > 2. Vérifier que ¢, a pour limite 1 quand n tend vers +oco
(b) Calculer I'espérance de X. Vérifier que E(X) € N*.



