ISG 1987 Option générale

EXERCICE

oo dx
Po éel > 0, on pose F'(t) =
et n pose F(t) 0f(1+:n)(t+x)(t2+x)

1. Justifier la convergence de l'intégrale F'(t) pour tout ¢ > 0.

1—t] 20241+ ¢
2. Démontrer que Vt >0, |F(t)— F(1)| < | 3 | i (;——i-;:—)z dx

En déduire que la fonction F' est continue en 1.

3. (a) Donner la valeur de F'(1).
(b) Lorsque t # 1, déterminer trois réels A, B, C' dépendant de ¢ tels que :

Vo >0 ! A + B + ¢
x = .
T (4x)t+a)(2+z) 14+xz t+x P4z
Int
En déduire expression de F(t) pour t # 1 que 'on mettra sous la forme F'(t) = %, D désignant un

polynoéme et In la fonction logarithme népérien.

4. A Taide des résultats de 3), retrouver la continuité de la fonction F' en 1.

PROBLEME

Préliminaires
l1—a b

On désigne par I la matrice (1 0) et I'on considére la matrice M = ( a L—b

0 1 > ol a et b désignent deux

réels tels que a + b =10
1. Vérifier que 1 est valeur propre de M. Donner la seconde valeur propre o de M.
2. Déterminer 2 matrices R et S telles que R — S =1 et R — oS = M. Que vaut R?, RS, SR et S ?

3. Démontrer par récurrence sur R que Vn >0, M" =R+ a"™S

lere partie

On consideére deux urnes U; et Uz. Au départ, U; contient k1 boules noires (k; > 1) et 1 boule rouge et Uy contient
ko boules noires (k1 > 1). On effectue des tirages successifs avec les trois regles suivantes

(R1) le n'*™me tirage s’effectue dans I'urne Uy, o p(n) = 1 si n est impair et p(n) = 2 si n est pair.
(R2) sil'on tire une boule noire, on la remet dans 1'urne

(R3) sil'on tire la boule rouge, on la met dans autre urne

Pour n > 1, X,, désigne la variable aléatoire "numéro de I'urne dans laquelle se trouve la boule rouge aprés le
nieme tirage ". On note u, = P(X, =1) et 2, = P(X,, = 2).
Par commodité d’écriture, on posera ug =1 et zg =0
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1. Déterminer 2 matrices carrées réelles d’ordre 2, A et B, telles que

Vg €N, <Z2q+1> = A <Z2q> et <"’2q+2) - B <Z2q+1)
U2g+1 U2q U2q+2 U2¢g+1
2. (a) Effectuer le produit C' = BA.

)
(b) A T'aide des préliminaires, expliciter C? pour tout ¢ € N
(¢) Si C désigne AB, comment obtenir C4 ?

3. (a) Déduire de ce qui précede 2y, et ug, pour tout g € N.

(b) Montrer que les deux suites (z24)4>0 €t (u24)q>0 possedent des limites quand d — +o0, notées respec-
tivement z et u. Vérifier que z +u =1

(c) Comment choisir k1 et kg pour avoir z = u ?

4. Expliciter zoq11 et ugg+1 et montrer que les 2 suites (22¢+1)g>0 €t (U2g+1)g=0 possédent des limites quand
q — 400, notées respectivement z’ et «’. Comment choisir k; et ko pour avoir 2’ =u’ ?

5. Peut-on avoir z = 2" et u =u' ?

2éme partie

On reprend les hypothéses et les notations de la lére partie avec la modification suivante : la régle (R1) est
remplacée par (R1bis) le numéro de 'urne dans laquelle s’effectue le n'®™¢ tirage est désigné au sort a ’aide d’une
piéce de monnaie, pile désignant 1 et face désignant 2.

1. Démontrer qu’il existe une matrice carrée réelle d’ordre 2 D telle que Vn € N, <z"+1) =D (i") .
n+1 n

Quelle est la relation simple lie D aux matrices A et B 7
2. Expliciter D™ pour tout n € N. En déduire z, et u,.
3. Expliciter F(X,,), 'espérance de X,,, pour tout n > 1.

4. Démontrer que les 2 autres suites (z,)n>0 €t (upn)n>0 possédent des limites quand n — 400, notées respec-

tivement z” et u”. Peut-on avoir z” = u” 7 Dans ce cas, quelle est la limite de E(X,) quand n — 400
?



