ICN 1981

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 muni d’un produit scalaire. Le produit scalaire des vecteurs
u et v est noté u.v et la norme du vecteur u est noté ||u/| .
On désigne par

e B = (e1,e2,e3) une base orthonormée de E.
e F(E) lensemble des applications de E dans E.

e T'(E) l'ensemble des applications f de E dans E qui vérifient :

V(w,0) € Ex B, (u—v).[f(u) - f(v)] = 0
e L(FE) I'ensemble des endomorphismes de E.

I - Pour a € R, on consideére I'application f, de F(F) qui associe au vecteur v = z1e1 + xoes + xzes le vecteur

2

fa(v) = (14 3x2 — ag)er + (2axs — 3z1)ex + (2 + axy — a“z2)es.

1. Déterminer les valeurs de a pour que f, € T(E).
2. On prend a = 2

e Démontrer qu’il existe un vecteur w et un endomorphisme g de E tel que Yu € E, fo(u) =
w + g(u).
Donner la matrice de g dans la base B.
Déterminer ker g et Im g.

e Démontrer qu’il existe (n,i)) € ker g X Im g et un nombre réel « tels que C = (n, i, ag(i)) soit une
base orthonormée de FE.
Donner la matrice de g dans la base C.

ITI - 1. Démontrer que T'(E) est un sous-espace vectoriel de F(E).
2. soit f € L(IE)NT(E)
e Calculer pour (u,v) € E X E, wu.f(u) et u.f(v)v.f(u)
e Calculer e;.f(e;) +e;.f(ei) pour (i,5) € {1,2,3}2
3. Soit f € F(E)

e Démontrer que f € T(E) N L(E) si et seulement si il existe (a1, a2, a3) € R3 tel que la matrice M

0 —Qs3 (%)
de f dans la base B soit M = | ag 0 —-o
—Q9 (5] 0

e Donner la dimension de T'(E) N L(E).
4. Soit f € T(E)NL(E) avec f différent de la fonction nulle. Soit By = (g1, €2, ¢3) une base orthonormée

0 —a3 as 0 -85 B
de E. On désigne par M = | as 0 —a1|etM =| b5 0 —pf1 | les matrices de f dans
—ay o 0 —Bs B4 0

les bases B et By. On pose R = aje1 + agea + ases et S = 161 + Paea + Bies

a) e Démontrer que f est de rang 2.
e Calculer f(R) et f(S).



b) e Démontrer que
VoeE, (fof)(v)=(Rv)R—|R[*v=(Sv)S—S|*v
e Comparer R et S.

IIT - 1. Soit K(E) I'ensemble des applications constantes de E dans F

e Démontrer que K (F) est un sous-espace vectoriel de T'(E)
e Donner la dimension de K(E)
2. Soit f € T(E). On définit Papplication ¢ de F(E) par p(u) = f(u) — f(0g), ot Og est le vecteur nul
de E.
a) Démontrer que ¢ € T'(E).
b) Démontrer que V(u,v) € EX E, u.p(u
u.(v

~—

+ 1

0
p(u) =0
En déduire que ¢ € L(E).
c) Démontrer que T(E) N L(FE) et K(F) sont des sous-espaces supplémentaires de T'(FE).
Donner la dimension de T'(F).

N.B. : La question I est indépendante des questions II et III



