ICN 1979

ler probléme

On désigne par
e F un espace vectoriel sur R de dimension 3
e B = (e1,e2,e3) une base de E.

e M3(R) lespace vectoriel sur R des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels, d’élément neutre 0 et
d’élément unité I.

e U un élément de M3(R) différent de 0 et 1.

o o1 Tavlicati  M(R) — M3(R)
py l'application ¢y : X  UX - XU

I - Démontrer que @;; est un endomorphisme non bijectif.

IT - On suppose qu’il existe trois réels Aj, A2, A\3 et une matrice inversible P de M3(R) tel que

M 0 0
U=P[0 X 0]|P!
0 0 A3

1. Pour (i,5) € {1,2,3}2, on pose N;; = PM,; ;P~1, ou M;; est la matrice de M3(R) formée de 0 sauf
I’élément de la i*™€ ligne et de la j¢™¢ colonne qui vaut 1.
Démontrer que (N; ;)i jye(1,2,332 est une base de M3(R)

2. Calculer ¢y (N; ;).
Donner une base de Im ¢, et de ker ¢y;.
Dans le cas ou les nombres Aj, Ao, A3 sont distincts deux & deux, donner l’expression générale des
matrices de Im ¢;; en fonction de P et P~1.

3. Soit f un endomorphisme de E de matrice M = (a; ;) dans la base B.
On suppose que a; 3.a23 7# 0 et que a1,1 +az2 +az3 =0.
Pour (a,3) € R? on pose €] = e1 + aez, €5 =es+ Pes et €5 = e3.
Démontrer que B’ = (€, €5, €4) est une base de E.

0 a b
Démontrer que ’on peut choisir a et 3 tel que la matrice de f dans la base B’ soit [ ¢ 0 d
e h O

Déduire des questions précédentes qu’il existe deux endomorphismes de F, g et h tels que f = goh—hog.

2éme probléme
Pour n € N, on désigne par E,, ’ensemble des fonctions f définies et deux fois dérivables sur [0, +oo[ vérifiant
Vz € (0,400, 4zf’(z)+ (2—4n)f (z)+ f(z) = 0.
I - Soit la fonction h définie par h(z) = cos/z.

1. Etudier les variations de h.
Construire la courbe représentative de h sur [0, 472].
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2. Démontrer que h € Ej.
IT - Pour n € N, on considére une suite g, de fonctions définies sur [0, +-o00[ par

g0 € Ey

T

g(x) = Ofgnfl(t)dt + (4n —2)gp—1(0) sin > 1.

1. a) Démontrer que g, € E,.
b) Déterminer pour n > 2 la relation existant entre g,—2, gn—1 €t gn.

2. On suppose gg = h.

a) Calculer g;.
b) Démontrer qu’il existe deux suites de fonctions polyndémes P, et @, telles que :

Vo € (0,400l gu(x) = Pa(v/&) cos VE + Qu(v/a) sin /2.

Donner une relation de récurrence permettant de calculer P, et ),,.
Application : calculer go.



