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L�objet du probléme est l�étude de quelques aspects de la théorie classique du risque dont le contexte et les
notations sont introduits au fur et à mesure.
Dans tout le probléme, on considére deux suites de variables aléatoires réelles (�n)n2N� et (Cn)n2N� , dé�nies sur
un même espace probabilisé (
;B;P) , véri�ant les conditions suivantes :

1. les variables aléatoires (�1;�2; : : : ;�n; : : : ; C1; C2; : : : ; Cn; : : : sont indépendantes,

2. les variables aléatoires �1;�2; : : : ;�n; : : : sont strictement positives et ont toutes la même densité égale sur
]0;+1[ à la densité d�une variable aléatoire exponentielle d�espérance égale à 1,

3. les variables aléatoires Cl; C2; : : : ; Cn; : : : ont toutes la même densité qu�une variable aléatoire exponentielle
d�espérance égale à c.

On pose To = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, on note Tn la variable aléatoire dé�nie par :

Tn =
nX
i=1

�i

On observera que la suite (Tn)n2N est strictement croissante et que, pour tout entier naturel n, on a l�égalité:
�n+l = Tn+l � Tn.
On notera E(X) l�espérance d�une variable aléatoire X dé�nie sur (
;B;P).
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1ère partie : Etude d�une variable aléatoire

1. Pour tout entier naturel n, déterminer l�espérance et la variance de la variable aléatoire Tn.

2. Soit t un réel positif ou nul.

(a) Pour tout entier naturel n strictement supérieur à t, justi�er l�inclusion entre événements :

[Tn < t] � [jTn � nj > n� t]

(b) A l�aide de l�inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire la valeur de lim
n!+1

P([Tn < t]).

(c) En déduire que l�événement
+1T
k=1

[Tk < t] est de probabilité nulle.

3. Soit t un réel positif ou nul. Etant donné un élément ! de 
, on note N(t)(!) le plus grand élément de
l�ensemble fn 2 N ;Tn(!) 6 tg (qui contient 0) si cet ensemble est �ni, et N(t)(!) = 0 sinon.
On observera que, pour tout entier naturel n non nul, N(t) est égal à n si et seulement si: Tn 6 t < Tn+l.
Montrer que l�application N(t) est une variable aléatoire réelle véri�ant: P([N(t) = 0]) = P([T1 > t]).

4. (a) Pour tout entier naturel n non nul, reconnaître la loi de la variable aléatoire Tn.

(b) Soit t un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n non nul, justi�er l�égalité :

1 =
nX
k=0

tke�t

k!
+ e�t

tZ
0

(t� u)n
n!

eudu

En déduire l�égalité: P ([N(t) 6 n]) =
nP
k=0

tke�t

k!
.

(c) Pour tout réel t positif ou nul, reconnaître la loi de la variable aléatoireN(t).

2ème partie: Etude de la probabilité d�être en dé�cit aprés le premier ou le
second sinistre

Dans cette partie on considére deux réels a et r, r étant strictement positif et, pour tout réel positif t, on note

Ka(t) la variable aléatoire dé�nie par l�égalité: Ka(t) = a + rt �
N(t)P
i=1

Ci en convenant que la somme
N(t)P
i=1

Ci est

nulle lorsque N(t) est nul.
En particulier, Ka(To) = Ka(O) = a et, pour tout entier naturel n non nul, puisque N(Tn) = n,

Ka(Tn) = a+ rTn �
N(t)X
i=1

Ci

Par exemple, Ka(t) pourrait représenter le capital (aléatoire) au temps t d�une compagnie d�assurance disposant
d�un capital initial (de montant a éventuellement négatif), percevant des primes (de montant égal à r par unité
de temps), et indemnisant des assurés victimes de sinistres de co�ts aléatoires (les Ci) survenant à des dates
elles-mêmes aléatoires (les Ti) .
Dans cette partie, le réel a étant �xé, la variable aléatoire Ka(t) sera notée plus simplement K(t).

1. (a) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire �r�1.
(b) Déterminer une densité de probabilité f , continue sur R, de la variable aléatoire L1 = C1 � r�1.
(c) En déduire l�expression de la fonction de répartition F de la variable L1 puis l�égalité :

P([K(T1) < 0]) =

8<: 1� r

c+ r
exp(

a

r
) si a 6 0

c

c+ r
exp(

�a
c
) si a > 0
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2. On pose L2 = C2 � r�2 et on considére la fonction g associant à tout réel x le réel

g(x) = P([L1 6 x] \ [Ll + L2 6 a])

(a) Pour tout réel h strictement positif, justi�er les inégalités :

g(x+ h)� g(x) > P([x < L1 6 x+ h])P ([L2 6 a� x� h])

et
g(x+ h)� g(x) 6 P ([x < L1 6 x+ h])P ([L2 < a� x])

(b) En déduire que la fonction g est dérivable à droite sur R avec, pour tout réel x, g0d(x) = f(x)F (a� x).
On admet que g est dérivable sur R avec, pour tout réel x, g0(x) = f(x)F (a� x).

3. (a) Prouver l�égalité:

P ([L1 6 a] \ [L1 + L2 6 a]) = lim
n!+1

P([�n < L1 6 a] \ [L1 + L2 6 a])

(b) En déduire l�égalité :

P ([L1 6 a] \ [Ll + L2 6 a]) =

aZ
�1

f(x)F (a� x)x

(c) Etablir les égalités :

P([K(Tl) < O] [ [K(T2) < O]) = 1�
aZ

�1

f(x)F (a� x)x

et

P([K(Tl) < 0] [ [K(T2) < O]) = P ([Ll > a]) +

aZ
�1

f(x)P ([L2 > a� x])x

4. En déduire, dans le cas où a est un réel positif ou nul, l�égalité :

P([K(Tl) < 0] [ [K(T2) < 0]) =
c

c+ r

�
1 +

a

c+ r
+

rc

(c+ r)2

�
exp(

�a
c
)

3ème partie: Etude de la probabilité d�être en dé�cit au cours du temps:
deux premiers cas

Dans cette partie, le réel a n�étant plus nécessairement �xé, on utilisera la notation Ka(t).

Pour tout réel a, on note �(a) la probabilité suivante :

�(a) = P

 
+1[
n=0

[Ka(Tn) < 0]

!

Dans le contexte décrit plus haut, �(a) représenterait la probabilité que la compagnie d�assurance (disposant d�un
capital initial de montant a) soit en dé�cit aprés un sinistre. En particulier �(a) = 1 si a < O.

1. Montrer que la fonction � est décroissante.

2. Pour tout réel a, quelles minorations de �(a) peut-on déduire de la partie II ?
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3. On admet que la fonction � est continue sur R+ et véri�e, pour tout réel a positif ou nul l�égalité :

�(a) = P([Ll > a]) +

aZ
�1

f(x)�(a� x)x

Pourquoi, intuitivement, peut-on conjecturer cette égalité ?

4. Soit a un réel et n un entier naturel.

(a) Calculer l�espérance de Ka(Tn) en fonction de n; a; c et r. Trouver sa limite quand n tend vers l�in�ni,
selon les valeurs comparées de c et r.

(b) Calculer la variance de Ka(Tn) en fonction de n, r et c.

5. Dans cette question, on suppose que c est strictement plus grand que r et on considére un réel a positif ou
nul.

(a) Pour tout entier n strictement supérieur à
a

c� r , établir l�inégalité :

P([Ka(Tn) < 0]) > 1�
n(c2 + r2)

(a+ nr � nc)2

(b) En déduire l�égalité: �(a) = 1.

6. Dans cette question, on suppose que c est égal à r et on considére un réel a positif ou nul.

(a) Soit y un nombre réel. En remarquant que, pour tout entier naturel n non nul, on a l�égalité

Ka(Tn) = a�
nX
i=1

(Ci� r�i)

et, à l�aide du théoréme de la limite centrée, exprimer le réel lim
n!+1

P([Ka(Tn) 6 a+y
p
n]), en utilisant

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

(b) Pour tout nombre réel y strictement positif �xé, établir, pour tout entier naturel n assez grand, la
double inégalité :

P([Ka(Tn) 6 a� y
p
n]) 6 P([Ka(Tn) < O]) 6 P([Ka(Tn) 6 a+ y

p
n])

(c) En déduire la limite de la probabilité P ([Ka(Tn) < O]) quand n tend l�in�ni puis l�inégalité: �(a) > 1

2
.

4ème partie: Etude de la probabilité d�être en dé�cit au cours du temps: le
dernier cas

Dans cette partie, on suppose que c est strictement plus petit que r.

1. (a) En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n et tout réel a positif ou nul, l�inégalité
:

�(a) > c

c+ r
exp

�
�a
c

� nX
k=0

ak

k!(c+ r)k

(b) En déduire, pour tout réel a positif ou nul, la minoration :

�(a) > c

c+ r
exp

�
�ar

c(c+ r)

�
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2. (a) Montrer que pour tout réel positif � véri�ant � <
1

c
, la variable exp(�L1) posséde une espérance qu�on

calculera.

(b) Soit n un entier naturel non nul. On pose Sn =
nP
k=1

(Ck�r�k). Pour tout réel positif � véri�ant � <
1

c
,

justi�er l�égalité :

E(exp(�Sn)) =
1

(1 + r�)n(l � c�)n

3. (a) Pour tout réel positif � véri�ant � <
1

c
, tout réel a positif ou nul et tout entier naturel n non nul,

établir l�inégalité :
P([Sn > a]) 6 e��aE(exp(�Sn))

(b) En déduire que tout réel � élément de ]0;
1

c
� 1
r
[, la série de terme général

1

(1 + r�)n(1� c�)n converge
et qu�on a l�inégalité :

P

 
+1[
n=1

[Sn > a]

!
6 e��a

+1X
n=1

1

(1 + r�)n(l � c�)n

4. En remarquant que, pour tout réel a positif ou nul, �(a) = P(
S+1
n=1[Sn > a]), établir les résultats suivants :

(a) lim
a!+1

�(a) = 0,

(b) Pour tout réel � véri�ant O < � <
1

c
� 1
r
, et tout réel a assez grand, on a l�inégalité: �(a) 6 e��a

(on introduira un réel �, véri�ant � < �;<
1

c
� 1
r
).

5. (a) Montrer que si une fonction  est continue sur R+ et de limite nulle en +1, alors la fonction j j a un
maximum sur R+.

(b) Soit �l et �2 deux fonctions continues sur R+, toutes deux de limite nulle en +1, véri�ant pour tout
réel a positif ou nul, les égalités :

�(a) = P([Ll > a]) +

aZ
�1

f(x)�(a� x)x et �2(a) = P ([Ll > a]) +

aZ
�1

f(x)�2(a� x)x

Montrer que les fonctions �l et �2 coïncident sur R+.
(c) Etablir, pour tout réel a positif ou nul, l�égalité suivante :

�(a) =
c

r
exp

�
�a(1

c
� 1
r
)

�
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