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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : Dutilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Le but de ce probléme est ’étude des réalisations de trois “ face ” consécutifs dans une suite de parties de pile ou
face, ce qui fait 'objet de la partie III. A cet effet, on s’intéresse tout d’abord dans la partie I aux puissances de
deux matrices, puis, dans la partie II, au comportement asymptotique d’une suite.

La répétition d’un méme événement dans une suite de tirages indépendants constitue un modéle commode pour
[’étude de certains problémes de gestion, notamment de réapprovisionnement des stocks.

Partie 1

On considére les deux matrices M et N suivantes :

11 11 1110
1 1
V=3lo 100 ¥ 3lo1 00
0010 00 1 2
1. Calculer M2, M3 et M*. En déduire la relation :
AM* —2M3 —M? —M =0 (1)
2. Calculer N2, N3 et N*. En déduire la relation :
SN* —12N3 +2NH) + N+ 1, =0 (2)
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Partie 11

1
On étudie dans cette partie la suite (g,)n>1telle que : g1 = g2 = 0,¢3 = 3 et vérifiant pour n > 1 la relation :

8qn+3 = 4qn+2 + 2¢n+1 + ¢n (3)
A cet effet, on considere la fonction ¢ suivante, définie sur r par :

g(x) = 82% —42? — 2z — 1

1. (a) Etudier et représenter graphiquement la fonction g.

(b) En déduire que I’équation g(z) = 0 admet une racine réelle r et une seule.

2. (a) Donner I’équation y = t(z) de la tangente en = 1 a la courbe représentative de g. Calculer la racine
p de l'équation t(z) = 0.
(b) Calculer g(p) et g(p —0,01). Donner un encadrement de r d’amplitude 0, 01.

3. (a) Montrer qu’il existe un réel a et un seul, que l’on exprimera en fonction de r, tel que, pour tout réel x
1
 g(x) = (x —7)(822 + az + ;)

(b) Montrer que ’équation g(z) = 0 admet, outre la racine réelle r, deux racines complexes z et Z(que 'on
ne cherchera pas a exprimer). Evaluer le produit 2z de ces deux racines. Exprimer |z| en fonction de r
et prouver que |z| < r.

4. Soit E Pensemble des suites réelles ou complexes (up)n>1 vérifiant la relation suivante, pour tout entier
naturel non nul n :8
Un+3 = 4un+2 + 2un+1 + up

(a) Montrer que les suites (7"),>1, (2")n>1€t (Z")n>1 appartiennent a E.

(b) On considere le systéme d’équation :

ar+Bz+vz2=0

ar? + 822 ++4z22 =0
1
ard + B23 + 47 = 3
Montrer que @« = ——————, ou a est le réel introduit dans la question précédente. Prouver que
83 +ar? +1

B =7. (On ne demande pas d’expliciter 3 et )

(¢) En déduire que pour tout entier naturel non nul n :

216

qn = ar™ + 32" + BZ" et |gn — ar™| < =
(8r)2

(d) Etablir que :g, ~ ar™ quand n tend vers +o00. Calculer lim iaw
n—-+o0o n—+o00 (p

5. (a) A l'aide de la relation définissant ¢,,, donner un algorithme permettant de calculer g pour k < n

et obtenir ainsi des valeurs approchées de g pour k < 15 (que l'on donnera avec six décimales), puis
dn+1

n
(b) En procédant comme dans la question 2, donner un encadrement de r d’amplitude 0,0001, puis une
valeur approchée de a.

du quotient (avec quatre décimales).
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Partie 111
A/

On effectue une suite infinie de pile ou face avec une piéce équilibrée. Pour tout entier naturel non nul n, on
considére la variable aléatoire Y;, prenant pour valeur :

e 0 sile n“" jet a amené “pile”

e 1sile n"€ jet a amené “face”, celui ci étant le premier, ou le quatriéme, ou le septiéme,..., ou le (3k+41)"€,...

“face” obtenu depuis le précédent pile (ou depuis le début du jeu si “pile” n’est pas encore sorti)

e 2 sile n®™ jet a amené “face”, celui ci étant le deuxiéme, ou le cinquiéme, ou le huitieme,..., ou le (3k +
2)ceme ... “face” obtenu depuis le précédent pile (ou depuis le début du jeu si “pile” n’est pas encore sorti)

o 3 sile nf™¢ jet a amené “face”, celui ci étant le troisiéme, ou le sixiéme, ou le neuviéme,..., ou le (3k-+3)°™¢....
) ) M ) ) )

“face” obtenu depuis le précédent pile (ou depuis le début du jeu si “pile” n’est pas encore sorti)

On dit qu’une série de trois “face” consécutifs s’achéve a I'issue du n®™® jet si et seulement si I’événement (Y'() = 3)
est réalisé).
Ezxemple. Soit la suite de résultats (F désigne “face” et P désigne “pile”) :

Numérodujet |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8|9]10|11 12|13 |14
résultat P F/F¥F P/ P|PF|FF|F|F|F|P|F

Alors :

Yl = 07 Y2:17 Y3:27 Y21207 Y’5:07 }/6:07 Y7:17
Ys = 2, Y9=3, Yio=1, Yn=2 Yi2=3, Yi3=0, Yiu=1,..

et trois “face” consécutifs ont été obtenus aux neuviéme, douxiéme, ... jets.
1. Exprimer pour ¢ = 0,7 = 1,7 = 2 et 4 = 3 les probabilités P(Y,+1 = i) en fonction des probabilités P(Y,, = j)
pour j =0,7=1,7=2et 5 =3.

2. On pose a, = P(Y,, =0),b, = P(Y,, = 1),¢p, = P(Y,, = 2),d,, = P(Y,, = 3). Pour tout entier naturel non
nul n, soit V,, la matrice colonne définie par :

Vi =

(a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :
Vog1 =MV,

ou la matrice M est définie dans la partie I.

(b) En multipliant a droite la relation par V,,_1 (ot n > 2), établir une relation entre V;, 13, Vi, 42, V116t
Vi, puis entre dy43, dpt2, dnt1 €t dy.

(c) Calculer dy,da,ds et dy.

(d) A T'aide de la relation définissant (d,), obtenir des valeurs approchées de dj pour k < 15 (que l'on
donnera avec six décimales). Que constate-t-on ?



B/

On s’intéresse maintenant & la variable aléatoire X indiquant le numéro du jet ou, pour la premiére fois, on a
obtenu trois fois de suite le résultat “face”. Pour tout entier naturel non nul n, on considére la variable aléatoire
iy

e prenant pour valeur 3 si trois “face” consécutifs sont obtenus a l'issue du n()jet ou ont été déja obtenus a
I'issue d’un jet antérieur;

e prenant sinon pour valeur :
0 si le n“™?jet a amené “pile” ;
1 si le n“"jet a amené “face”, ce “face” étant le premier obtenu depuis le précédent “pile” (ou depuis le
début du jeu si “pile” n’est pas encore sorti)
2 si le n“"“jet a amené “face”, ce “face” étant le second obtenu depuis le précédent “pile” (ou depuis le

début du jeu si “pile” n’est pas encore sorti)

L’événement (X < n) est donc réalisé si et seulement si I’événement (Z,, = 3) est réaliseé.
Ezemple. En reprenant la suite de pile ou face donnée dans la partie III.A, on a :

X=9,721=0,2y=1,73=2724=0,25=0,76=0,27 = 1, Zg = 2 et pour n > 9, Z, = 3.

1. Exprimer pour i = 0,7 = 1,7 = 2 et ¢ = 3 les probabilités P(Z,+1 = i) en fonction des probabilités P(Z,, = j)
pour j=0,7=1,7=2et j=3.
2. On pose a, = P(Z,=0), b, =P(Z,=1), d,=P(Z,=2), d,=P(Z,=3).

n
Pour tout entier naturel non nul n, soit W, la matrice colonne définie par :

ar,
b/
Wo=1|7
C'fl
dy,
(a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :
Wn+1 = NWn

ou la matrice N est définie dans la partie I.

(b) En multipliant a droite la relation (2)) par W,, (oun > 2), établir une relation entre Wy, 14, W43, Wi2, W11
et Wy, puis entre d}, 4, d,  3,d;, o, d;, 1 et d,.

(c) Calculer P(X =1),P(X =2),P(X =3) et P(X =4). Montrer que, pour n > 2 :

P(X=n)=d,~d,

(d) Comparer P(X = n) alasuite (g,)nen ¢tudiée dans la partie IT. En déduire un équivalent de P(X = n)
P(X=n+1)
P(X =n)

lorsque n tend vers +oo, et la limite de la suite



