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Les parties I et II sont indépendantes.

On désigne par a et b des fonctions a valeurs réelles continues sur l'intervalle [0,1]. On suppose que, pour tout
élément ¢ de [0, 1], a(t) > 0.

L’objet du probléme est d’étudier un procédé d’approximation d’une fonction f & valeurs réelles de classe C* sur
[0, 1], sachant que, pour tout élément ¢ de [0, 1],

F(t) —a(t) f(t) = b(t)
FO = f()=un,

et

oll A et p sont des nombres réels donnés.

A cet effet, on introduit une subdivision (o, ¢1,...,tn+1) & pas constant h = 1/(n+1) de l'intervalle [0, 1], oi n est
un nombre entier strictement supérieur & 2. Autrement dit, pour tout nombre entier naturel k tel que k < n + 1,
tr = kh.

Dans la partie I, on montre que, pour approcher f sur [0, 1], il suffit de connaitre une valeur approchée uy de f(ty)
en chaque point t;. Les parties I et III décrivent un algorithme de construction des valeurs approchées uy.
Pour toute fonction g a valeurs réelles de classe CP sur I'intervalle [0, 1], on pose :

My(g) = sup |g(1)]
te(0,1]
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PARTIE 1 : Approximation de f par une fonction affine par morceaux.

1. Soient g une fonction a valeurs réelles de classe C2 sur [0, 1] et (a, ) un couple d’éléments de [0, 1] tel que
a < . On suppose que g(a) = g(B) = 0.

(a) Soit G la fonction définie sur [0, 1] par les relations :
_ g(t . o
G(t) = sit# et G(a) =¢'(a)

Prouver que G est continue, puis qu’elle est de classe C1.
Prouver que, pour tout élément ¢ de [0, 1],

1
0] < 3Malo)
(b) En conclure que, pour tout élément ¢ de [0, 1],

9] < 51t = a)(t = B) Ma(g)

DN |

2. Soit 1, la fonction définie sur [0, 1] par les conditions suivantes :

e pour tout entier k appartenant a [0,n + 1], ¥y, (tx) = f(tx) ;

e pour tout entier k appartenant a [0, n], la restriction de v, a Uintervalle [tx, tx+1] est affine.

Montrer que, pour tout élément ¢ de [0, 1],

2

76— n(0)] < S 2o()

3. Soient enfin (ug, uy,...,,u,+1) une suite de nombres réels et ¢, la fonction définie sur [0, 1] par les conditions
suivantes :

e pour tout entier k appartenant a [0,n + 1], ¢, (tx) = ug ;

e pour tout entier k£ appartenant a [0,n], la restriction de ¢;, a Uintervalle [tx, tx11] est affine.

Montrer que, pour tout élément ¢ de [0, 1],
h2
f@) —en] < SMa(f)  on o= sup [f(ty) — ul

0<k<n+1

PARTIE II : Algorithme de résolution d’un systéme linéaire.

Soient (a1, a9, ...,ay) et (b1,be,...,by,) des suites de nombres réels. On suppose que, pour tout entier k appartenant
a [1,n], ax = 2. On considére le systéme d’équations linéaires :

ajuy  —  u2 = b0

—u; + aguz — u3 = b

(1) — U9 + asus — o = b3
— Up—2 + Ap_1Up—1 — Un = bp_1

\ - Unp—1 + apup, = bn




1. Montrer que l'on peut construire une suite (c1, ¢, ..., c,) de nombres réels appartenant a l'intervalle ]0, 1],

satisfaisant & la condition initiale ¢; = — et & la relation de récurrence :
ai
1 .
Chp] = ——— ol 1<k<g<n—-1
Ap41 — Ck
2. Soit (di,ds,...,d,) la suite de nombres réels définie par la condition initiale d; = bicy et la relation de
récurrence :

di+1 = (br1 + di)cri on 1<k<n—-1

Montrer que le systéme (1) admet une solution et une seule, et que celle-ci est déterminée par les relations :

Up, = dp,
up =di +cguprr sil<k<n—1

3. Montrer que si les nombres by, bo, ..., b, sont positifs (au sens large), il en est de méme pour les nombres

UL, U2y oo oy Up.
4. Dans cette question, on suppose que by = bs = --- = b, = 1. Montrer que, pour tout entier naturel k tel que

1<k <n,

1
0<u, < E(n—f—l)2
5. Dans le cas général, montrer que:
1
sup |ug| < =(n+1)% sup |by|
1<k<n 2 1<k<n

PARTIE 1III : Obtention de valeurs approchées de f aux points t;.

1. Soit ¢ un nombre réel tel que [t — h,t + h| soit contenu dans [0, 1]. Montrer que:

h4

g -
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A cet effet, on pourra introduire la fonction auxiliaire F définie sur l'intervalle [—h, h] par la relation :
F(z) = f(t+z)+ f(t —a) — 2f(t) — 2> f"(t)

On calculera les dérivées successives de F' jusqu’a lordre 3 et en particulier leurs valeurs a 'origine, et on
majorera |F"(z)| a laide de M4(f).

|[f(t+h)+ f(t—h) = 2f(t) = h*f"(t)] My(f)

2. En déduire que, pour tout entier naturel k tel que 1 < k < n,

h4
(2) = fltha+ 24 hPa(tr)] f(tr) — f(trer) = —R°b(ty) + e, o |eg| < 13 Malf)
3. On connait déja f(to) = f(0) = X et f(tnt1) = f(1) = p.
Pour approcher f(t1), f(t2),..., f(tn), on remplace les relations (2) par le systéme linéaire :
—up—1 + (2+ RPa(ty)) up — upyr = —h%b(t,) sil<k<n
ug = A et Upt1 = W
Montrer comment, a ’aide de la partie II, on peut construire la suite (ug, U1, ..., Up+1)-

4. Cette suite étant ainsi définie, établir que :
h2

6y < —
h> 9y

N

My(f)

En conclure que, pour tout élément ¢ de [0, 1] :

76— on(0)] < AR, o A= SM(F) + 5 Ma()
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