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Partie I

Soit n un nombre entier naturel non nul. On considère les fonctions numériques fn, gn et hn dé�nies sur l�intervalle
[0; n] par les relations:

fn(t) = (1�
t

n
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où g0n est la dérivée de gn.

1. Etudier la variation de hn. Dresser le tableau de variation de cette fonction.
En déduire la variation de gn. Montrer en particulier que gn est à valeurs positives et qu�il existe un élément
xn de [0; n] et un seul tel que, pour tout élément t de [0; n], gn(t) 6 gn(xn).

2. Montrer que gn(xn) 6
1

ne
.

3. Soit x un nombre réel strictement positif.

(a) Etudier la convergence des intégrales:
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(b) Soit c un réel strictement positif. Montrer que si n > c, alors:
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4. En déduire que la suite de terme général In(x) converge vers �(x).

Partie II

On admet la formule de Stirling:
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n!+1
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Soit � un nombre réel strictement positif. On pose:

P1(�) = 1 et 8n > 2; Pn(�) = (�+ 1)(2�+ 1) : : : [(n� 1)�+ 1]

J0(�) = 1 et 8n > 1; Jn(�) =

1Z
0
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1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n: (1 + n�)Jn(�) = n�Jn�1(�).

2. En déduire la valeur de Jn(�), que l�on exprimera à l�aide de Pn(�).

3. En e¤ectuant un changement de variable, trouver une relation entre Jn(�) et In(
1

�
).

En déduire un équivalent de la suite de terme général Pn(�).

4. Soit désormais x un nombre réel strictement positif. Pour tout nombre entier naturel non nul p, on pose:

Qn(p; x) = x(x+ p)(x+ 2p) : : : [x+ (n� 1)p]

Exprimer Qn(p; x) à l�aide de Pn(
p

x
). En déduire un équivalent de la suite de terme général Qn(p; x), les

nombres p et x étant �xés.

5. (a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n : Qn(2; x)Qn(2; x+ 1) = Q2n(1; x).

(b) En déduire une relation entre �(x); �(
x

2
) et �(

x+ 1

2
).

(c) En déduire la valeur de �(
1

2
), puis, à l�aide d�un changement de variable, la convergence et la valeur de
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