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Introduction

On étudie ci-dessous la fonction y d’une variable réelle, définie par :

_ " 21 1
ylz) = —5 v+

Dans la premiére partie on en construit la courbe représentative. Dans la deuxiéme partie on résoud certains
problémes relatifs & son intégration.

1. (a) Etudier les variations de la fonction u d’une variable réelle définie par :
u(z) =23 — 222 — 1

(b) Démontrer que I’équation

u(z) =0
a une et une seule racine réelle zg, et que
4/ 3 < x9
(c) Démontrer que 'on a plus précisément :
2<xy <3
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2. On construit par récurrence les suites réelles (x,,) et (y,) en posant :
pourn=1, x1=1, y; =3,

1

. 1

Tn = 5(Tn-1+Yn-1), Yn=Yn-1 sl u|(Tn-1+Yp-1)) <0
2 2

et pour n > 1,

1 . 1
Tn = Tn—-1, Yn = §($n71 + ynfl) 51 U 5(-7371,71 + ynfl) >0

(a) Calculer x5 et ya, x3 et y3, x4 et yq4.
(b) Montrer que 'on a, pour tout n,

Tp < T0 < Yn
(c) Démontrer que les suites (z,,) et (y,) sont adjacentes.

(d) Donner une valeur approchée de x¢ a 107! prés.

3. (a) Quel est le domaine de définition de la fonction y citée dans I'introduction ?
(b) Calculer la dérivée y'(x), et I'exprimer en fonction de u(z).
(¢) Dresser le tableau de variation de y.
4. (a) Calculer le développement limité a l'ordre 2 de la fonction y au voisinage de 0.
(b) Quelle est la tangente au point (0,0) de la courbe représentative de y 7 Quelle est la position de la

courbe par rapport a cette tangente au voisinage de (0,0) 7

5. Etudier les quatre branches infinies de la courbe représentative de y : existence d’asymptotes et position de
la courbe par rapport a celles-ci.

6. Tracer la courbe représentative de la fonction y.

PARTIE II

1. On considére les fonctions rationnelles A et B définies par :

it -2 -1

Alt) 6t 213 — 12— 1
B2 -2t —1)

¢t Bl = s e

(a) Déterminer la partie entiére de A.

(b) Quels sont les poles de A ? Quels sont leurs ordres de multiplicité 7 Donner la forme de la décomposition
de A en éléments simples et la forme de la décomposition de B en éléments simples (sans calculer les
numérateurs des éléments simples).

(c) Sachant que la partie de la décomposition de B relative au pole 0 est
1 2 n 6
3 2 t
donner la décomposition compléte de B en éléments simples. En déduire la décomposition de A en
éléments simples.

(d) Déduire des calculs précédents une primitive C' de A.

2. On veut determiner pour x > 1 une primitive de la fonction y citée dans I'introduction.



(a) Soit I la primitive de y définie, pour a > 1 et x > 1, par

z—1

I(z) = / © 2+ 1dz

Effectuer sur I(x) le changement de variable :
1
Zz:t—¥ avect > 0

(b) Exprimer I en fonction de C' définie en 1.d de la deuxiéme partie.

2
3. L’intégrale [ y(z)dz est-elle convergente ? Pourquoi ?
1

4. On considere aire J(m) de la région du plan définie par les inégalités suivantes :
o< <m et x4+ 1<y <y(x),
ol m est un parameétre supérieur ou égal a la racine xg définie en 1.b de la premiére partie.

(a) Représenter J(m) par des hachures sur le graphique de la courbe représentative de y.
(b) L’aire J(m) a-t-elle une limite finie lorsque m tend vers U'infini ?

(c) Calculer une valeur approchée de J(4) en utilisant la valeur approchée de xg calculée en 2.d de la
premieére partie.



