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La présentation, la lisibilité, l�orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l�appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d�aucun document; l�utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule l�utilisation d�une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l�épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d�énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu�il sera amené à prendre.

n désigne un entier supérieur ou égal à 2. On convient d�identi�er un vecteur X de Rn à la matrice-colonne
de ses composantes x1; x2; : : : ; xn dans la base canonique de Rn et l�on pose N(X) = max(jxnj ; jx2j ; : : : ; jxnj). De
même, on identi�e tout endomorphisme de Rn à sa matrice dans la base canonique de Rn.
Pour tout nombre réel � appartenant à [0; �], on considère la matrice réelle A(�) d�ordre n dé�nie par :

A(�) =

0BBBBBBB@

2 cos � �1 0 : : : 0

�1 2 cos � �1 . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . �1 2 cos � �1

0 : : : 0 �1 2 cos �

1CCCCCCCA
(La diagonale est donc composée d�éléments égaux à 2 cos �, la sous-diagonale et la sur-diagonale de �1 et

tous les autres éléments de la matrice sont nuls).
En�n, on convient de noter A la matrice A(0) et In la matrice unité d�ordre n.

Partie I

1. Etude de suites récurrentes linéaires.
On note E(�) l�espace vectoriel des suites réelles (uk) véri�ant pour tout entier k supérieur ou égal à 1 la
relation :

uk+1 � 2 cos �uk + uk�1 = 0

et l�on désigne par F (�) le sous-ensemble constitué des suites (uk) de E(�) telles que u0 = 0 et un+1 = 0.
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(a) Expliciter une base de E(�) en distinguant les trois cas 0 < � < �, � = 0 et � = �.
Déterminer la suite (sk(�)) de E(�) telle que s0(�) = 0, s1(�) = sin(�) lorsque 0 < � < �.

(b) Montrer que F (�) est un sous-espace vectoriel de E(�), puis déterminer F (�) pour � = 0 et pour � = �.

(c) On suppose 0 < � < �.
Montrer que F (�) se réduit à la suite nulle si � n�appartient pas à l�ensemble des réels de la forme
p�

n+ 1
, où p 2 [[1; n]].

(d) On suppose que � =
p�

n+ 1
, où p 2 [[1; n]].

Véri�er que la suite (sk(�)) appartient à F (�) et en déduire la dimension de F (�).

2. Noyau de la matrice A(�)

(a) Soit X un vecteur de composantes x1; x2; : : : ; xn dans la base canonique de Rn.
� A quelle condition sur x1; x2; : : : ; xn appartient-il au noyau de A(�) ?
� En déduire qu�un vecteur X appartient au noyau de A(�) si et seulement s�il existe une suite (uk)
appartenant à F (�) telle que u1 = x1; u2 = x2; : : : ; un = xn.

(b) En déduire le noyau de A(�) en fonction des valeurs prises par � dans [0; �].
Pour quelles valeurs de � dans [0; �] la matrice A(�) est-elle inversible ?

3. Valeurs propres de la matrice A.

(a) Expliciter la matrice A = A(0), et montrer que ses valeurs propres sont réelles (on citera précisément
le théorème utilisé).

(b) Soit X une valeur propre de la matrice A, et X un vecteur propre non nul associé.
Expliciter le système d�équations (A��In)X = 0 puis, en considérant la i-ième équation de ce système,
où i est un entier tel que jxij = maxfjx1j ; jx2j ; : : : ; jxnjg, montrer que

j�� 2j 6 2:

En déduire que, pour toute valeur propre � de A, existe un nombre réel � appartenant à [0; �] tel que

� = 2(1� cos �):

(c) En déduire que A admet n valeurs propres distinctes �1; �2; : : : ; �n, que l�on explicitera sous la forme

�p = 2(1� cos �p);

avec �1 < �2 < � � � < �n.

4. Vecteurs propres de la matrice A.

(a) Expliciter le vecteur propre Xp associé à la valeur propre �p dont la première composante dans la base

canonique de Rn est égale à sin
p�

n+ 1
.

(b) On considère deux entiers p et q tels que 1 6 p < q 6 n.
Montrer que

tXpAXq =
tXqAXp

(où tX désigne la transposée de la matrice-colonne X), puis, en évaluant les deux membres de cette
égalité, prouver que

tXpXq = 0:

(c) Calculer, pour 0 < � < �, la somme

1 + e2i� + e4i� + � � �+ e2in�:

En déduire que, pour p 2 [[1; n]], la somme des carrés des composantes du vecteur Xp est égale à
n+ 1

2
.
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(d) On note P la matrice d�ordre n dont les vecteurs-colonnes sont X1; X2; : : : ; Xn.
Montrer que la matrice P est symétrique et, à l�aide des résultats précédents, calculer P 2, puis en
déduire l�expression de P�1 en fonction de P .
Que vaut le produit P�1AP ?

5. Etude de l�équation AX = B.
On donne un vecteur B de composantes b1; b2; : : : ; bn dans la base canonique de Rn.

(a) Etablir que l�équation AX = B admet une solution X et une seule.

(b) Soient dans la base canonique de Rn les vecteurs V de composantes 1; 1; : : : ; 1 et W de composantes
w1; w2; : : : ; wn, où W véri�e l�équation AW = V .

Montrer que les composantes de W sont données par wk =
k(n+ 1� k)

2
, où k 2 [[1; n]].

En déterminant le maximum sur [0; a] de la fonction x 7! x(a�x) (où a est un nombre réel strictement
positif donné), établir que

N(W ) 6 (n+ 1)2

8
:

(c) On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que les réels b1; b2; : : : ; bn sont positifs
et l�on note X la solution unique de l�équation AX = B.

� Soit i le plus grand indice tel que xi = minfx1; x2; : : : ; xng.
En raisonnant par l�absurde, montrer, par considération de la i-ième ligne du système d�équations
AX = B, que i = 1 ou n.

� Montrer que les composantes de X sont toutes positives.

(d) On pose Y = N(B)V �B et Z = N(B)V +B.
Déterminer le signe des composantes de Y et de Z, puis en déduire que, si AX = B, on a pour k 2 [[1; n]]
:

jxkj 6 N(B)wk:

En déduire une majoration de N(X) en fonction de N(B) et de n.

Partie II

Etant donnés deux nombres réels a et b et une fonction g à valeurs réelles continue sur le segment [0; 1], on
considère la fonction f de classe C2 sur [0; 1] et véri�ant les trois conditions suivantes :

f(0) = a; f(1) = b, et, pour tout élément x de [0; 1]; f 00(x) = g(x).

On se propose ici de déterminer des valeurs numériques approchées de f(x) où x désigne un nombre réel
appartenant au segment [0; 1].

1. Existence et unicité de la solution f .

(a) Expliciter la dérivée seconde de la fonction L dé�nie sur [0; 1] par :

L(x) = x

1Z
x

(t� 1):g(t)dt+ (x� 1)
xZ
0

t:g(t)dt

(b) En déduire l�existence et l�unicité d�une fonction f de classe C2 sur [0; 1] et véri�ant les trois conditions
suivantes :

f(0) = a; f(1) = b, et, pour tout réel x appartenant à [0; 1]; f 00(x) = g(x).

Exprimer f en fonction de L.
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2. Approximation de f 00 par di¤érences �nies.
Dans toute la suite du problème, on suppose la fonction g de classe C2 sur [0; 1].

(a) Etablir que la fonction f est de classe C4 sur [0; 1].

(b) On donne un nombre réel x dans ]0; 1[ et un nombre réel strictement positif h tel que

0 6 x� h < x+ h 6 1:

Etablir à l�aide de l�inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à partir du point x sur les segments [x; x+h]
et [x� h; x] que : ����f(x+ h)� 2f(x) + f(x� h)h2

� f 00(x)
���� 6 M2h

2

12

où M2 désigne le maximum (dont on justi�era l�existence) de jg00j sur [0; 1].

Dans la suite, on convient donc d�approcher f 00(x) par
f(x+ h)� 2f(x) + f(x� h)

h2
.

3. Discrétisation de l�équation f 00 = g, avec f(0) = a et f(1) = b.

On pose désormais h =
1

n+ 1
et l�on note xk = kh pour k 2 [[0; n+ 1]].

On se propose de calculer des approximations y1; y2; : : : ; yn de f(x1); f(x2); : : : ; f(xn), en prenant bien
entendu y0 = f(x0) = a et yn+1 = f(xn+1) = b.
A cet e¤et, on remplace les n équations f 00(xk) = g(xk) où k 2 [[1; n]] par les n équations :

yk+1 � 2yk + yk�1
h2

= g(xk)

(a) Montrer que le vecteur Y de composantes y1; y2; : : : ; yn dans la base canonique de Rn est solution d�un
système d�équations AX = B où B est un vecteur dont on précisera les composantes.

(b) Etablir que le vecteur F de composantes f(x1); f(x2); : : : ; f(xn) dans la base canonique de Rn véri�e

N(A(F � Y )) 6M2
h4

12
:

(c) A l�aide des résultats de la partie I, en déduire en fonction de n et de M2 une majoration de N(F �Y ),
erreur maximale commise en remplaçant f(xk) par yk.

4. Applications.

(a) En déduire que, si g00 = 0, alors yk = f(xk) pour k 2 [[1; n]]
(b) Préciser f lorsque g(x) = 1 pour 0 6 x 6 1 et a = b = 0.

Retrouver ainsi le résultat de la question 1.5.b).

(c) Déterminer la solution du système d�équations AX = B lorsque B est le vecteur de composantes
1; 2; : : : ; n dans la base canonique de Rn.
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