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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Dans tout le probléme, et pour tout polynéme P & coefficients réels, on note M (P) le maximum de la fonction
x +— |P(z)| sur le segment [—1,+1].
On se propose alors de majorer pour tout entier naturel k le maximum M (P(k)) (ou P®) désigne la dérivee kieme
de P) en fonction du maximum M (P).

Partie 1

On se propose d’étudier, dans cette partie, la suite de fonctions définies par récurrence pour tout nombre réel x
par To(x) = 1, T1(x) = x, puis pour n > 1 par :

T (@) = 20T () — Toos (o) (1)
1. Etude des polynémes T,.

(a) Calculer T,,(x) pour n < 4.

(b) Etablir que, pour tout entier naturel n, T}, est un polynéme & coefficients entiers de degré n tel que,
pour tout nombre réel x :

To(—x) = (—=1)"T,(x).
(c) Déterminer les valeurs de T),(1) et de T;,(—1).



(d) Dans la base canonique (X", ..., X, 1) de 'espace vectoriel R, [X] des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n, on note T;, sous la forme :

To(X) = A[X™ + ann_2 +ch”_4 4]

Calculer le coefficient dominant \,, du polynoéme 7). A l'aide de la relation (1), exprimer b,,1 en
fonction de b, et calculer b, en fonction de n pour n > 2.

2. Etude de la fonction 7}, sur |1, +oo[ pour n > 1.

(a) On consideére la fonction définie pour u appartenant a |1, co[ par :

1 1
x—g(iH'a)

Etablir qu’elle réalise une bijection de |1, +oo[ dans |1, +00[, puis montrer que :
1 1
To(x) = 5(”” + u7n)
(b) En déduire pour x > 1 que T,,(x) > 1, et montrer, par récurrence, pour = > 1 l'inégalité :
T, (X) < 2" tgm
3. Etude de la fonction T, sur [-1,1] pour n > 1.

(a) A Tlaide de la relation (1), établir pour tout nombre réel 6 1’égalité :
Ty (cos @) = cos(nd) (2)

En déduire le maximum M (T},).

n—=k
(b) Pour tout entier k£ appartenant a {0,1,...,n}, on pose aj = cos (J

On remarquera que —1 =g < o1 < -+ < ap—1 < ap = +1.

Calculer T}, (o) pour 0 < k < n, puis prouver que, si x désigne un nombre réel, 'égalité |T,,(z)| = M(T,,)
a lieu si et seulement si x appartient a I’ensemble {«ag, a1, ..., n—1, @y}

4. Equation différentielle vérifiée par T, pour n > 1.

(a) En dérivant la relation (2), exprimer 7} (cos ) en fonction de § (0 < 0 < 7).
En déduire pour n > 2, la valeur de T/, (ay) pour 1 <k <n—1.
Etait-ce prévisible 7
A T’aide d’un passage a la limite, déterminer enfin 77, (1) et 7). (—1).

(b) En dérivant deux fois la relation (2), établir pour tout nombre réel x de [—1,+1] :
(2% = )T () + 2T (z) — n*Tp(z) = 0 (3)
Prouver que cette relation reste valable pour tout nombre réel x.
(c) Soit j un entier tel que 0 < j < n — 1. En dérivant j fois la relation (3), établir que :
190 = BT o)
(d) En déduire en fonction de n le nombre réel p,, tel que, pour 1 < j<n :

i1 —Din+j -1t
" (27 — Di(n —j)!

2

T (1) = p



Partie 11

On désigne par n un entier naturel non nul et les nombres aq, a1, ..., a,_1, oy, sont ceux définis & la partie I. On
pose alors pour tout entier k£ tel que 0 < k< n

n

Li(z) = H 2o

j=0.jk MY
1. Etude d’une base de R, [X].

(a) Calculer Ly(oy) et Li(coj) pour 0 < k<net0<j<n,j#k.
(b) Etablir que la famille (Lo, L1, ..., Ly—1, L) est une base de R, [X].

(c) Déterminer quelles sont, dans cette base, les composantes d’un polynéme P de R, [X] et, a I'aide des
résultats de la partie I, donner les composantes de T;,.

2. Majoration de |P(x)| sur [1, +oo[ pour d°P < n.

(a) Etablir, pour > 1 et 0 < k < n, linégalité (—1)""*Ly(x) > 0.
En déduire, pour = > 1, I'égalité

To(x) = |Lo(@)| + |[La()| + - - - + [Ln—1(2)| + [ Ln(2)| -
(b) Etablir enfin, pour z > 1 et pour tout polynome P de R, [X], I'inégalité :
|P(z)| < M(P)Tn(x) (4)

(c¢) On se propose enfin de minorer M (P) lorsque P est un polyndéme unitaire de degré n (c’est a dire un
polynome de degré n dont Ie coefficient de ™ est égal a 1).
A T'aide de I'inégalité (4), établir successivement que l'on a, pour = > 1 et pour tout polynéme unitaire

P de degré n :

P 1
POl ypys L

Donner en fonction de 7T}, un polynéme unitaire de degré n tel que M (P) =

M(P) on—1 n’

1
on—1-*

3. Majoration de |P’(x)| sur [1,+oco[ pour d°P < n
(a) Montrer a ’aide du théoréme de Rolle (dont on rappellera précisément ’énoncé) que, pour 0 < k < n,

le polynoéme L) posséde n — 1 racines réelles, appartenant & | — 1, +1][.
Déterminer le coefficient dominant de L), et en déduire que, pour z > 1 :

(—1)"* L (@) > 0.

(b) Pour tout polynéme P de R, [X), exprimer P’ comme combinaison linéaire des polynémes L, L}, ..., L],.
FEn déduire, pour = > 1, l’égalité
T, (z) = |Lo(x)| + |Li(@)| + - + | Ly 1 (@) | + | Lo (@)
(c) Etablir enfin, pour > 1 et pour tout polynéme P de R,[X], I'inégalité :
|P'(2)| < M(P).T}(2) (5)

4. Majoration de ‘P(j)(x)‘ sur [1,+oo[ pour 0 < j < d°P < n

(a) Montrer que, pour 0 < k£ < n, le polynome L(J) (dérive jme de Ly) posséde n — j racines réelles,
appartenant a | — 1, +1[, et en déduire que, pour = > 1:

(~1)" L (@) > 0.
(b) En raisonnant comme précédemment, établir pour x > 1 et tout polynome P de R, [X] :

PO @)| < M(P).T0) () (6)

g0



Partie 111
Dans cette partie, on désigne par A un nombre réel appartenant a [0, 1].

1. Déterminer I'image du segment [—1, +1] par l'application :

T —

A+l A—1
5 YT

On pose alors pour tout polynéme P & coefficients réels de degré n > 1 :

PA($):P<)\+1x+>\—1>

2 2
Etablir que M (P)) < M(P).
2. Majoration de M (P’) en fonction de M (P).

(a) Déterminer Pj(1) et déduire de 'inégalité (5) que l'on a :

[P'(N)] <
(b) En déduire que :
M(P') < 2n?M(P) (7)
(On pourra aussi introduire le polynéme Q défini par Q(x) = P(—x)).

3. Majoration de M (PY)) en fonction de M(P).

(a) Déduire de 'inégalité (7) que, pour tout entier j tel que 0 < j < n :

| 2
MP(j)<2j<n'_)MP 8
b) On se propose enfin d’améliorer cette inégalité (8). Etablir que :
( ) prop g q
p() 2 jT(J') M (P
< R

En déduire que, pour tout entier j tel que 1 < 57 < n :

G —Din+j—-1)
(25 = Dln —j)!

et prouver que cette majoration est meilleure que celle obtenue en (8).

M(PW)Y)  n2%it M(P)



