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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par E,’ensemble (" I’espace vectoriel sur R..") des applications
f de classe C™ de R dans R telles que f et sa derivée n®™¢ f(") soient bornées sur R. On note alors pour tout
élément f de E, :

My =sup|f(z)| et ansup’f(n)(x)’
z€R zeR

L’objet du probléeme est d’établir que E,est inclus dans Ej pour tout entier k£ tel que 1 < k < n , puis d’obtenir
une majoration de Mgen fonction de My et M,.

PARTIE I

On suppose dans cette partie que n = 2 et soit f un élément de Fs.

1. Une premiére majoration de M;

(a) Justifier I'inégalité suivante pour tout réel = et tout réel h :

Msh?

(1) fle+h) = flz) = hf@) = ——

(b) En déduire que, pour tout réel x et tout réel h strictement positif, on a :

, . 2M, Mph

puis en déduire que F» est inclus dans FEj.
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(c) Etablir que : M; = 2v/MyMs.

2My Mot
On pourra étudier les variations de la fonction u définie pour ¢ > 0 par :u(t) = ; 04 72
2. Une seconde majoration de M;.
(a) Soit t un nombre réel strictement positif. En appliquant 'inégalité (1) avec h = t, puis h = —t, établir
que pour tout nombre réel x :
My Mot
!/
T)=—  ——.
fllw) = 20+ =
(b) En procédant comme précédemment, en déduire une nouvelle majoration de Mjen fonction de My et
de MQ.
PARTIE 11

On suppose dans cette partie que 'entier n est supérieur ou égal a 2, et 'on désigne par f un élément de E,, par
hi, ha,.., hp_1 n — 1 nombres réels non nuls et deux a deux distincts, et I’on pose pour tout nombre réel x :

B@ = @+ Sp@ e @), R = 2 s e e
) = —f(x)+ = ()+ -+ ——— x x)=—f()+=f"(z)+ -+ ——
! 1 2! (n—1)! ro 1! 2! (n—1)
. hn,1 / h727,*1 9 hz:]i (n—1)
1. On considére le systéme suivant :
( h1 h% (hl)n_l
Fxl‘f‘aIZ‘f‘""f‘mxnfl:Oy
ho h% (hg)nfl o
ﬁ$1+§$2+“'+ (n—l)!xnil =0
hn—1 h721—1 (hnfl)n_l
it Ty e e e =0
Montrer que x1 =0=29 = ... = T,,_1.
On pourra considérer la fonction polynome : P(t) = (Sifi)!t”_Q + (;ifg)!tn_?’ + ot %tl.
2. En déduire que chacune des fonctions f/, f7, ..., f%), ..., f(*Dest une combinaison linénaire des fonctions

Fi, Py, ..., F).

3. Les inclusions de E,, dans Fj, (1 < k < n) Soient un nombre réel = et un entier k tel que 1 < k < n.

(a) En majorant f(z + hg) — f(z) — F(z)avec 'inégalité de Taylor-Lagrange, établir que :

h
Fi(z) = 2M, + n—’jMn

(b) En déduire l'inclusion de E,, dans E}.

PARTIE III

1. Majoration de Miet My en fonction de My et de Ms.
On suppose dans cette question que n = 3 et soit f un élément Ej.
En appliquant les résultats de la question 1.2) aux fonctions f’ et f, majorer My en fonction de M et de
M3, puis M7 en fonction de My et de My, et enfin Miet Moy en fonction de My et de Ms.
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2. Une seconde majoration de M; et Ms en fonction de My et de Ms.
On suppose dans cette question que n = 3 et soit f un élément Fjs.

(a) En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange & f(x + h) et & f(z — h), montrer que, pour tout réel x
et tout réel strictement positif h, on a :

My  Msh?

Pe)==2+=20 et Pl

_ Msh  4M,
3 T2

(b) En déduire de nouvelles majorations de M; et de My en fonction de My et de Ms.

3. Majoration de M,,_1 en fonction de My et de M,,.
On suppose dans cette question que n = 2 et soit f un élément E,.

(a) En appliquant les résultats de la question 1.2) a la fonction f (n=2), majorer M,_jen fonction de M,,_»
et de M,,.

(b) En déduire par récurrence sur Uentier n (n > 2) I'existence d’une suite de nombres réels (a,) indépen-
dants de f et tels que :

3=

1
19
My 1 = an M My,

n—1

n— 1 n—1
(c) En déduire que : M,_q = 2"% Mg M,"

4. Majoration de M}, en fonction de My et de M, (0 < k < n).
On suppose dans cette question que n = 2 et soit f un élément E,.
Déduire par récurrence de la majoration obtenue précédemment pour que, pour tout entier £ compris entre
Oetn,ona:

k(n—k) n—k

n—k k
My=2"7 M," M.

PARTIE IV

On se propose enfin d’établir que les majorations obtenues en 1.2) et I111.2) sont optimales. A cet effet, on considére
pour tout entier p = 1 la fonction w, définie sur [0, 1] par :

1
1 si0<r<1l——
2p

2 sin prr(1 — il- —<z<1
sinpr(1 —z) si o x

et prolongée a R par :
wp(—2) = wy(a) et wy(2+2) = —wy(o)

1. Etudier la continuité et la périodicité de wy,. Représenter graphiquement wisur R.

2. Soit v, la primitive de w, s’annulant en 0.
Donner 'expression de vp(z) pour 0 < z < 1.
Exprimer v,(—2) et v,(2 + x) en fonction de v,(x).
(* controler : vy(—x) = —vy(z), Représenter graphiquement visur R et v,(2 4+ x) = —vp(z) *)

3. Soit u, la primitive de v, s’annulant en 1.
Donner 'expression de uy(z) pour 0 < z < 1.
Exprimer u,(—x) et uy(2 + ) en fonction de u,(x).
(* étudier : uy(—z) — up(x) Représenter graphiquement uisur R et u,(2 4+ x) + up(z)*)

g0



4. Déterminer les réels suivants :

My(p) = sup up(z)|, Mi(p) =sup |uy(z)|, Ma(p) = sup|uj(z)|.
reR r€ER x€ER

Quelles sont les limites de My(p), M1(p) et Ms(p) lorsque p tend vers l'infini ?
En déduire que la majoration de Mj en fonction de My et de Ms obtenue a la question 1.2) est optimale.

5. On désigne par U, la primitive de u, s’annulant en 0
Montrer a I'aide de cette fonction U, que les majorations de M; et de My obtenues précédemment en I11.2)
sont optimales.

- FIN -



