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Si au cours de I’épreuve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
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EXERCICE I : ANALYSE

On se propose, dans cet exercice, de rechercher des valeurs approchées des racines de I’équation f(z) = 0, ou f
est la fonction de R dans R définie par :

f(z)=2® - 622+ 3z + 1

1. Etude de la fonction f

(a) Etudier les variations de f.

(b) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet 3 racines distinctes a, b, ¢ (a < b < ¢).

(c) Déterminer un encadrement du type | |, ot n € Z, pour chacune de ces trois racines a, b, ¢

n+
; ) 10" 10
puis représenter graphiquement la fonction f.
2. Etude d’une suite convergeant vers ¢
On considére la suite numérique (u,,) définie par ug = u; =0, ug = 1 et :

(R) Un+3 = 6un+2 - 3un+1 — Up

(a) Etablir que, pour tout entier naturel n : 0 < u, < Upt1 < Upt2, €6 que pour tout entier n > 2 : uy, > 0.
)

(b) Vérifier que les suites géométriques (a™), (b™), (c") satisfont a la relation (R).
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(c¢) Exprimer en fonction de a, b, ¢ trois nombres réels z, y, z tels que :
T+y+z=u=0
ax +by+cz=u; =0

a?r+ Py +c? =up =1

En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : u, = za” 4+ yb" + zc"

u
(d) On pose pourn >2: p, = "1 Prouver que la suite (p,,) converge vers c.
Un pr — g™
Exprimer p,, — ¢ en fonction du quotient 2 et de u, pour n > 2.
—a
b

En déduire que p,, — ¢ est équivalent & K (-)" lorsque n tend vers U'infini, ou K est un nombre réel que

e}

I’on explicitera en fonction de a, b, c.

3. Algorithme de calcul de c.

(a) Reédiger en PASCAL un algorithme permettant de calculer d’une part la valeur de u,,, d’autre part celle
de p,,, tant la condition f(p,, — 107%).f(p,, + 107%) < 0 n’est pas réalisée.

(b) En déduire une valeur approchée & 1075 pres de ¢ (on précisera la valeur de I'entier n pour laquelle p,,
convient).

4. Etude d’une suite convergeant vers a.
On considére la suite numérique (v,,) définie par vg = v1 =0, va =1 et :

(R/) Un+3 = 37)71-‘,—2 + 6’Un+1 + vp

(a) Etablir que, pour tout entier naturel n : v, > 0 puis que, pour tout entier n > 2 : v, > 0.
1 1
(b) Vérifier que les suites géométriques (——)", (—3)”, (=)™ satisfont la relation (R’)
a c

(¢) Exprimer en fonction de a, b, ¢ les trois nombres réels 2/, 3/, 2’ tels que :

Un, .
. Prouver que la suite (g,) converge vers —a.

(d) On pose pourn >1: g, =
Un+1
Déterminer un équivalent de g,, + a lorsque n tend vers l'infini.

5. Algorithme de calcul de a.

(a) Reédiger en PASCAL un algorithme permettant de calculer d’une part la valeur de v,, d’autre part celle
de @y, tant que la condition f(—g, — 1076).f(—¢, + 107%) < 0 n’est pas réalisée.

(b) En déduire une valeur approchée & 1076 prés de a (on précisera la valeur de l'entier n pour laquelle
—@y, convient).

(c) Etablir enfin que a + b+ ¢ = 6 et en déduire une valeur approchée de b.

o



EXERCICE II : ALGEBRE

On désigne par n un entier naturel non nul, par ai,as, ..., a, n nombres réels non nuls, et « le plus petit des n
réels ‘CLl’ ’ |CL2‘ PEXES) |an| :
On considére alors les trois matrices carrées d’ordre n définies par :

al 1 1 aq 0 0 0 1 1

A= 1 as A= 0 ag A— 1 0
1 .0 1
1 1 a, 0 0 ap 1 1 0

Ainsi donc, M = A— D

1. Majoration de « lorsque A n’est pas inversible
Dans toute cette question, on suppose que la matrice A n’est pas inversible.

(a) Prouver qu’il existe n réels x1, xa, ..., £, non nuls tels que :

I 0

To 0
Al . =

Ty 0

(b) Démontrer que, pour 1 <i < n,ona:

n
alai] < |+ [wo] + - zia] + Jzia] - F ] =) ]
=1
J#
(¢) En déduire, par sommation de ces inégalités, que 'on a : a < n — 1.

2. Etude d’une suite de matrices colonnes.
Dans cette question, on suppose que o > n — 1, donc que A est inversible.
Etant donnés n nombres réels by, bo, ..., by, il existe donc n nombres réels x1, x2, ..., T, uniques, tels que ’'on

ait :
T by
T2 bg
Al | =1 . que 'on note AX = B.
Tn, by,

(a) Etablir que X = -D"'MX + D~'B
Etant donné une matrice colonne & n lignes notée Uy, on définit une suite de matrices colonnes par la
relation : Upy1 = —D *MU, + D7'B (k € N), et I'on pose :

Tk,1

Tk2
U, =

LTkn
(b) Etablir que Uy 1 — X = —D~'M (U, — X). En déduire que 'on a :

n—1

sup [Tg41,; — 24| < sup |zy,j — x;
1<j<n a 1gi<n
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3. Etude d’un premier exemple (avec a > n — 1)
On considére le systéme d’équations AX = B et la matrice colonne Uy suivants :

10 1 1 T1 -9 0
1 -10 1 o | = | —-11 ; U= 10
1 1 10 T3 0 0

(a) Déterminer x1, xo, 3.

(b) Déterminer les trois premiéres matrices-colonnes Uy, Us, Us de la suite (Uy) définie au 2).
Comparer Us a la solution exacte X du systéme AX = B.

4. Etude d’un second exemple (avec o < n — 1)On consideére le systéme d’équations AX = B et la matrice
colonne Uy suivants :

-1 1 1 T -1 0
-1 ; Uy=10
1 1 -1 T3 0-1 0

=
\
—_
—_
8
[\
I

(a) Déterminer z1,x9, z3.

(b) Déterminer les trois premiéres matrices-colonnes Uy, Us, Us de la suite (Uy) définie au 2), puis de fagon
générale, déterminer Uy. Que se passe-t-il ?



