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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

IIs ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Ce probléme se compose de trois parties largement indépendantes, méme si certains objets introduits dans
la partie II se retrouvent dans la partie III. La partie I étudie un exemple de couple aléatoire suivant une loi
trinomiale. La partie Il étudie les lois marginales d’un tel couple. La partie III propose une caractérisation de la
loi de Poisson.

Partie 1

On considére, dans cette partie des entiers naturels non nuls n, u, d, t et b, vérifiant u+d +t = b.

Une urne U contient b boules, parmi lesquelles u boules portent le numéro 1, d le numéro 2 et ¢ le numéro 3.
Une expérience consiste en n tirages successifs d’'une boule de I'urne U avec remise.

A chaque tirage, toutes les boules de 'urne I ont méme probabilité d’étre tirées.

Le modele choisi pour cette expérience est l'espace probabilisé (2,7, P) dans lequel I'univers € est I’ensemble
{1,2,3}" des n-uplets d’éléments de l'ensemble {1,2,3}, et la tribu 7 est I’ensemble P(Q2) des parties de (2, la
probabilité P se déduisant naturellement des hypothéses qui ont été ou seront formulées.

Aucun tirage n’influe sur les autres en cela que, si une suite quelconque (Vj)1<r<n de variables aléatoires définies
sur l’espace probabilisé (2,7, P) est telle que, pour tout k € [1,n], la valeur de V} ne dépend que du résultat du
k-iéme tirage, alors les variables Vi, V3, ..., V,, sont mutuellement indépendantes.

On note U (respectivement D, T') la variable aléatoire définie sur ’espace probabilisé (€2, 7, P) dont la valeur est
le nombre de boules numérotées 1 (respectivement 2, 3) tirées au cours de l’expérience.

1. Montrer que la variable aléatoire U suit une loi usuelle (& préciser), donner son espérance et sa variance.
Donner, de méme, les lois des variables aléatoires D et T', respectivement.

2. Les variables aléatoires U et D sont-elles indépendantes 7 Justifiez votre réponse.
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3. Déterminer, sans calcul, la loi de la variable aléatoire U + D, son espérance et sa variance.

. . i . nud
4. En déduire que la covariance du couple (U, D) est égale a T
5. Simulation informatique
En Pascal, si i est un entier naturel non nul, 'instruction random(i) retourne aléatoirement un entier choisi
équiprobablement parmi les entiers 0,1,...,7 — 1. On considére la procédure Pascal nommée simulation
déclarée comme suit :

procedure simulation(var x,y,z : integer ; n : integer) ;
var k, r : integer ;
begin

x:=0 ; y:=x ; z:=x ;

for k:=1 to n do

begin

r := random(6) ;

if r=0 then x:=x+1 else if r<=2 then y:=y+1 else z:=z+1
end

end ;

Que réalise I'instruction simulation (a,b,c,12), les variables Pascal a, b et ¢ étant toutes trois de type
integer 7 On demande une réponse en rapport avec 'expérience précédemment étudiée et, en particulier,
que soient précisées les valeurs des paramétres u, d, t et n dans la simulation proposée.

6. Dans toute la suite, m, ¢ et j étant des entiers naturels, on note :
m! L
m ————— sl i+j<m
) =9 il (m—i—j)!
b 0 si i+j>m

On considére deux entiers naturels k et ¢ vérifiant & + ¢ < n.

Soit w = (z1,x2,...,Ty) un élément donné de Q2 comportant exactement k" 1 " et £ " 2 ".
Quelle est la probabilité P ({w}) de I’événement élémentaire {w} ?

Dénombrer les n-uplets appartenant & I’ensemble 2 et comportant exactement £ " 1 " et £" 2 ",
En déduire que la probabilité de I'événement [U = k| N [D = {] est égale a :

n ukdétnfkff
k, ¢ bn

Ce résultat reste-t-il vraisik +¢>n 7?7

Partie II : Lois marginales d’un couple aléatoire de loi trinomiale.
On considére, dans cette partie, un entier naturel n et I’ensemble I,, défini par
I, ={(k,0)/ ke[0,n] et £e€]0,n] et k+¢<n}

Un espace probabilisé (2, 7, P) étant donné, ainsi que trois réels strictement positifs p, ¢ et r vérifiant p+qg+r = 1,
on considére un couple aléatoire (X,,,Y,) défini sur (2,7, P), a valeurs dans I, et tel que, pour tout couple
(k,0) €I,

P((Xn,Yy) = (k,0)) = <k”€> phgtrn—h—t

1. Vérifier que : > <k:n€> pFgtrnh—t =1,
(k,0)el, ’



2. Montrer que les variables aléatoires X, et Y}, suivent toutes deux une loi binomiale (en préciser les parameétres
respectifs).

3. On se propose de calculer la covariance du couple (X,,,Y,).

(a) On suppose que n > 2. Prouver que, pour tout couple (k,¢) € I,, vérifiant k > 1et £ > 1, 0n a :

w (knz) =n(n—1) <k —n1,_£2— 1>

En déduire que F(X,Y,) = n(n — 1)pg.
(b) Cette relation est-elle encore vraiesin =07 sin=17

(c) En déduire la valeur de la covariance cov(X,,Y,) du couple (X,,Y,).

4. Les variables aléatoires X, et Y, sont-elles indépendantes ?

Partie III : Une caractérisation de la loi de Poisson.

Dans cette partie, la lettre n ne désigne plus un entier naturel fixé et on consideére les suites (X, )nen €t (Yy)nen
des variables aléatoires définies, dans la partie précédente, pour chaque entier naturel n sur ’espace probabilisé
(Q,7,P).

On rappelle que, pour tout entier naturel n, les variables aléatoires X, et Y,, suivent des lois binomiales dont les
parameétres ont été calculés en I1.2.

On considére par ailleurs, une variable aléatoire N non presque sirement constante définie sur le méme espace
probabilisé (2,7, P), a valeurs dans ’ensemble N des entiers naturels et indépendante de tous les couples (X, Y,),
ce qui signifie que, pour tout n € N et tout (3,7, k) € N3,

P([(Xn, Yn) = (6, DI NN = k) = P ((Xn, Yn) = (i,5)) P(N = k)

On définit les fonctions X : Q@ —— N et Y : Q — N de la maniére suivante : si N prend la valeur n, alors X
(respectivement Y') prend la méme valeur que X,, (respectivement Y7,).

A) Remarques générales.

1. Montrer que, pour tout k € N,

+00 +oo
X =k =J (Xn=Kn[N=n)= ] (Xn =K N[N =n)
n=0 n=k

En déduire que X est une variable aléatoire sur 1’espace probabilisé (2,7, P).
On prouverait de méme que Y est une variable aléatoire sur ’espace probabilisé (2,7, P).

2. Montrer que, pour tout n € N, les variables aléatoires N et X,,, sont indépendantes.
On prouverait de méme que, pour tout n € N, les variables N et Y,, sont indépendantes.

3. Déduire des résultats précédents que, pour tout k € N,

+00 B
P(X =k)=> Crp*(1—p)" *P(N =n) = i Crp®(1 = p)" *P(N = n)
n=0 n=k

Exprimer de méme, pour tout £ € N, P(Y = {) sous forme de somme d’une série.

4. Les variables aléatoires NV et X sont-elles indépendantes ?
On considérera deux entiers a, et b vérifiant 0 < a < b, P(N = a) # 0 et P(N = b) # 0, et on se préoccupera
de I’événement [N = a] N [X = b].
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B) Si N suit une loi de Poisson, alors X et Y sont indépendantes.

On considére un réel strictement positif A. On suppose que la variable aléatoire N suit la loi de Poisson de
parameétre A.

1. Montrer que X suit la loi de Poisson de parameétre Ap et que Y suit la loi de Poisson de parameétre Aq.

2. Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
On commencera par justifier que, pour tout couple (k,f) € N2,

+o0o
P(IX=KN[Y=0)= ) P(Xo=kn[Y,=1)P(N=n)
n=k+¢

C) Si X et Y sont indépendantes, alors N suit une loi de Poisson.

On ne suppose plus a priori que la variable aléatoire N suit une loi de Poisson. On suppose maintenant que les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

1. Montrer que, pour tout réel z appartenant a [0, 1], la série > z"P(N = n) converge.
neN
Dans toute la suite, si z € [0,1], la somme de cette série est notée ®(z).

Un lemme de Fubini.

On admet le résultat suivant : soit (r; ;) j)enxn une famille de réels positifs ou nuls.
“+o00o

On suppose que, pour tout j € N, la série ) r; ; converge ; on note C; = > r; ;. On suppose de plus que
i=0
la série ) C; converge.
jeN
Alors :
+00
i) Pour tout 7 € N, la série ) r;; converge ; on note L; = ) 7;; sa somme ;
jEN j=0
+oo +o0o
ii) La série ) L; converge et » L; = ) Cj.
i€N i=0 j=0

+oo [ 400 +oo /400
On définit en ce cas la somme Y,  r;; comme étant le nombre > | > rij | = > (> rij]).
(i,j)ENXN i=0 \j=0 j=0 \i=0

2. On considére deux réels «a et § appartenant tous deux a [0,1]. On définit sur l'espace probabilisé (2,7, P)
les variables aléatoires A = o~ et B = Y.

(a) Montrer que les variables aléatoires A et B admettent une espérance (que l'on ne cherchera pas a
évaluer).

(b) Montrer que 0 < pa+ 1 — p < 1 puis, en utilisant le lemme de Fubini, que
E(A) = p(pa+1—p)
On montrerait de méme que 0 < g8+ 1—q < 1 et que E(B) = ®(¢g8+ 1 — q).

3. On définit la variable aléatoire C = AB = oX Y.

(a) Justifier que la variable aléatoire C' admet une espérance (que I’on ne cherchera pas a évaluer).

(b) Etablir que 0 < pa + ¢B + r < 1, puis, en utilisant le théoréme de transfert et le lemme de Fubini, que
E(C) = ®(pa+qB + ).

4. Pour quelle raison peut-on affirmer que F(AB) = E(A)E(B) ?
En déduire que, pour tout couple (c, 8) € [0, 1]?,

(1 -p(l-a)=q(1=p5))=2(1-p(l-a))®1-q1-75)
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5. Montrer que, pour tout réel z €]0, 1], ®(z) > 0. Que vaut (1) ?

6. On définit I'application ¢ : [0, 1] — R par la relation ¢(z) = In (®(1 — 2)).

(a) Montrer que, pour tous réels a € [0,p] et b € [0,q], p(a+b) = ¢(a) + ¢(b).
On pose dans toute la suite p = min(p.q) et I = [0, u).

(b) Calculer ¢(0).
Montrer que, pour tout couple (n,a) € N x I vérifiant 0 < na < g1, on a : ¢(na) = ne(a).

n
(¢) Montrer que, pour tout triplet (n,m,a) € N x N* x I tel que 0 < —a < u,
m

(d) Soit un couple (z,a) € R x I vérifiant 0 < za < p.

Si r est un réel, on note [r| la partie entiere de 7.

[nz] [nz] + 1

l ¢z < [n]

Montrer que, pour tout n € N*, et que lim, 1, — = .

n n n
Montrer que la fonction ¢ décroit sur [0,1]. En déduire que p(za) = z¢(a).

(e) Montrer enfin qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout = € I, p(x) = —Az.

7. On admet le résultat suivant :

si la suite réelle (u,)nen est telle que, pour tout z € [1 — p, 1], la série ) u,z™ converge et est de somme
neN
nulle, alors, pour tout n € N, u,, = 0.

Montrer que la variable aléatoire N suit la loi de Poisson de paramétre A



