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Dans tout le probléme, on considére un entier naturel p supérieur ou égal a 2. Pour tout entier naturel ¢, on note
Ry[X] (resp. C4[X] lespace vectoriel réel (resp. complexe) des polynomes a coefficients réels (resp. complexes)
de degré au plus égal & ¢. On pourra confondre polyndéme et fonction polynomiale associée.
On note S, (resp. S.) l'espace vectoriel réel (resp. complexe) des suites réelles (resp. complexes)..
Préliminaire
On considére la fonction réelle f qui & tout réel = positif ou nul associe f(z) = aP — 2P~ — 1.

1. (a) Donner le tableau de variation de la fonction f .

(b) En déduire les résultats suivants :

e la fonction f s’annule une seule fois en un réel noté C' qui est strictement supérieur & 1.

e pour tout réel = positif ou nul, le réel f(x) est strictement positif si et seulement si z est strictement
supérieur a C.

3
2. Dans le cas particulier ot 'entier p est égal a 4, comparer C et 5

Partie I

On rappelle que si a est un nombre complexe et Q(X) un polynome a coefficients complexes alors le polynome
Q(X) est divisible par X — a si et seulement si le complexe Q(a) est nul.

1. Soit @ un nombre complexe, n un entier naturel au moins égal & 2 et P(X) un polynéme a coefficients

n
complexes de degré n s’écrivant P(X) = Y o, X*.
k=0
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(a) Etablir Pégalité : P(X) — P(a) = (X — a)Q(X) ou Q(X) = i ak(kil ab=im1 X,
k=1 =0

(b) En déduire que le polynome P(X)—P(a) est divisible par (X —a)? si et seulement si le nombre complexe

n
3 kapa®~! est nul.
k=1

(¢c) A quelle condition nécessaire et suffisante le nombre complexe @ est-il racine au moins double du
polynoéme P(X) ?

2. Montrer que le polynome X? — XP~! — 1 a p racines simples dans C et qu’elles sont toutes non nulles. Ces
racines seront notées Z1, Zs, ..., Z, avec la convention que Z, est égal a C.
3. (a) Etablir, pour tout couple (z,%) de nombres complexes, 'inégalité : |z| — |y| < |z —y|. Quand a-t-on
I’égalité ?
(b) Etablir, pour tout entier k tel que 1 < k < p, l'inégalité : |Z;| < C.
<

p
(c) Montrer que si k est un entier tel que 1 < k < p, l'égalité |Z;| = C n’a lieu que si k est égal a p.

4. Soit 0 I'application de Cp_1[X] dans CP qui a tout polynoéme complexe P(X) de degré au plus égal a p —1
associe 1'élément (Z1P(Z1), ZoP(Z2),. .., Z,P(Zy,)) de CP.

(a) Montrer que 'application 6 est un isomorphisme.

(b) En déduire que, pour tout élément (u1,us,...,u,) de CP, il existe un unique élément (A, A2,...,\,)
de CP vérifiant
MZt + X2y + - 4+ N, = w
)\1Z12 + )\2Z22 + e+ )\pZZQ, = U9
MZY + NZE o+ e+ NZE = oy
5. On note F' l'espace vectoriel complexe des suites complexes u = (uy),enx vérifiant, pour tout entier n

strictement supérieur & p, I'égalité u, = u,—1 + up—p. Autrement dit, on a :
F ={(un)penx €Sc; Yn>p up =1tp—1+ Un_p}

(a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel complexe des suites complexes.

(b) Montrer que, pour tout entier & vérifiant les inégalités 1 < k < p, la suite géométrique (Z}'),enx est
¢élément de F.

(c) Soit u = (un),enx une suite élément de F' et soit (A1, A2, ..., Ap) I'unique solution du systéme
M2+ XZy + - 4+ N2, = w
MZE o+ XZE o+ -+ NZE = u
MZT + XZy + o+ N =

P
On note v = (vy)enx la suite complexe de terme général v, = Y AL Z}.

k=1
Montrer que les suites u et v sont égales.

(d) Montrer que ((Z7")nenx, (25 )nenx, - - - (Z) Jnenx) est une base de F.

Partie 11

1. Pour tout entier naturel g, on considére I’application ®, de R,[X] dans lui-méme qui & tout polynéme A(X)
de R,[X] associe le polynome : ®4(A(X)) = A(X) — A(X —1) — A(X —p).
Montrer que I'application ®, est un automorphisme de R, X.
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2. Soit Q(X) un polynéme a coefficients réels. On note Eg l'ensemble des suites complexes u = (up),enx
vérifiant, pour tout entier n strictement supérieur a p, 'égalité :

Up = Up—1 + Up—p + Q(n)
Autrement dit, on a :
Eg ={(un)penx €Se; Yn>p up =up—1+un—p+Q(n)}

(a) Montrer qu'il existe un unique polynome & coefficients réels, noté Ag(X), tel que la suite (Ag(n)),enx
est élément de Eg.

(b) Prouver qu’une suite complexe u = (up),enx est élément de Eg si et seulement si la suite (u, —
Aop(n)),enx appartient a espace vectoriel F' défini dans la question I-5).

(c) En déduire que pour toute suite (up),enx €lément de Eg, il existe un élément (o, o, ..., o) de CP
tel que, pour tout entier naturel n non nul, on a I’égalité :

Up = Oqu1 + OéQZg R ap_lzg,I + apC” + Ao(n)

(d) Soit (un)nenx une suite réelle élément de Eg. Déduire des questions précédentes que, soit il existe
un réel o non nul tel que u,, ~ aC™, soit la suite (up),enx est négligeable devant la suite (C™),,enx
c’est-a-dire u,, = o(C").

3. Soit Q(X) un polynéme a coefficients réels. On note I I’ensemble des suites réelles u = (uy,),enx vérifiant,
pour tout entier n strictement supérieur a p, 'inégalité :

Up < Un—1 + Up—p + Q(n).
Autrement dit, on a :
Io = {(Un)nenx €Sr; Y >p up <tUp—1+UuUn—p+Q(n)}

(a) Soit (wn)nenx une suite réelle élément de F' et a termes strictement positifs. Pour tout réel a et
tout entier naturel n non nul, on pose vy, = aw, + Ag(n) et on note v, la suite (vgn)penx-
Montrer que pour toute suite (u,),cnx €lément de Ig, il existe un réel a tel que, pour tout entier
naturel n non nul, on a l'inégalité : u, < vg¢n.

(b) Justifier 'existence d’une suite réelle élément de F' et a termes strictement positifs. En déduire que
si (un)nen» est une suite réelle élément de I et & termes positifs ou nuls alors la suite (uy),enx est
dominée par la suite (C"),cnx C’est-a-dire u, = O(C™).

Partie 111

Pour tout entier naturel n au moins égal a 2, on note T, ou plus simplement 7', 'ensemble {1,2,...,n} des
entiers compris entre 1 et n. Pour toute partie A de T on note card A le nombre d’éléments de A. On considére

une matrice M = (a;j)i<ij<n carrée d’ordre n, symétrique, dont les coefficients valent 0 ou 1, les coefficients
diagonaux étant nuls (on dit que M est une matrice d’incidence d’ordre n). On a donc :

(V(Z,]) € T2 (Oéij =0ou Qi = 1)) et (VZ eT oy = O)

Pour tout couple (7,7) d’éléments de T" on dit que 7 et j sont voisins si a;; = 1. Pour toute partie non vide A de
T et tout élément ¢ de A on note A(7) 'ensemble des éléments de A voisins de ¢ et on dit que A(7) est 'ensemble
des voisins de ¢ dans A; autrement dit, on a : A(:) = {j € 4A;y; = 1}.

Une partie non vide S de T est dite stable si, pour tout élément i de S, S(i) est vide. On remarquera que les
singletons de T' sont stables.

Pour toute partie non vide A de T, on appelle nombre de stabilité de A relativement a M et on note w(A, M), le
maximum des cardinaux des parties stables incluses dans A, et on pose w(), M) = 0.

15



. Dans cette question, on suppose que n =4 et que M =

— O Rk O
o= O =

O O = O
OO = =

(a) Déterminer A(1) et w(A, M) pour A = {1,3,4}.
(b) Déterminer le nombre w(7T, M).

. Dans le cas particulier ot M = (oj)1<i,j<n €st la matrice dont les coefficients vérifient les conditions :
ajj=1 si |i—jl=1eta;;=0 sinon,
déterminer le nombre w(T, M).

L’objet des questions suivantes est 1’étude de la complexité de deux algorithmes de calcul du nombre de
stabilité de T relativement a M, la complexité d’un tel algorithme étant définie comme étant le nombre
maximum de " lectures " de coefficients de la matrice M que nécessite, dans le pire des cas (suivant les
valeurs de M), 'exécution de cet algorithme.

. Un algorithme " naif " consiste a examiner, une a une, les parties & au moins deux éléments de T', supposées
rangées selon un ordre décroissant de leur cardinal (ce rangement étant indépendant de M), jusqu’a rencon-
trer une partie stable (et c’est ce test qui nécessite des lectures dans M) ; bien entendu, si aucune partie
stable n’a été rencontrée, w(T, M) vaut 1.

(a) Calculer la somme k;; CkCE.

(b) Montrer que, pour tout entier 7 au moins égal a 2, la complexité de I’algorithme " naif " est supérieure

ou égale & 2" — (n + 1) et inférieure ou égale & C22"~2,

. Soit A une partie non vide de 7.
Montrer que, pour tout élément i de A, on a I’égalité :

w(A, M) = max (w(A\{i}, M), 1+ w(A\({i} U A(z)), M))
. On suppose données, en langage Pascal,

e une déclaration de constante permettant de stocker la valeur de I'entier n, la déclaration du type tab
permettant de stocker les parties de T', et la déclaration du type matrice permettant de stocker les
matrices d’incidence d’ordre n ;

e une fonction d’en-téte
function Appartient (i : integer ; A : tab) : Dboolean;
qui renvoie la valeur true si I’élément 7 est dans la partie A et la valeur false sinon.
(a) Ecrire, en langage Pascal, une fonction d’en-téte :
function Recherche (A: tab; M: matrice): integer;

qui renvoie le plus petit des éléments ¢ de A pour lequel card A(7) est supérieur ou égal a 3 si un tel
plus petit élément existe et qui renvoie 0 sinon.

(b) Evaluer le nombre maximum de " lectures " de coefficients de la matrice M que nécessite cette fonction
quand elle est appliquée & la partie A.



6. On admet qu'il est possible de concevoir une fonction, notée Deux(A, M) renvoyant, lorsque, pour tout
élement i de A, card A(i) est inférieur ou égal a 2, le nombre w(A, M) avec une complexité inférieure ou
égale a (card A)%.

On considére maintenant la suite d’instructions Omega dont on admet qu’elle permet récursivement, quand
elle est appliquée a la partie A de T', d’obtenir la valeur de w(A, M) :
DEBUT

e Exécuter Recherche(A, M) ;

e Sion a obtenu un élément ¢ de A tel que card(A(i)) > 3 alors
Exécuter Omega pour la partie A\{i} afin d’obtenir a = w(A\{i}, M) ;

Exécuter Omega pour la partie A\({i} U A(7)) afin d’obtenir b = w(A\({i} U A(7)), M)
Calculer max(a, 1+ b) (qui est la valeur de w(A, M) cherchée)

Sinon exécuter Deux (A, M) pour obtenir w(A, M) ;
FIN

On note u, la complexité de cet algorithme lorsqu’il est appliqué & A =T.
Justifier, pour tout entier n au moins égal a 6, I'inégalité : u, < Un—1 + Un—ga + 20>,

7. Comparer, pour de grandes valeurs de 'entier n, les complexités de l'algorithme " naif " et de ’algorithme
récursif.



