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Dans tout le problème, on désigne par W la fonction dé�nie sur R+ par :

W (x) =

�

2Z
0

sinx t dt

L�objectif est d�étudier cette fonction W et d�en déduire quelques applications.

Partie I : Étude d�une intégrale impropre

On désigne par f la fonction dé�nie sur ]0;
�

2
] par la relation :

f(x) = �

�

2Z
x

ln(sin t) dt

1. Montrer que, pour tout nombre réel t appartenant à [0;
�

2
] :

sin t > 2t

�
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2. À l�aide d�une intégration par parties, déterminer les primitives de la fonction :

t! ln
2t

�

En déduire la convergence et la valeur de l�intégrale :

�

�

2Z
0

ln
2t

�
dt

3. Établir que la fonction f est monotone et bornée sur ]0;
�

2
]; en déduire la convergence de l�intégrale suivante

:

L = �

�

2Z
0

ln(sin t) dt

4. On se propose en�n de calculer L à l�aide des deux intégrales suivantes, dont la convergence résultera de la
question a) ci-dessous :

J = �
�Z
�

2

ln(sin t) dt K = �

�

2Z
0

ln(cos t) dt

(a) Obtenir des relations entre les intégrales J , K et L en e¤ectuant dans cette dernière les changements
de variables u = � � t et u = �=2� t.

(b) Exprimer K + L en fonction de L+ J (on rappelle que sin(2t) = 2 sin t cos t).

(c) En déduire les valeurs des intégrales J , K et L.

Partie II : Étude de la fonction W

1. Soient x et y des nombres réels positifs tels que x 6 y. Comparer W (x) et W (y) et en déduire le sens de
variation de la fonction W sur [0;+1[.

2. On considère des nombres réels positifs x et x0.

(a) Montrer que, pour tout nombre réel positif a :��e�ax � e�ax0�� 6 a jx� x0j
(b) En déduire l�inégalité suivante :

jW (x)�W (x0)j 6
� ln 2

2
jx� x0j

(c) Établir la continuité de la fonction W sur [0;+1[

3. Pour tout nombre réel positif x, exprimer W (x + 2) en fonction de W (x) à l�aide d�une intégration par
parties (on écrira à cet e¤et : sinx+2 t = sin t sinx+1 t).

4. On se propose d�étudier le comportement asymptotique de W à l�aide de la fonction auxiliaire g dé�nie pour
x > 0 par :

g(x) = (x+ 1)W (x+ 1)W (x)
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(a) Établir que, pour tout nombre réel positif ou nul x, g(x+ 1) = g(x).
En déduire la valeur de g(n) pour tout entier naturel n.

(b) Montrer que, pour tout nombre réel x de [0; 1] et tout entier naturel n :

g(n+ 1)

n+ 2
6 g(x+ n)

x+ n+ 1
6 g(n)

n+ 1

En déduire en fonction de n un encadrement de g(x). En conclure que g est constante sur [0;+1[ (on
explicitera son unique valeur).

(c) En remarquant queW (x+2) 6W (x+1) 6W (x), montrer queW (x+1) est équivalent àW (x) lorsque
x tend vers +1.

(d) Déduire de ces résultats que, lorsque x tend vers +1 :

W (x) �
r
�

2x

Partie III : Applications

A. Calcul de l�intégrale de Gauss :

G =

+1Z
0

exp(�t2) dt

1) Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif x et tout nombre réel u > �x :�
1 +

u

x

�x
6 expu

On pourra étudier pour u > �x le signe de la fonction u! u� x ln(1 + u
x
).

2) En intégrant l�inégalité précédente avec des valeurs convenables de u, établir que, pour x > 1 :
p
xZ

0

�
1� t

2

x

�x
dt 6

p
xZ

0

exp(�t2) dt 6
+1Z
0

�
1 +

t2

x

��x
dt

3) En posant respectivement t =
p
x cosu et t =

p
x
cosu

sinu
dans la première et la dernière de ces intégrales,

établir que, pour x > 1 :

p
xW (2x+ 1) 6

p
xZ

0

exp(�t2) dt 6
p
xW (2x� 2)

4) À l�aide de l�équivalent de W obtenu dans la deuxième partie, en déduire la convergence et la valeur
de l�intégrale G, et retrouver la valeur de l�intégrale :

+1Z
�1

exp
�t2
2
dt

B. Calcul de valeurs approchées du nombre �

1) On pose pour tout réel positif x :

h(x) =
W (x+ 1)

W (x)
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a. En remarquant que W (x+ 2) 6 W (x+ 1) 6 W (x) et en utilisant la relation établie à la question
(2.3), établir que :

0 6 1� h(x) 6 1

x+ 2

b. Exprimer h(x) en fonction de h(x � 2) pour x > 2, et en déduire que, pour tout nombre entier
naturel n :

h(2n) =
rn
�

avec rn = 2

nY
k=1

4k2

4k2 � 1

En déduire la limite de rn quand n tende vers +1 et un encadrement de � � rn.
c. Écrire en PASCAL un algorithme permettant le calcul de rn.
Donner des valeurs approchées de rn (avec 4 décimales) pour n = 25 et n = 75.

2) On se propose d�accélérer la convergence de la suite (rn).

a. On pose pour tout entier k > 2 :
uk = ln rk � ln rk�1

En calculant un+1 + un+2 + � � �+ un+m et en faisant tendre m vers +1, établir que :

ln
�

rn
= �

+1X
k=n+1

ln

�
1� 1

4k2

�
b. En comparant une série à une intégrale, établir l�inégalité :

1

n+ 1
6

+1X
k=n+1

1

k2
6 1

n

c. Étudier les variations sur ]0; 1[ de la fonction " dé�nie par :

8x 2]0; 1[; "(x) = � ln(1� x) + x
x

En déduire que, pour tout entier k > n :

1

4k2
6 � ln

�
1� 1

4k2

�
6 (1 + "n)

1

4k2
avec "n = "

�
1

4n2

�
d. Déduire des résultats précédents un équivalent de ln

�

rn
et prouver que :

� � rn �
rn
4n

Déduire en�n des valeurs approchées de rn obtenues précédemment des valeurs approchées de :�
1 +

1

4n

�
rn

(avec 4 décimales) pour n = 25 et n = 75.
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