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Exercice 1 :

Pour tout entier naturel n, on pose :

un =

1Z
0

xne1�xdx

1. Calculer u0 et u1:

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n,
1

n+ 1
6 un 6

e

n+ 1
:

(b) Calculer la limite de la suite (un)n>0 :

(a) Exprimer, pour n > 1; un en fonction de un�1 et de n:

(b) En déduire que, pour tout entier n > 0; un = n!
 
e�

nX
k=0

1

k!

!
:

2. Soit a un nombre réel et soit (vn)n>0 la suite dé�nie par les conditions :

v0 = a; et pour tout entier n > 1; vn = nvn�1 � 1

Montrer que si a 6= u0, la suite (vn)n>0 est divergente.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel,

un =
1

n+ 1
+

1

(n+ 1) (n+ 2)
+

un+2
(n+ 1) (n+ 2)
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(b) En déduire qu�il existe deux constantes c1; c2, que l�on déterminera, telles qu�on ait :

un =
c1
n
+
c2
n2
+ o

�
1

n2

�
lorsque n tend vers l�in�ni.

Exercice 2 :

Soit la matrice à coe¢ cients réels :

A =

0@ �1 �1 �1
�1 1 �1
�1 �1 3

1A
1. Montrer que � est valeur propre de A si et seulement si : �3 � 3�2 � 4�+ 8 = 0:

2. En déduire que A admet trois valeurs propres �1; �2; �3 qui véri�ent :

�1 < 1 < �2 < 2 < �3:

3. On considère l�application f de R dans R dé�nie par :

f (�) =
1

6

�
�3 � 3�2 + 2�+ 8

�
(a) Montrer que f (�2) = �2:

(b) Montrer que le segment [1; 2] est stable par f (c�est-à-dire que f ([1; 2]) � [1; 2]).

(c) Montrer que, pour tout � de [1; 2] ; jf (�)� f (�2)j 6
1

3
j�� �2j :

4. Soit x0 = 1 et pour tout entier n > 1; xn = f (xn�1) :

(a) Montrer que la suite (xn)n>0 converge vers �2:

(b) Donner une valeur fractionnaire simple de x1:

(a) En utilisant la factorisation :

�3 � 3�2 � 4�+ 8 = (�� �1) (�� �2) (�� �3)

calculer �1 + �3 et �1�3 en fonction de �2:

(b) On prend x1 comme valeur approchée de �2 :
en déduire des valeurs approchées de �1 et �3:

(a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

(b) Montrer que l�on peut trouver dans R3 une base (V1; V2; V3) de vecteurs propres de A de la forme :

V1 = (p (�1) ; �1; q (�1)) ; V2 = (p (�2) ; �2; q (�2)) ; V3 = (p (�3) ; �3; q (�3)) ;

où p et q sont des polynômes qu�on déterminera
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Exercice 3 :

On dispose d�un paquet de m cartes, m étant un entier supérieur ou égal à 2.

Ces cartes sont numérotées de 1 à m:

Un joueur A propose à un joueur B le jeu suivant, moyennant une mise de 1 franc que lui verse B à chaque partie
:

B tire une carte au hasard, montre le nombre � qu�elle porte et remet la carte dans le paquet.

Puis A tire une carte au hasard; quand celle-ci porte le nombre � :

� Si � < �, alors A donne à B la somme (� � �) francs : B a donc gagné (� � �� 1) francs.

� Si � > �, alors B donne à A la somme de 1 franc : B a donc perdu 2 francs.

� Si � = �, alors B a simplement perdu 1 franc, le montant de la mise.

1. On suppose dans cette question que m = 6:

(a) Dresser le tableau à double entrée donnant les gains (positifs ou négatifs) de B suivant les di¤érentes
valeurs du couple (�; �) :

(b) Soit X la variable aléatoire représentant les gains de B: Donner la loi de probabilité de X:

(c) Calculer l�espérance de X. Le jeu est-il équilibré ou avantage-t-il l�un des joueurs ?Calculer la variance
de X:

2. On revient au cas général : m > 2:

(a) Etablir, en préliminaire, les formules suivantes, pour tout entier N > 1 :
nX
k=1

k2 =
N (N + 1) (2N + 1)

6
;
nX
k=1

k3 =
N2 (N + 1)2

4

(b) Calculer, en fonction de m; l�espérance E (X) de la variable aléatoire X:

(c) Pour quelles valeurs de m l�espérance est-elle positive ?

(d) Calculer, en fonction de m, la variance de X:

3. On observe n parties successives et on note Yn (m) le nombre de parties où le gain de B est strictement
positif.
Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire Yn (m), son espérance et sa variance en fonction de n et
de m:
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