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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : Iutilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Dans ce probléme, on note

J l’ensemble {1, 2,3}

M une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels, d’élément générique a;j, 7 étant I'indice de ligne, j I'indice
de colonne.

A1, A2, A3 les valeurs propres réelles ou complexes, distinctes ou confondues de M et ||, |A2|, |A3| leurs
modules.

I la matrice unité de dimension 3
1 00
I=10 1 0
0 01

tr(M) le nombre : > a;; appelé trace de la matrice M
ieJ

PARTIE I

1.

2.

3.

Démontrer que tr(M) = > A
iceJ

Démontrer que I'une, au moins, des valeurs propres de M est réelle.

Soit M? le carré de la matrice M. Démontrer que pour tout i € J, )\? est valeur propre de M?2.
Réciproquement, si p est une valeur propre de la matrice M?, démontrer que 'une au moins des racines
carrées (dans C) de u est valeur propre de M (on pourra poser u = w?)

Quelle conclusion dégage-t-on de cette étude ?
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PARTIE II
Dans cette partie, on suppose que M satisfait & la condition (1) suivante :
(1) JkeRY, telque trM=Fk et tr(M?) =k
1. Démontrer que M admet au moins une valeur propre réelle non nulle.
2. On suppose \1 > k.

(a) Démontrer que les deux autres valeurs propres Ay et A3 sont non réelles ou nulles.

(b) Démontrer que |2 < A1 et [Az] < Aj.

PARTIE III

Dans cette partie, on suppose que M satisfait & la condition (2) suivante :

1
)

1. Pour cette question, on suppose, de plus, M singuliére (c’est-a-dire non inversible).
ppose, plus, g

(a) Déterminer les valeurs propres de M.

(b) Démontrer que les vecteurs colonnes de M sont vecteurs propres de M. A quelle(s) valeur(s) propre(s)
sont associés ces vecteurs propres 7

(c) Démontrer que M satisfait & la condition (3) suivante :
(3)  Vn €N~ M™ =3 M

(d) Soit A(N) = azA® + agA? + a1\ + ag, le déterminant de la matrice M — A, ot A est un complexe.
Déduire de (3) que, si on note A(M) la matrice :

a3M3+a2M2+a1M+a0I,

alors A(M) est la matrice nulle.

(e) Peut-on trouver un polynome ¢ a coefficients réels de degré strictement inférieur a trois tel que p(M)
soit la matrice nulle ?

2. Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que M soit singuliére est :

V(i,j, k‘) € J3, Qif-Qkj = Qij-

3. (a) Démontrer que si M est réguliere (c’est-a-dire inversible) elle admet alors une seule valeur propre réelle
A1 et que Ap > 3.

(b) En déduire que |A2] < A1 et [Az] < A1.

4. Démontrer que M est singuliére si et seulement elle admet la valeur propre 3.



PARTIE IV

L’espace vectoriel R? étant rapporté a la base canonique By, soit f; ’endomorphisme de R? dont la matrice dans
la base By est :

1 1
1 = =
T xz
Mo=1| 2 1 1 , x>0 et 2z>0.
z
zz 2z 1

1. Déterminer dans la base By définie par les vecteurs :

1 1 0
Vi=|= Vo=1|=z Va=11
Tz 0 —z

la matrice Ty de ’endomorphisme f7.

2. Soit f, ’endomorphisme de R? dont la matrice T}, dans la base B est définie par :

To =T+ «

S O =

0
1
0

o O O

Montrer que quel que soit « réel, a # 0 et a # 3, T, est singuliére et posséde trois valeurs propres distinctes
de que l'on déterminera.

3. (a) Déterminer la matrice M, de 'endomorphisme f, dans la base By.

(b) Déterminer une base By de R? dont les vecteurs sont, pour tout a réel, a # 0 et o # 3, vecteurs propres
de fa.

(c) La matrice M, est-elle diagonalisable ?



