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MATHEMATIQUES I
Algebre et analyse

De nombreuses questions sont indépendantes des précédentes ou s’appuient sur des résultats donnés
dans ’énoncé

On rappelle que la notation o(z™) désigne une fonction négligeable devant z™ (au voisinage du point considéré).

Pour z réel, on pose :
xT

o(z) = e /etzdt
0

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale
La fonction ¢ est connue sous le nom d’intégrale de DAWSON

1. (a) Montrer que ¢ est définie sur R.

(b) Montrer que ¢ est impaire. On supposera dans la suite que x € R..

2. (a) Etablir que ¢ est dérivable sur R, et donner une relation entre x, ¢ et ¢'(x).

(b) Démontrer, pour tout entier naturel n, que (™ est définie sur R, et qu'il existe deux polynomes P,

et @, tels que :
Vz Ry, ¢ (2) = Pu(a)p(x) + Qul)

(4,0(”) désigne la dérivée d’ordre n de ¢ : gp(o) =)
(c) Expliciter P,(x) et Qn(z) pour n € {1,2,3}.

(d) Déterminer le terme de plus haut degré de chacun des polynomes P, et Q.
3. (a) Démontrer que :
vneN*, VzeR,, " (z)=—-200(z)=2np" Y(z).
(b) Montrer que ¢ admet un développement limité a tout ordre N (N € N) au voisinage de zéro.

N
(c) Sionnote: p(x) = 3 a,z"” + o(z") au voisinage de zéro, calculer ag;, (k € N) et démontrer que :
n=0

—4)k
VkeN, agpy1 = (2(141—1—)1)'

Expliciter les nombres a; pour j € N, j < 7 sous forme de fractions irréductibles.

4. Prouver que : Vx € Ry, e < p(x) < .

z 6;1;2 e x et2
5. (a) Démontrer que : Yz € R, hlfet dt = 9z 9 + if ﬁdt'
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T
(b) A laide d’une nouvelle intégration par parties, prouver que [ et dt est équivalente a o5 2 voisinage
1 x
de +oo0.

(¢) En déduire un équivalent simple de ¢ en +o0.

6. (a) Montrer qu’il existe au moins un élément zo de R} tel que ¢'(z) = 0. Ne pas chercher A calculer
Zo.

1
(b) Vérifier que My(xo, ¢(x0)) appartient a la courbe (H) d’équation y = o

x
(¢) D’une étude succincte de 1 définie par :

1

2

Vo €RY, (z) = pla)
déduire la position de (®) (d’équation y = ¢(z)) par rapport a (H) au voisinage de Mj.

(d) Montrer que ¢ présente un maximum local en xy.

(e) «) En supposant que ¢ admette deux maximums locaux zg et z{, (xo < z)), établir I'existence d’au

moins un minimum local en un point xj tel que zo < zf < .

B) En déduire I'unicité de zg en lequel ¢ admet un maximum.

(f) Calculer une valeur approchée de ¢(z) pour = € {0,8;0,9;1} a I’aide d’une calculatrice programmable.
En déduire un encadrement de xg.

x
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(b) Calculer la limite de ¢’ en +o0o. En déduire que (®) admet un point d’inflexion M; d’abscisse 1
supérieure a xg.

7. (a) Montrer que les points d’inflexion de (®) sont sur la courbe (I) d’équation : y =

8. Calculer une valeur approchée de ¢(2) et ¢(3) a I’aide d’une calculatrice programmable.
Tracer (®) dans le plan rapporté & un repére orthogonal (unité : 8 cm sur Oz, 16 cm sur Oy)

9. On considere la série de terme général a,z™ pour n € N (les a, sont ceux définis dans la 3¢ question) ou z
est un élément quelconque fixé de R7.

2

A2kt 3T k+3

lculer : by = | ———
(a) Calculer : by P

(b) Démontrer qu’il existe un entier naturel p tel que :

1
vk € N, <k:2p:>bk<2>
(c) Etablir que :

1
Vk € N, (k =Zp= ‘a2k+1$2k+1‘ < 5E=p |a2p+1$2p+1‘>

(d) En déduire que ) a,z™ converge.
(e) On suppose que = = 3 Décrire un algorithme permettant de calculer :
S2m+1 = Z Gnp <2>
n=0

ol m est un élément de N donné.



10.

(a) Montrer qu’il existe un couple unique de polynomes R et T' de degrés respectifs 1 et 2 tels que 7(0) = 1

et que, posant :
rR(x?)
T(x?)

Ve e RY, ~(z)=

on ait : ¢(z) — v(z) = o(x®) au voisinage de zéro.
(P(x?) désigne le polynome obtenu en substituant 22 & X dans le polynome P(X))

(b) Tracer alors la courbe (I') d’équation t = 7(z) sur la méme figure que (®).



