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MATHEMATIQUES II

QUESTION PRELIMINAIRE

Soit f la fonction définie pour tout x élément de |0, 1] par : f(x) = z¥, n désignant un entier supérieur ou égal

a2

n
k=0

1. Déterminer les fonctions f, f”, f" dérivées premicre, seconde et troisiéme de f.
n
2. En déduire une expression simple de Sy, (z) = > kz*~! pour z €]0, 1].
k=0

3. Montrer que pour tout = élément de ]0, 1] on a les relations :
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PARTIE A

Une bote contient 60 boules blanches et 40 boules noires. On effectue dans cette boite des tirages successifs d’une
boule avec remise.

1. On désigne par X le nombre de tirages qu’il faut effectuer dans cette boite pour obtenir la premiére boule
blanche.
Déterminer la loi de probabilité de X.
Calculer son espérance et sa variance.

2. On note Y le nombre de tirages qu’il faut effectuer dans cette boite pour obtenir deux boules blanches.
Déterminer la loi de probabilité de Y.

+o00
Veérifier que > P(Y =k) =1
k=1
Calculer I'espérance mathématique de Y ainsi que celle de Y (Y + 1). En déduire la variance de Y.

3. n désigne un entier naturel non nul.

On note A,, I’événement :
" obtention de la premiére boule blanche s’est produite avant d’atteindre le n¢ tirage ".

(a) Déterminer la probabilité p,, de I'événement A,,.

(b) Quel est le plus petit entier ng tel que py, soit supérieure ou égale & 0,9 ?
4. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par B,, I’événement :

" J’obtention de la 2¢ boule blanche s’est produite avant d’atteindre le n¢ tirage "

(a) Quelle est la probabilité p/, de 'événement B, 7

(b) Trouver le plus petit entier n1 tel que p),, soit supérieure ou égale a 0,9.
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5. Un joueur réalise des tirages tels que ceux définis au début de la partie A.
Au début du jeu, le joueur effectue une mise de a francs (a € N*) qui prend la forme d’un crédit qu’il ne
récupérera en aucun cas.
Cette somme diminue de 1 franc chaque fois que le joueur effectue un tirage.
Le jeu s’arréte soit lorsque le joueur n’a plus qu’'un crédit nul soit lorsqu’il tire une premiére boule blanche,
le joueur recevant dans le deux cas le triple de la somme restante.
On désigne par Z la variable aléatoire réelle correspondante & la somme percue par le joueur a 'issue du jeu.

(a) Déterminer la loi de probabilité de Z.

(b) Exprimer son espérance mathématique en fonction de a.

(c) Soit ¢ la fonction numérique définie sur R par : ¢(z) = 3z — 5+ 2 x (0,4)*~!
i. Etudier le sens de variation de ¢.
ii. En déduire la valeur de a pour laquelle |E(Z) — 25| est minimum.

PARTIE B

On dispose dans cette partie d’une seconde boite B’ qui contient 50 boules blanches et 50 boules noires.

1. On lance deux fois de suite un dé non truqué dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.
Si le total des points obtenus lors des deux lancers est supérieur ou égal & 6 on tire simultanément deux
boules dans la boite B sinon on tire simultanément deux boules dans la boite B’

(a) Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ?

(b) Apres avoir lancer le dé deux fois et tiré deux boules, on constate qu’elles sont toutes deux blanches.
Quelle est la probabilité qu’elles aient été tirées dans la boite B 7

2. On lance ce méme dé une seule fois.
Si le numéro obtenu est inférieur ou égal & 4, on effectue des tirages avec remise uniquement dans B sinon
on effectue des tirages avec remise uniquement dans B’ (A chaque tirage on ne prend qu’une seule boule)

(a) Quelle probabilité a-ton d’obtenir une boule blanche au premier tirage ?

(b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxiéme tirage sachant que ’on a obtenu une
boule blanche au premier tirage ?

(c) Quelle probabilité a-t-on d’obtenir une boule blanche au n™¢ tirage (n € N, n > 2) sachant que I'on
a obtenu n — 1 boules blanches aux tirages précédents ?

(d) Déterminer la probabilité u,, d’avoir effectué les tirages dans B sachant que 'on a obtenu uniquement
des boules blanches aux n premiers tirages.

(e) Quel est le nombre minimum ng de tirages qu'’il faut effectuer pour que w, > 0,9 ?

PARTIE C

On considére de nouveau la seule boite B et on désigne par V' la variable aléatoire V =Y — 2 qui représente le
nombre de boules noires tirées avant d’obtenir la deuxiéme boule blanche (Y a été définie dans la partie A).

1. Déterminer la loi de probabilité de V.
Calculer son espérance mathématique et sa variance.

2. On définit un coefficient du binéme généralisé de la fagon suivante :

a:) Cz(z—1)---(z—-k+1)
k) k!

pour x € Ret k € N, <

Montrer que pour tout entier strictement positif & : (—1)’“(_,3) =k+1
En déduire que pour k € N*: P(V =k) = (_142)(0, 6)%(—0,4)"

>



3. Soit z un réel donné de lintervalle ]0, 1].
T ¢n
On considere la suite de terme général : w,, = [ T
01—

dt pour n € N*.

(a) Calculer w,, en fonction de n et de x.
x tn

(b) Calculer de méme : o, = [ T
51—

dt.

xn+1 $n+1
<op <
ntl 27" S (1 -2)

(d) En déduire que la suite (0,,),enx est convergente et calculer sa limite.

(c) Montrer que la suite (0y,),cnx est une suite décroissante et que :

k
(e) Utiliser les résultats précédents pour montrer que la série de terme général e (k € N*) est convergente

et que
+0oo 1

x
;k:ml—x

1 2
4. Etablir que : E(?) _P + p—zlnp avec p=10,6 et ¢ =0,4
qa g

5. a désigne un nombre réel.
Déterminer toutes les suites v qui vérifient la relation de récurrence :

Vg2 — 200Uk 41 + oz2vk = 0 pour tout k élément de N
Montrer qu’il est possible de choisir o pour que 'une d’entre elles soit telle que :

P(V = k) = vi, pour tout k élément de N



