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Exercice 1

Partie 1

Soit f la fonction dé�nie pour tout x réel par: f(x) = (1 + x+
x2

2
)e�x

On désigne par Cf sa courbe représentative dans un repère du plan.

1. (a) Déterminer les limites de f en �1 et en +1.
(b) Etudier les branches in�nies deCf .

2. (a) Déterminer la fonction dérivée f 0 de f et dresser le tableau de variations de f .

(b) Déterminer une équation de la tangente à Cf au point d�abscisse 0.
Tracer cette tangente dans un repère orthogonal d�unités : 2 cm sur l�axe des abscisses et 10 cm sur
l�axe des ordonnées.

(c) Donner l�allure de Cf et ses asymptotes éventuelles dans ce même repère.
On donne les valeurs suivantes : f(�1) � 1; 36 ; f(1) � 0; 92 ; f(2) � 0; 68 ; f(5) � 0; 12

Partie 2

M désigne un nombre réel positif, n un entier naturel.

On dé�nit l�intégrale :In(M) =
MR
0

xne�xdx,en convenant que I0(M) =
MR
0

x0e�xdx =
MR
0

e�xdx

1. (a) Calculer I0(M)

(b) En déduire que l�intégrale impropre
+1R
0

e�xdx est convergente. On note I0 sa valeur.

2. (a) A l�aide d�une intégration par parties, trouver une relation entre In+1(M) et In(M).

(b) En déduire, à l�aide d�une récurrence, que pour tout entier naturel n, l�intégrale impropre
+1R
0

xne�xdx

est convergente , de valeur In = n!.

(c) a désigne un paramètre réel.

Soit la fonction g dé�nie sur R par
�
g(x) = a:f(x) six > 0
g(x) = 0 si x < 0

Déterminer a pour que g soit une densité de probabilité d�une variable aléatoire Z:
Calculer alors l�espérance E(Z) et la variance V (Z).

Exercice 2

Partie 1

On considère dans M3(R) les 4 matrices suivantes:

M =
1

4

0@1 0 0
3 3 1
0 1 3

1A ; P =

0@ 1 0 0
�2 1 �1
1 1 1

1A ; D =

0BB@
1

4
0 0

0 1 0

0 0
1

2

1CCA ; I =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A

1. (a) Montrer que P est inversible et calculer P�1

(les détails des calculs �gureront sur la copie).

(b) Véri�er que : P�1MP = D puis exprimer M en fonction de P;D etP�1.

2. (a) Pour tout entier naturel n non nul, exprimer les coe¢ cients de la matrice Dn.
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(b) Pour tout entier naturel n non nul, exprimer Mn en fonction de P , Dn et P�1.
En déduire les coe¢ cients de Mnen fonction de n.

3. (a) Montrer que D est inversible et calculer D�1.

(b) En déduire que M est inversible et exprimer M�1en fonction de P , D�1 et P�1.

Partie 2

On e¤ectue des tirages dans trois urnes :

� Une urne blanche contient 1 boule blanche et 3 boules noires.

� Une urne noire contient 3 boules noires et 1 boule verte.

� Une urne verte contient 1 boule noire et 3 boules vertes.

Pour le premier tirage, on choisit une urne au hasard, on y prend une boule, on note sa couleur puis on remet la
boule dans l�urne dont elle provient.
Le second tirage a lieu dans l�urne ayant la même couleur que la première boule obtenue au premier tirage: on y
prend une boule, on note sa couleur puis on remet la boule dans l�urne dont elle provient.
On continue ainsi en suivant le même protocole :
le (n+1)�eme tirage s�e¤ectue dans l�urne ayant la même couleur que la boule obtenue au n�eme tirage, et une boule
tirée est toujours remise dans l�urne dont elle provient.
Pour n entier naturel non nul , on désigne par :

Bn l�événement : " le n�ième tirage donne une boule blanche ".
Nn l�événement : " le n-ième tirage donne une boule noire ".
Vn l�événement : " le n-ième tirage donne une boule verte ".

1. (a) Calculer P (B1); P (N1) et P (V1).

(b) Etablir que P (B2) =
1

48
et P (N2) =

7

12

2. (a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n : P (Bn+1) =
1

4
P (Bn)

De quel type est la suite (P (Bn))n>1? En déduireP (Bn)en fonction de n .

(b) M désigne la matrice dé�nie à la partie 1. On pose Xn =

0@P (Bn)P (Nn)
P (Vn)

1A
En utilisant la formule des probabilités totales avec le système complet d�événements fBn; Nn; Vng,
établir que : Xn+1 =MXn.

(c) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, Xn =Mn�1X1.

3. En déduire P (Nn) et P (Vn)en fonction den et déterminer leurs limites quand n tend vers +1.

Exercice 3

(On trouvera à la �n de l�exercice des extraits de table de lois usuelles)

n désigne un entier naturel plus grand que 2.
On dispose d�une urne contenant 2n boules noires et n2 � 2n boules blanches.
Un jeu consiste à e¤ectuer n tirages successifs d�une boule dans cette urne, avec remise de la boule tirée après
chaque tirage.
Un joueur est déclaré gagnant à l�issue du jeu s�il a tiré au plus 2 boules noires au cours des n tirages.
Un joueur participe à ce jeu suivant les deux situations distinctes suivantes:
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I. Situation 1: Dans cette situation, n=20

On désigne par p la probabilité d�obtenir une boule noire lors d�un tirage , et par X la variable aléatoire égale au
nombre de boules noires tirées par le joueur à l�issue du jeu.

1. (a) Décrire le contenu de l�urne puis calculer la probabilité p.

(b) Reconnaître la loi de X.
(On justi�era clairement la réponse et on précisera X(
) et P (X = k), pour tout élément k de X(
))

(c) Donner l�espérance E(X) et la variance V (X).

2. Calculer la probabilité que le joueur soit gagnant dans cette situation.

II. Situation 2: Dans cette situation, n est un entier �xé supérieur ou égal à 30.

On désigne par p0 la probabilité d�obtenir une boule noire lors d�un tirage , et par Y la variable aléatoire égale au
nombre de boules noires tirées par le joueur à l�issue du jeu.

1. (a) Véri�er que p0 =
2

n
.

(b) Reconnaître la loi de Y .
(On justi�era clairement la réponse et on précisera Y (
) et P (Y = k), pour tout élément k de Y (
))

(c) Donner l�espérance E(Y ) et la variance V (Y ).

2. (a) Justi�er que la loi de probabilité de Y peut être approchée par une loi de Poisson dont on précisera le
paramètre et dont on rappellera les caractéristiques : ensemble des valeurs, loi de probabilité, espérance,
variance.

(b) A l�aide de cette approximation, calculer, à l�aide de la table fournie ci-dessous, la probabilité que le
joueur soit gagnant dans cette situation.
Retrouver cette valeur sans la table à l�aide de la partie 1 de l�exercice 1.

Extrait de la table (k; P (n; p; k)). Extrait de la table (k; P (�; k)) de la loi binomiale de taille n = 20 et de
paramètre p = 0; 1 de la loi de Poisson de paramètre� = 2

k 0 1 2 3 k 0 1 2 3
P (n; p; k) 0,1216 0,2702 0,2852 0,1901 P (�; k) 0,1353 0,2707 0,2707 0,1804
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